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În volum se expune, într-o formă nouă, rezistența materialelor, 
specializată pentru necesităţile inginerilor mecanici, 

În prima parte, intitulată mecanica corpurilor deformabile, se 
expun practic toate capitolele rezistenței materialelor, bazate numai 
pe cunoașterea caracteristicilor elastice ale corpului deformabil. 
Considerind, în special, că piesa este de dimensiuni cunoscute, 
se tratează solicitările simple și compuse în bare, problemele static 
nedeterminate, solicitările dinamice; de asemenea, se face studiul 
plăcilor, vaselor cu pereţi subţiri, tuburilor și discurilor, precum și 
al solicitărilor în stadiul plastic. Expunerea primei părți se încheie 
cu descrierea metodelor experimentale pentru analiza eforturilor 
unitare şi deformaţiilor. 

În partea doua — calcului de rezistență — studiul începe cu 
cunoaşterea materialelor prin încercări, după care se face calculul 
de dimensionare sau verificare, la solicitări statice, prin metoda rezis- 
tențelor admisibile şi metoda sarcinii limită. Expunerea continuă cu 
calculul la oboseală şi la fluaj. Coeficientul de siguranță este calculat 
atit prin metode analitice, cit și probabiliste, 

felul acesta, autorul introduce o succesiune mai logică şi 
mai ușor de intuit a noţiunilor legate de verificarea sau dimensio- 
narea pieselor de mașini. 


PREFAŢĂ 


Cum s-a arătat și în edițiile anterioare, cartea de faţă cuprinde, în linii 
generale, materialul predat la cursul de rezistenţa materialelor, în facultăţile 
de inginerie mecanică. Ba poate servi și inginerilor pentru vememorarea 
notiunilor fundamentale, sau pentru rezolvarea unor probleme simple. Pentru 
calcule complexe, stau la dispoziţie manuale inginerești, care conțin o infor- 
matie mult mai amplă decât ceea ce se poate preda în facultate.. 

Ediţia de faţă aduce un elemeni nou, prin încercarea de a siructura ma- 
teria pe o concepție diferită decît cea cu care ne-am obişnuit de atita vreme. 

Punctul de plecare este următorul. Să presupunem că inginerul începător 
— dar adesea şi cel experimentat — are de dimensionat o piesă la o anumită 
solicitare. EL găsește în cărți relaţia de calcul, corespunzătoare modelului, ales. 
După ce a precizat materialul, îşi pune întrebarea : cît; este de mare rezistența 
admisibilă ? Sau, dacă se face o verificare a coeficientului de siguranță : cit 
trebuie să fie acest coeficient? 

La această întrebare, în aparenţă simplă, răspunsul este, de mulie ori, 
greu. Rezistenţa admisibilă nu este o consiantă a materialului, ci o mărime 
care trebuie aleasă de proiectant, așa ca să garanteze economia produsului şi, 
buna functionare, ținând seama de toate aspectele, adesea aleatoare, privind 
geomeiria piesei, sarcinile, condiţiile de mediu etc. 

Se desprinde de aici ideia că în calculul de rezistentă se întâlnesc pe de 
o parte o serie de relaţii, destul de certe, referitoare la eforturi unitare şi de- 
formaţii, iar pe de altă parte trebuie să se ia o decizie asupra rezistenţei, ad- 
misibile sau a coeficientului de siguranţă. 

Motivul citat a făcut ca, pe plan mondial, să se manifeste tendința împăr- 
țării acestei ştiinţe în două : 

1. Prima, căreia i se dau diferite denumiri, — ca de exemplu „mecanica 
corpurilor deformabile” — avînd drept obiect stabilirea relaţiilor 
peniru calculul eforturilor unitare şi deformaţiilor. În această parte, 
foarte înrudită cu teoria elasticităţii, materialele. sînt caracterizate 
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doar prin cele trei constante elastice, E, G, v; nu se vorbește de rezis- 
tență de rupere, de limită de curgere, de rezistență admisibilă, deci 
nu se poate comenta dacă eforturile unitare calculate sînt admisibile 
sau nu. 

2. A doua parte, căreia i se dă de obicei numele de „calculul de rezis- 
tenţă”, introduce noţiunile de stare limită, rezistență admisibilă, 
coeficient de siguranță, permițând, proiectarea piesei. : 

__ Am structurat materia din această carte în felul expus, cu sperenţa că 
m viitorul apropiat cursul de rezistenţa materialelor se va preda după această 
schemă. 

În acest fel, mecanica corpurilor deformabile poale fi învățată, fără difi- 
cultăți mari, ca o urmare firească a mecanicii corpurilor rigide. După acest 
studiu, se pot introduce o serie de considerente care conduc la calculul de re- 
gistenjă. 

„Pentru ca trecerea la noul concept să mu fie prea bruscă, s-a introdus 
chiar de la început moţiunea de rezistență admisibilă, precizînd unele „relații 
de dimensionare”, respectiv făcînd unele calcule de dimensionare. 

Tratarea de fond a calculului de rezistență, în care am inclus şi cel de 
oboseală, se face însă în, partea doua a volumului. 

, La sameze”, s-a introdus un nou tabel de rezistențe admisibile, prelucrat 
după literatura de specialitate recentă. 

„În prima parte, materia a fost restruciurată față de ediţia precedentă, 
Prin schimbarea succesiunii, unor capitole, prin renunţarea la unele capitole 
separate (bare curbe, solicitări compuse) — care au fost incluse în. altele 
— şi prin o serie de îmbunătăţiri ale testului. 


ianuarie, 1979 AUTORUL 
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PARTEA I 


MECANICA CORPURILOR DEFORMABILE 


CAPITOLUL 1 


NOȚIUNI INTRODUCTIVE 


1. OBIECIUL ŞI PROBLEMELE REZISTENȚEI MATERIALELOR 


Obiectul rezistenţei materialelor se înțelege uşor făcînd o paralelă 
eu mecanica, teoretică a corpului rigid. În baza ipotezelor mecanicei, bara 
din fig. 1.1 — rigidă — se află mereu în echilibru, indiferent de mărimea 
sarcinei P. Ecuațiile de echilibru permit determinarea reacţiunilor din 
reazeme, dacă problema este statie determinată. 

Realitatea arată că nu există corpuri rigide ; ele se deformează, pe 
măsură ce forțele aplicate cresc. Grinda-din fig. 1.1 ia forma punctată, 
iar la o anumită mărime a forţei — se rupe. 

Folosind ipoteza corpului rigid, mecanica A P 
teoretică nu poate determina märimea de- 4 

formațiilor și nu poate stabili în ce condiţii = =a 
se va produce ruperea. $ Fi - 

Ramura mecanicei care, introducînd în y | 

e A (A 

calcul noţiunea de corp deformabil, poate 

preciza dacă un corp se va rupe saw nu sub 
acțiunea sarcinilor aplicate, se numeşte re- 
zistenţa materialelor. Această ştiinţă, împre- 
ună cu teoria elasticităţii, s-a conturat cu peste un secol şi jumătate în urmă ; 
de atunci, prin contribuţiile a numeroși oameni de ştiinţă, dintre care unii 
vor fi citați în decursul expunerii, s-a dezvoltav și perfecționat mereu. 


Fig. 1.1 


a. OBXEOTUL REZISTENȚEI MATERIALELOR 
Acesta poate fi definit prin cele două probleme principale : 


— dimensionarea. pieselor -de maşini sau de construcții; așa ca să re- 
ziste în bune condiții sarcinilor date ; 


e 
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— verificarea, dacă piesele de dimensiuni date rezistă sau nu sarcinilor 

aplicate. 

Pentru prima problemă, rezistența materialelor stabileşte, în cazul 
cel mai simplu, o relație între trei feluri de mărimi : sarcinile (forţele aplicate 
piesei), caracteristicile geometrice ale secțiunii (de exemplu aria secţiunii 
transversale a barei) şi a treia mărime, pe care o vom numi rezistență 
admisibilă, proprie materialului ales. A dimensiona înseamnă a găsi carac- 
teristicile geometrice ale secţiunii, date fiind sarcinile şi alegând rezistenţa 
admisibilă. z 

În a doua problemă, a verificării, se foloseşte aceeaşi relație între cele 
trei mărimi, cu observația că se cunosc sarcinile şi secțiunea şi se calculează 
o mărime mecanică, pe care o vom numi efort unitar sau tensiune, care 
poate avea orice valoare, dar pe care trebuie să o comparăm cu rezistența, 
admisibilă a materialului. $ 

Aşa cum se va vedea din decursul expunerii, alegerea rezistenței admi- 
sibile constituie momentul cel mai dificil al calculului de rezistență. 

Multă vreme s-a considerat că rezistența admisibilă poate fi aleasă, 
după anumite-criterii, din tabele aflate în literatură; după aceea, calculul 
de rezistență nu mai prezintă dificultăţi. 

Făcînd abstracţie de rezistența admisibilă, calculul de verificare poate 
conduce la valori destul de exacte ale eforturilor unitare. Acest calcul, 
corect, dar incomplet pentru inginer, este o consecinţă logică a calculului 
de mecanică, după introducerea proprietăţii de deformabilitate. 

Fără a părăsi total noţiunea de rezistență admisibilă, dar punină 
accentul pe verificare — deci considerînd de cele mai multe ori corpul de 
dimensiuni cunoscute — s-a detașat o ramură a rezistenței materialelor, 
căreia i se dă numele de mecanica corpurilor deformabile. Partea Ia acestei 
cărți, cu titlul citat, va dezvolta practic întreg cuprinsul rezistenței mate- 
rialelor. În partea II, intitulată calculul de rezistență se va face o analiză 
detaliată a noţiunilor de rezistență admisibilă, coeficient de siguranță, 
stare limită, cu care, de fapt, se încheie proiectarea de rezistenţă. 


b, MODELUL DE CALOUL 


Spre a începe un calcul de rezistenţă, inginerul își alege un model al 
piesei studiate, în care simplifică, adesea, forma geometrică şi în care alege 
anumite ipoteze de rezemare şi de aplicare a sarcinilor. Cum se va vedea pe 
parcurs, alegerea modelului de calcul — care nu este totdeauna ușoară — 
are o importanţă capitală asupra rezultatelor calculului. De aceea, ingi- 
nerul trebuie să acorde acestei probleme o importânţă majoră, incomparabilă 
cu aceea a zecimalelor. obţinute în operaţiile aritmetice. Folosirea de 
modele sau scheme de calcul permite rezolvarea a numeroase piese similare. 
Prin aceasta, rezistenţa materialelor are o largă generalitate. 

forma, schemajizată pentru calcul, corpurile studiate de rezistenţa 
materialelor se împart în trei grupe mari: 

1) Corpuri la care una din dimensiuni este predominantă faţă de celelalte 
două (corpuri cu fibră medie). La aceste piese, care poartă denumirea 
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generală de bare, elementele geometrice caracteristice sînt: awa longitu- 
dinală şi secțiunea plană, normală pe awa longitudinală. După forma, recti- 
Jinie sau curbilinie a axei, există bare drepte şi bare curbe. Secţiunea transver- 
sală a barei, de anumită formă şi dimensiuni, determină, alături de carac- , 
teristicile mecanice ale materialului, capacitatea de rezistență a barei. 

Studiul barelor drepte este mult mai simplu decît al celorlalte forme 
de corpuri. El formează fundamentul rezistenţei materialelor şi pe dezvol- 
tarea lui se bazează cea mai mare parte a cursului de rezistența materia- 
lelor. După destinaţie şi după modul de solicitare a lor, barele poartă dife- 
rite denumiri : tiramţi, solicitaţi la întindere ; stilpi, solicitaţi la compre- 
siune ; grinzi, solicitate la încovoiere; arbori, solicitaţi la răsucire ; fire, 
care rezistă la întindere, nu însă la încovoiere etc. 

2) Corpuri care au două dimensiuni mari, în comparaţie cu a treia. 
Aceste corpuri, cu nume general de plăci, sînt caracterizate, din punct de 
vedere. geometric, prin forma și dimensiunile suprafeței mediane şi prin 
grosimea măsurată perpendicular pe suprafaţa mediană. După formă şi 
destinație, se poate vorbi despre plăci plane, învelitori (curbe), vase, tuburi, 
membrane etc. 

3) Corpuri masive, avînd cele trei dimensiuni aproximativ de acelaşi 
ordin de mărime. Exemple : bile şi role de rulmenţi, tuburi cu pereţi groși, 
discuri de turbomaşini, blocuri de fundaţii etc. 

Studiul rezistenţei materialelor este mult mai simplu pentru bare decât 
pentru plăci şi corpuri masive. De aceea, se studiază în amănunt barele, 
sub diferite aspecte, în timp ce pentru plăci şi corpuri masive se dau numai 
unele indicaţii de bază, spre a face posibilă înţelegerea literaturii de spe- 
cialitaite. : 


ec. CONSIDERENTE ECONOMICE 


În calculul de rezistență trebuie să se aibă în vedere întotdeauna un 
principiu fundamental : piesa proiectată trebuie să asigure, din punctul 
de vedere al rezistenţei, buna funcţionare a ansamblului în care este montată. 
De aceea, dimensiunile ei trebuie astfel calculate încît să nu existe pericol 
de rupere. În afară de aceasta, inginerul trebuie să realizeze piesa proiec- 
tată în condiţiile cele mai economice, atit ca material cât şi ca prelucrare. 
Din acest; punct de vedere, rezistenţa materialelor este o ştiinţă cu pro- 
nunţiast caracter economic ; întotdeauna, la proiectare, se va căuta soluţia, 
cea mai economică. 


d. PUNCTELE DE APLICAȚIE ALE FORȚELOR 


Se ştie că, în mecanica, teoretică, forţele aplicate unui corp rigid sînt 
vectori lunecători. Această proprietate nu mai poate fi acceptată în rezis- 
tenţa, materialelor. Afirmația se poate demonstra cu ajutorul exemplului 
din figura, 1.2. Un corp oarecare este supus acţiunii forţelor #', egale şi de 
sens contrar, aplicate pe acelaşi suport, în punctele A şi B. Sub efectul 
acestor forţe, corpul se deformează, punctele A şi B depărtindu-se unul de 
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altul. Dacă forţele se deplasează pe suportul lor, aplicindu-se în punctul 
comun C, ele se echilibrează fără a mai-fi aplicate corpului, deformația nu 
mai există, iar fenomenul fizic iniţial a fost complet schimbat. Rezultă de 


5 


Fig. 1.2 


aici că în rezistența materialelor forțele sînt vectori legaţi, avind punctele de 
aplicație bine definite. 


e.PROPRIETĂȚILE HATERIALELOR 


Orice material studiat în rezistența materialelor este deformabil. 
Dacă, după înlăturarea sarcinilor, corpul deformabil revine la forma şi 
dimensiunile inițiale, el este elastic. Blasticitatea este proprietatea funda- 
mentală pe care se clădește rezistenţa materialelor şi teoria elasticităţii. 
Cînd corpul deformat rămîne, după descărcare, cu deformaţii permanente, 
el este plastic. i 


2. FORȚE EXTERIOARE ŞI FORȚE INTERIOARE. SOLICITĂRI SIMPLE 
ŞI SOLICITĂRI COMPUSE 


Orice piesă de mașină sau construcție, destinată unui anumit scop, 
este supusă acţiunii unor forţe sau cupluri. 

Majoritatea acestor forțe se aplică pe anumite porțiuni din suprafața 
exterioară a corpului şi poartă numele de: forțe de contur sau forțe de supra- 
faţă. Dintre forţele de contur, cele aplicate în reazeme, măsurind legătura 
cu corpurile învecinate, poartă numele de -reacțiuni sau forțe de legătură. 
Celelalte forţe de contur, rezultînd din contactul corpului cu cele vecine, 
respectiv din scopul piesei în ansamblul în care se află, poartă denumirea, 
generală de sarcini. Forţele de contur -poartă numele de forje exterioare. 
Tot în categoria, forțelor exterioare se consideră și cele distribuite în în- 
treaga masă a materialului : greutatea, forțele de inerție, forţele electro- 
magnetice ete. ` | i 
: În studiul rezistenței materialelor, prezintă un interes deosebit forțele 
interioare, care. arată acțiunea unei părți a corpului asupra celeilalte şi 
invers. Ele pot fi puse în evidență, în schema d6 calcul, numai prin sepa- 
rarea celor două părţi ale corpului, aṣa cum se face, de exemplu, la sistemul 
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de bare articulate din fig. 1.3 : forțele X, Y din figura 1.3, b asigură echi- 
Jibrul în urma separării, dar ele dispar cînd separarea nu există, ca în, 
j 1.3, a. : , Ep 
7 în rezistenţa, materialelor, forţele interioare arată legătura care există 
între particulele din interiorul unui corp, nu în punctele de legare a două 
corpuri, cum era la exemplul din figura 1.3. Ele se poi pune înevidenţă 


a b 


Fig. 1.3 


prin metoda secțiunilor : se presupune că se secţionează un corp printr-un 
plan, separîndu-l în două bucăţi, fapt care ar duce la pierderea echilibrului ; 
pentru a. restabili echilibrul fiecăreia dintre părţi, în planul secţiunii se 
introduc forțe interioare, care, privite la cele două porţiuni, sint egaio şi de 
sensuri contrare. Ca exemplu, se consideră bara din figura 1.4, a, avînd 
sectiunea de formă oarecare şi supusă acţiunii forțelor Fy, Pa ... E, care 
își fac echilibru. Dacă se secționează bara printr-un plan normal pe awa lon- 
gitudinală, ea se separă în două bucăţi, ca în figurile 1.4, b şi 1.4, e Cît 
timp nu se introduce nici o altă forță în afara celor inițiale, F, .. -Fs 
evident că cele două porțiuni de bară nu mai stau în echilibru. Dacă se 
consideră partea din dreapta (fig. 1.4, c), pentru restabilirea echilibrului 
este necesar să se introducă, în planul secțiunii, o forţă R şi un cuplu M, 
care să reprezinte un sistem de forțe echivalent cu forțele F şi Fa, care 
au fost înlăturate. Mărimile Ẹ şi M poartă numele de forje interioare sau 
forje în sectiune sau eforturi. Se vede că eforturile se determină uşor prin 
relații din mecanica teoretică, calculînd sistemul R, M echivalent; cu forțele 
exterioare aplicate părții din corp care a fost îndepărtată. Dacă se considerä 
cealaltă parte a corpului, situată în stînga planului secțiunii, figura 1.4, b, 
asupra ei trebuie să se aplice, în secţiune, eforturile £, H i egale şi de sens 
contrar cu cele aplicate părții din dreapta. Aceste eforturi sînt echivalente 
sistemului de forto FP, Fy Fa care au fost îndepărtate în urma secţionării. 
Cum forțele F}, F, pe de o parte, ṣi Fa, Fu Fa, pede altă parte, formează, 
la un loc, un sistem în echilibru, este evident că eforturile R, M de pe 
o faţă à secţiunii trebuie să fie egale şi de sens contrar cu cele de'pe fața 
opusă. Refăcînd continuitatea corpului, adică anulind secţionarea, efortu- 
rile E, M dispar şi corpul rămîne supus numai forțelor Fi, ..., Fy 7 
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Dacă se consideră partea din corp arătată în figura 1.4, e, asupra ei 
acţionează R, M, F}, F, F,, care îşi fac echilibru. Prin urmare, eforturile 
R, M se pot calcula şi din condiţiile de echilibru ale părţii de corp asupra 
căreia ele se aplică. În tot studiul menționat, eforturile R, M se consideră 
aplicate în centrul de greutate al secţiunii barei. 


În rezumat deci, rezultă că : 

— eforturile E, M se introduc în centrul de greutate al secțiunii și 
sînt analoge oricăror forţe exterioare aplicate corpului, adică li se pot apliea 
ecuaţiile de echivalență şi de echilibra din mecanică; 

— eforturile R, M constituie un sistem echivalent cu torsorul de 
reducere în:0 a forțelor exterioare aplicate părții de corp care a fost înlă- 
turată sau un sistem egal şi direct opus cu torsorul forţelor aplicate părţii 
de corp care se studiază. 

În cazul cel mai general, eforturile £ şi Æ au direcţii oarecare în spa- 
piu. Ele pot fi descompuse în componente pe normala la planul secţiunii 
(deci pe axa barei) și componente conţinute în planul secţiunii, cum se 
arată în figura 1.5 : gara 

a) Rezultanta Ẹ are o componentă pe normală, numită forță normală 
N sau forță amială (fiind aplicată pe axa barei), şi o componentă T, forță 
tăietoare, conținută în planul secțiunii. 

b) Cuplul Æ se descompune în momentul de răsucire M,, al cărui vector 
este dirijat pe axă, și momentul încovoietor M,, avînd vectorul conţinut în 
planul secţiunii. i . 

Mărimile N, T, M,, M, poartă, de asemenea, denumirea de eforturi. 
Fiecare dintre aceste eforturi, luat separat, produce asupra barei o solicitare 
simplă, şi anume : 


16 


F 


Tieas se 


— Forța axială N, cînd are sensul din figura 1.5, produce solicitarea. 
de întindere ; dacă are sens contrar, tinzînd a scurta bara, ea dă loc solici- 
ţării de compresiune. 

— Forţa tăietoare T produce solicitarea de tăiere sau forfecare. 

— Momentul de răsucire M, produce solicitarea de răsucire. 

— Momentul încovoietor M, produce solicitarea de încovoiere. 

Prezența simultană, în secţiunea unei bare, a două sau mai multe 
solicitări simple dă naştere unei solicitări compuse. 


Întrucât; mărimile T şi M, pot avea direcţii oarecare în planul secţiunii, 
se alege un sistem de axe de coordonate ca în fig. 1.5 — axa æ în lungul 
barei, axa y — verticală în secţiune, axa z — orizontală în secţiune şi se 
descompun eforturile în componente pe axe : N şi M, pe axa Oz, T, şi Ma 
pe axa Oz, T, și M, pe axa Oy. Pe cele două schiţe din fig. 1.5, s-au repre- 
zentat momentele fie prin săgeți rotitoare, fie prin vectori. 

Este de la sine înţeles că aplicarea concentrată a eforturilor N, T, 
M,, M, în centrul de greutate al secţiunii este numai un mod convenţional, 
simplu, de a reprezenta, fenomenul fizic, complex, al interacțiunii dintre 
cele două părţi ale secţiunii. În realitate, forţele interioare se exercită pe 
toate elementele de suprafaţă ale secţiunii, fiind distribuite în mod con- 
tinuu. Caurmare, eforturile N, T, M,, M, sînt de fapt rezultantele eforturilor 
distribuite din secţiune. Problema. esenţială a rezistenţei materialelor este 
de a găsi legea de distribuţie a eforturilor pe secţiune şi a determina va- 
loarea, acestor eforturi distribuite, atunci cînd se cunosc eforturile concen- 
trate N, T, M,, M, determinate pe baza legilor mecanicii teoretice. 

Eforturile N, T, M,, M, variază, de obicei, de la o secţiune la alta 
a barei. În cap. 4se va examina modul de construire a diagramelor de varia- 
ție a eforturilor în lungul barelor. 


3. EFORTURI UNITARE 
Se consideră (fig. 1.6) un element dA din suprafața secţiunii unei 


are în care s-au determinat eforturile R, M. Dacă elementul este sufi- 
cient de mic, efortul poate fi considerat uniform distribuit pe suprafața 
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lui, iar rezultanta, dF poate fi aplicată în centrul de greutate al elementului. 
Mărimea, efortului distribuit, aplicat pe unitatea de suprafaţă din aria 
secţiunii 

aF 


GA 3 
se numeşte efort unitar. El este una din mărimile fundamentale ale studiului 
rezistenței materialelor. Această mărime poartă în literatura tehnică și 
denumirea uzuală de tensiune. În expunerea ce urmează se va, folosi ter- 
menul „efort unitar”. Efortul unitar p are aceeaşi direcţie cu forţa: ele- 
mentară dF. Mărimea sa este determinată atît de mărimea forţei dF cît 
şi de orientarea pe care suprafața dA o are față de direcția forței. În con- 
secință, efortul unitar p este o mărime mai complicată decît o forță, căreia 
i se dă numele de mărime tensorială. Avind o direcție oarecare, efortul 
unitar p poate fi descompus în o componentă pe direcția normalei la sec- 
ţiune — efortul unitar normal, notat cu o — şi o componentă conținută în 
planul secțiunii — efortul unitar tangential, v, fig. 1.6, a. 

Efortul unitar o reprezintă — după sensul pe care-l are — un efect 
de întindere sau de compresiune, exercitat de către partea de corp înlătu- 
rată asupra, celei rămase. Analog, + reprezintă un efect de tăiere, forfecare 
sau luntcare. i 

Operaţiile care se fac cu vectorii (adunare, proiecţii ete.) nu pot fi 
aplicate eforturilor unitare decât după ce acestea au fost înmuiţite cu ariile 
respective, adică au fost transformate în forţe. 

În baza figurii 1.6, a, între mărimile componentelor efortului unitar 
există relația : f 


3 = (1.1) 


pe = ap ae. (1.2) 


Întrucît + are o direcţie neprecizată în secţiune, dacă se raportează 
bara la axele v, y, z, se obţin componentele : c — pe axa L, Tys — pe axa Y, 
Tez — pe axa z. 


F-g. 1.6 
În sistemul SI, unitatea do măsură pentru forţe este newtonul (N), 
iar pentru suprafețe metrul pătrat (m2). Ca, urmare, unitatea de măsură 
pentru eforturile unitâre este N/m?. În vechiul sistem. de unităţi (M Kf S) 
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eforturile unitare se măsurau curent în kgf/cm?. Ținînd seama că 1 kgf = 
= 9,81 N, rezultă relația de transformare 1 kgf/cm? = 9,81 : 104 N/m? ~ 
x 105 N/m?. Această schimbare a unității de măsură și îndeosebi a ordi- 
nului de mărime a mărimilor curent întâlnite produce greutăți, atît din 
punctul de vedere al obişnuinței inginerilor, cît şi din cel al consultării 
literaturii tehnice. Din acest motiv, așa cum s-a făcut şi la reeditarea unor 
standarde, în lucrarea de faţă se vor măsura de obicei forțele în daN, iar 
suprafeţele în em?, deci unitatea de măsură uzuală pentru eforturile uni- 
tare va fi daN/em?. În anumite cazuri se va folosi daN/mm?, sau altă uni- 
tate de măsură. În acest fel, relația de transformare între unităţile de măsură 
ale sistemului M Kf S şi ale sistemului internaţional va fi: 1 kgf/cm? = 
= 0,981 daN/em?. 

Întrucît în majoritatea calculelor de rezistenţă, în determinarea carac-' 
teristicilor mecanice ! și în alegerea rezistențelor admisibile, erori de ordinul 
2% sînt cu totul acceptabile, se va putea folosi relația de transformare 
1 kgf x 1 daN, respectiv 1 kgf/cm? x 1 daN/em?. Pentru alte mărimi 
care intervin în calculele de rezistență, se vor folosi unitățile de măsură : 
momente — daN.: em, volume — cm?, momente statice ale ariilor — emê, 
momente de inerție ale ariilor — emt, mase specifice kg/em? ete. 


4. DEFORMAȚII ŞI DEPLASĂRI 


Rezistenţa. materialelor studiază corpurile ţinînd seama că ele se de- 
formează sub efectul sarcinilor sau al unor factori cu efect analog (variaţii 
de temperatură etc.). Deformaţiile depind de forma și de dimensiunile 
corpului, de mărimea şi de modul de aplicare a sarcinilor, precum şi de 
anumite caracteristici mecanice ale materialului. Cit timp eforturile unitare 


- produse în material sînt. inferioare unei anumite limite — numită limită 


de elasticitate —, deformaţiile sînt; mici şi elastice, adică dispar o dată cu 
cauza care le-a produs. . 

În studiul corpurilor deformabile se definesc o serie de mărimi care 
caracterizează starea lor de deformaţie, şi anume : 


a. LUNGIREA SPECIFICĂ SAU DEFORMAȚIA SPECIFICĂ 


Se consideră (fig. 1.7) o bară solicitată la întindere sub acțiunea forței 
exterioare F. Sub efectul forţei de întindere, bara suferă o deformatie 
elastică, numită lungire, i i 
A = hy — (1.3.) 
măsurată prin diferenţa, dintre lungimea barei după aplicarea sarcinii 
l, Şi lungimea, iniţială, anterioară aplicării sarcini, lọ. i 


1 Aceste mărimi se vor defini în cele ce urmează 


"19 


Unitatea de lungime a barei (1 cm) creşte, sub efectul solicitării la 
întindere, cu cantitatea 


(1.4) 


L=+4l 


Fig. 1.7 


care poartă numele de lungire specifică, sau alumgire, sau deformaţie speci- 

fică. Dacă lungirea specifică este cunoscută, se poate determina lungirea 
arei | 

Al = e: „ (4.5) 

În cazul solicitării la compresiune, mărimile Al, e se numesc scurtare 

— respectiv scurtare specifică; formulele (1.3) — (1.5) rămîn aceleaşi 

schimbînd numai de semn. Lungirile specifice sînt mărimi adimensionale. 


b LUNEOAREA SPECIFICĂ 


Se consideră elementul de volum paralelipipedice A BODA.B0.D, 
din figura 1.8. Pe cele patru feţe perpendiculare pe planul desenului, de 


baii 2% 
iz 


lăţime egală cu unitatea, acționează eforturile 
unitare qt, egale, avînd sensurile de pe desen. 
` Dacă se consideră faţa A BA.B, ca imobilă, din 
cauza eforturilor unitare q, faţa 0D0,D, lunecă, 
paralel cu ea însăşi, ajungind în poziţia 
0'D'0:D!. Lunecarea poate fi măsurată prin un- 
ghiul y, dintre feţele A.4,00, și A.4.0'0;. Acest 
unghi, care măsoară variaţia unghiului de 90°, ca 
în figura 1.8, poartă numele de lunecare specifică 
sau deformația . unghiulară specifică. Lunecarea 
Fig. 1.8 specifică este pozitivă cînd are loc o micşorare 
ig a unghiului x/2 şi negativă în caz contrar. 
iata ra specifică se măsoară în radiani, fiind tot o mărime adimen- 
sională. - 
Lungirea specifică și lunecarea specifică sînt elemente de bază în 
studiul deformajiilor, după cum efortul -unitar normál și cel tangenţial 
sînt elemente de bază în studiul eforturilor unitare. 
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e. DEPLASĂRI 


În decursul procesului de deformaţie — elastică sau neelastică — a 
unui corp; majoritatea punctelor sale îşi schimbă poziţia. Drumul parcurs 
de un punct al corpului în decursul deformării poartă numele de deplasare. 

Dacă se consideră grinda 
cu zăbrele din figura 1.9, în ur- 
ma deformaţiei, nodurile se de- 
plasează iar barele iau poziţiile 
reprezentate prin liniile între- 
rupte. Se observă că, din punct 
de vedere al configurației geo- 
metrice, grinda cu zăbrâle s-a 
deformat, triunghiurile dreptun- 
ghice moditicîndu-și unghiurile 
fi lungimile laturilor. Tinînd 
seama că barele sînt solicitate 
numai la întindere sau la com- 
presiune, deformaţiile lor sînt 
numai lungiri sau scurtări. Dacă 
aceste deformaţii sînt cunoscu- 
te, noua configuraţie a grinzii, 
ca și deplasările nodurilor (de 
exemplu, deplasarea MM") pot 
fi calculate prin considerente 
de ordin geometric. 

La exemplul din figura 1.10, bara în consolă Oab se deformează sub 
efectul forței F, luînd poziţia Oa'b'. Porțiunea Oa se deformează, în timp 
ce porțiunea ab rămîne rectilinie, nedeformată. Punctul a se deplasează 
în a', punctul b în b', în timp ce punctul O, din reazemul încastrat, nu 
se deplasează. 


Fig. 1.10 


5. RELAȚIA ÎNTRE EFORTURI UNITARE ŞI DEFORMAȚII. CURBA CARACTERISTICĂ 
LEGEA LUI HOOKE 


Între cele două grupe de mărimi fundamentale ale rezistenței materiale- 
lor — eforturile unitare şi deformaţiile specifice — există relații care se 
determină pe cale experimentală. : i 


a. ÎNCERCAREA LA TRACȚIUNE A METALELOR 


Pentru stabilirea relației fizice între eforturile unitare şi deformaţiile 
specifice se recurge la experienţă. Încercarea de bază pentru metale este 
încercarea, la tracţiune, pentru care se dau o serie de amănunte în cele ce 
urmează. 

Se confecţionează, din materialul care urmează a fi încercat — de 
exemplu un oțel — o epruvetă, conform STAS 200—75, avînd forma și 
dimensiunile din fig. 1.11. É 
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Dimensiunile principale sînt : diametrul iniţial, de şi lungimea inițială 
îndre repere, Lo. Alte dimensiuni sînt : lungimea, calibrată Le, lungimea, h 
şi diametrul D ale capetelor de prindere, lungimea totală L,. Fie d, = 20 mm. 
Epruveta va avea D = 24 mm, h = 60 mm; dacă este epruvetă normală : 
L, = 5 d, = 100mm, Le = 140 mm; pentru epruveta lungă: Lo = 
= 200 mm, L. = 240 mm. 


Fig. 1.11 


Reperele sînt două puncte, marcate fin pe epruvetă, delimitînd lun- 
gimea L, pe care se vor măsura deformatțiile. : . 

Se montează epruveta la o maşină de încercat la întindere, a cărei 
schemă de principiu este arătată în figura 1.12. De la o pompă hidraulică, 
uleiul sub presiune intră în cilindrul C al mașinii și apasă asupra pistonu- 
lui P. Tija pistonului, legată cu falca F, produce forța de întindere în 
epruveta E. Mărimea, forței de întindere este arătată de manometrul M, 
gradat; direct în newton. 

Detormajiile epruvetei, care sînt foarte mici (de ordinul miimilor sau 
sutimilor de milimetru), se măsoară cu ajutorul unui aparat, numit 
extensomelru, fixat pe epravetă, în dreptul celor 
două repere. Principial, extensometrul — care 
va, îi studiat ulterior — este un aparat care am- 
plifică foarte mult deformaţiile, pe cale meca- 
nică, optică sau electrică,spre a le face percep- 
tibile. . 
` La începutul experienței, lungimea între 
repere este Lo iar forța de întindere nulă. În- 
cercarea constă în aplicarea unei forțe de întin- 
dere care crește lent, pînă se produce ruperea 
epruvetei. În decursul încercării se măsoară, în 
mod intermitent, mărimea, forţei de întindere 
F şi distanţa dintre repere L, oprind din cînd 
în cînd maşina. În locul acestui procedeu se 
poate folosi un aparat înregistrator, care ridică 
graficul relaţiei dintre iorţa: de întindere F şi lungirea epruvetei, 


Fig. 1.12 


AL = L — Ån 


dată, în orice moment, de diferența dintre distanța reperelor L şi distanța 
inițială Lo- : . 
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b. CURBA- CARACTERISTICĂ 


. Pentru epruveta de oțel încercată, relația între forța de întindere F 
şi lungirea Al poate avea forma din fig. 1.13, pe care s-au notat : forța supe- 
pioară la curgere F.n, forța inferioară la curgere Fur, forta maximă Fmar Și 
forja de tracțiune în momentul ruperii, Fu. Reprezentarea grafică din fig. 1.13 


Fi. 


Fig. 1.13 


se numeşte diagrama încercării la tracţiune. Pe porţiunea OB, diagrama 
este linie dreaptă. Ducină din ,F o paralelă la OA, se obține, pe axa absci- 
selor lungirea la rupere a epruvetei. 

Valorile numerice înscrise pe diagramă; variază, la acelaşi material, 
în primul rînd cu dimensiunile epruvetei, precum şi cu alţi factori, care 
vor fi descriși ulterior. 

Se poate obţine însă o altă reprezentare grafică, independentă de 
dimensiunile epruvetei, deci care poate caracteriza materialul încercat, 
dacă se măsoară pe abscisă lungirile specifice, iar pe ordonată eforturile 
unitare 

AL P 


; 6 = — 1.6 
Lo ? [că Ao Li ( ) 


unde A, este aria iniţială a secţiunii transversale a epruvetei. Această 
reprezentare s6 numeşte curba caracteristică a materialului. 

În scopul alinierii la standardizarea internațională, în ediția din 1975, 
STAS 200 a introdus notațiile : R — pentru eforturi unitaie, Æ — pentru 
lungiri specifice. Întrucît aceste notații nu au intrat pînă acum în teoria 
şi calculul de rezistență — ci numai în tehnica încercării materialelor — ele 
nu vor fi folosite în cele ce urmează, ci se vor menţine cele din relațiile 
{1.6). Se va reveni asupra noilor notații într-un capitol rezervat încercărilor 
de materiale, în partea II a cărţii. i 
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Pe curba caracteristică din fig. 1.14, se pot defini o serie de puncte, 
cărora le corespund o serie de mărimi importante : ' 

1) Ordonata punctului A, pînă unde curba caracteristică este linie 
dreaptă, se numeşte limita de proporjionalitate a materialului op. Porțiunea 
OA este zona de proporjionalitate a curbei caracteristice. 


Fig. 1.14 


2) Ordonata, punctului B, pînă unde. materialul este perfect elastic, 
adică după descărcare își reia lungimea Leo, se numeşte limita de elasticitate, 
c.. Practica arată că nici un material nu este perfect elastic şi că sub orice 
sarcină, cît de mică, el primeşte anumite deformaţii permanente. 

3) Limita de curgere (aparentă), cs, este valoarea efortului unitar la 
care alungirea epruvetei creşte pentru prima dată, cînd sarcina se menține 
constantă. După atingerea linitei de curgere, curba caracteristică are un 
traseu orizontal sau sinuos, CC, numit palier de curgere. La unele mate- 
riale, palierul de curgere nu există, ceea ce face ca limita de curgere apa- 
rentă o, să nu poată fi stabilită (fig. 1.15). În asemenea cazuri, se definește 
limita de curgere convenţională, oo, ca valoarea efortului unitar căruia 
îi corespunde, după descărcarea epruvetei, o lungire specifică permanentă 
de 0,2%, (segmentul OD). Se constată experimental că în cursul descăr- 
cării relaţia dintre o şi « este o linie dreaptă, paralelă cu porțiunea iniţială 
a curbei caracteristice. , 

4) După depăşirea palierului de curgere, curba caracteristică are din 
nou un traseu ascendent, CD, numit zonă de întărire. Valoarea maximală, 
a efortului unitar 


= 0, = Ba (1.7) 
o 7: 
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poartă numele de rezistență la rupere a materialului, simbolul său fiind 

o, sau Rp. Rezistenţa la rupere este ordonata punctului D din figura 1.14. 
5) Cînd sarcina se apropie de valoarea Fmaz; într-un loc al epruvetei 

apare o gâtuire, ca în figura 1.16, care se dezvoltă din ce în ce mai mult, 

pînă, cînd se produce ruperea. După apariţia gituirii, 

forța aplicată epruvetei se micşorează, ceea ce duce 04 

la traseul descendent al curbei DP din fig. 1.13 şi 1.14. 
Dacă după rupere se așază cap la cap cele două 

bucăţi ale epruvetei şi se măsoară distanța ultimă 

dintre repere Iu, se poate determina alungirea sau 

lungirea specifică la rupere, 


E, = = (1.8) 


În practică alungirea la rupere se dă în pro- 
cente, fiind notată prin simbolul 3 sau A, însoţit de 
indicele 5 sau 10 

n = Aa = Ze X 100% (1.9) 
70 


Indicele n se ia egal cu 10 la epruveia lungă, Fig. 1.15 


careJare Ze = 10, respectiv egal cu 5 la cea normală pentru care 
(i 
D 5, 
d 
Măsurînd diametrul la un moment; oarecare, se calculează aria A, 
iar cu ajutorul ei se determină gîtuirea specifică 


A —A 


y = = 


TA (1.10) 


Pentru epruveta ruptă, gâtuirea la rupere se notează 
oA 
A 


0 


Z -100 [%] (11) 


unde A, este aria secţiunii de rupere. 

Mărimile definite mai înainte — limită de 
curgere, rezistență, la rupere, alungire la ru- 
pere, gîtuire la rupere — poartă numele de caracteristici mecanice ale 
materialului. Cunoaşterea lor este extrem de importantă pentru calculul 
de rezistență şi pentru folosirea, corectă a materialului. 


Fig. 1.16 
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ce LEGEA LUI HOOKE 


Ecuația porțiunii reetilinii OA. a curbei caracteristice din figura 1.14 
se poate serie sub forma 


o = Be, (1.12) 


care arată că pînă la limita de proporționalilate lungirile specifice sânt 


proporționale cu eforturile unitare. Această enunțare, numită legea lut. 


Hooke, este legea, fundamentală a teoriei elasticităţii. Întrucît e este o 
mărime adimensională rezultă că constanta Ð, numită modul de elasti- 
citate, are aceeaşi ecuaţie de dimensiuni ca şi efortul unitar. În unele 
lucrări, modulul de elasticitate este numit modulul lui Young. 

Citeva valori ale modulului de elasticitate — ca, şi ale constantelor 
elastice G şi v, care vor fi definite mai departe — sînt date în tabelul 1.1. 

De reţinut că oţelurile, indiferent de calitatea lor, au, în medie, 
modulul de elasticitate E = 2,1-106 daN/em?; lemnele au, în lungul 
fibrelor, module de elasticitate ce variază în limite mai largi, în jurul 
valorii F = 10% daN /em?. 


Tabelul 1.7 
Valorile constantelor E, 6 şi v pentru unele materiale 
Modulul Jastici ici ici ie 
Denumirea materiatului | MOS Moneda) e Mou ds aantoe, Coeficientul de conira 
E, daNfem? gona 
Oţel-carbon (2.0 —2,1)- 108 8,1-105 0,24—0,28 
Oţel-aliat 2,1-106 8,1-105 0,25—0,30 
Oțel turnat 1,75-10° — — 
Fontă cenușie și ` 
albă (1,15—1,60)-10% <- 4,5105 0,23—0,27 
Aramă laminată H ag 
1a rece (1,1—1,3):10€ 4,9-10% — 
Bronz fosforos 1,15 -10° 4,2105 0,32—0,35 
Alamă laminată la 
rece (0,91—0,99): 10° (3,5—3,7)-105 0,32—0,42 
Aliaje de aluminiu (0,67—0,71)-106 (2,4—2,7)-105 0,32—0,36 
Duraluminiu (0,70—0,75)-10% (2,6—2,7)-105 — 
Beton cu rezistenţa ' 
100—200 daN/em? (0,15—0,23):10% — 0,16—0,18 
Lemn, în lungul fi- : i 
. brelor (0,09—0,12):10% (0,045—0,065)-105 = 
Lemn, perpendicu- 
lar pe fibre (0,004—0,01):10° (0,045—0,065).105 = 


Numai două grupe de materiale — oţelurile şi lemnele — au un tra- 


seu rectiliniu al curbei caracteristice, deci ascultă de legea lui Hooke, . 


în sensul definiţiei date. Restul materialelor au caracteristici curbilinii, 
de obicei cu un traseu continuu pînă în momentul ruperii. Și la aceste 
materiale, aşa cum se va vedea în decursul expunerii, este util să se folo- 
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sească legea lui Hooke, deci să se admită un modul de elasticitate. În 
asemenea, cazuri, conform fig. 1.17, se poate defini: 7 
a) un modul de elasticitate în origină, . 
En dat de panta tangentei Oi, ; e 
b) cînd se cunoaşte punctul M, [adică 
mărimea efortului unitar [la care va lucra 
piesa, se defineşte 


— modulul tangent 2 
0 Be=dole (118) 
dat de panta tangentei Mt,; 
— modulul secant 
E= MOJOC (14) o 


e 
FiS. 1.17 


vf 


dat de panta secantei OMs. 
d, DIFERITE FORME DE CURBE CARACTERISTICE 


Dacă materialul încercat este OL 37, caracteristicile mecanice care 
se obţin (după STAS 500—68) trebuie să se încadreze între următoarele 
limite: o, = 37—45 daN/mm?, ce = 21—24 GaN/mm?, 8; = 26—25 %' 
Pentru limitele de elasticitate şi proporționalitate, se poate lua c, & cp% 
2 20 daN/mm2?. Pentru o serie de alte materiale standardizate, caracte- 
risticile mecanice au fost date în tabelul 1 (de la finele volumului). 


a. Curba caracteristică reală şi convențională 


Este de notat că curba caracteristică din figura 1.14 este convențională 
întrucît la determinarea efortului unitar o se Împarte forţa de întindere 
variabilă F cu aria inițială Aga secțiunii, 
ca şi eum aceasta ar rămîne constantă. 
Din acest motiv, curba caracteristică are 
traseul nefiresc DF din figura 1.14, care 
arată că ruperea ar avea loc în F, la un 
efort unitar mai mic decât; cel corespunzător 
punctului D. Dacă s-ar măsura și scăderea 
secțiunii epruvetei, iar forța s-ar raporta 
la secțiunea reală, s-ar obţine curba carac- 
teristică reală C, arătată în figura 1.18, 
la care punctul G, cu cel mai mare efort 
unitar, reprezintă ruperea. S-a desenat cu 
linie plină curba, caracteristică convenţio- 
nală Č.. Practic, în zona de proporţionali- 
tate, unde variaţia, secţiunii este extrem 
de mică, cele două curbe coincid; ele 
diferă după depășirea zonei de curgere. Cum în aplicaţiile inginerești ma- 
terialul se folosește numai -în zona de proporționalitate, nu există interes 


Fig. 1.18 
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să se traseze caracteristica, reală şi se preferă cea convenţională, care se 
poate ridica, şi experimental, în coordonate F, Al. În acest fel, rezistența, 
la rupere este o mărime convențională, care diferă, de efortul unitar maxim 
atins în apruvetă. 


p. Curba caracteristică de compresiune a oțelului 


Tot referitor la oţelurile-earbon, se poate construi, de asemenea, 
curba, caracteristică de compresiune. Pentru executarea, încercării se folo- 
sese, conform STAS 1552—67, epruvete cilindrice avind diametrul egal cu 
înălţimea, ; 

d = h = 10...30 mm. 


Încercarea arată că la compresiune oţelul are aceleași valori ca la 
întindere pentru Sp Ce Ge ca şi pentru modulul de elasticitate E. La 
oţelurile de rezistenţă mică nu se realizează ruperea, ele turtindu-se mereu. 


Y- Descărcarea epruvetei. Heruisarea, 


Dacă o epruvetă este solicitată la, întindere peste limita de curgere, 
de exemplu pînă la efortul unitar cy arătat în figura 1.19, apoi este 
descărcată încet, se constată că în perioada, de descărcare curba caracte- 
zistică este o linie dreaptă MN. Punctul N reprezintă, descărcarea, completă 
a epruvetei, care rămîne însă cu deformația permanenţă, €p. Linia de des- 
căreare MN este paralelă cu linia, dreaptă de încărcare OA. La fel a fost 
trasată linia CD din figura 1.15. Dacă epruveta astfel descăreaită, este soli- 


citată din nou la întindere, curba caracteristică, a ei începe cu linia NM, . 
după care, dacă, se continuă, încercarea, pînă, la rupere, se parcurge curba, 


MDF. Se constată astfel că în urma, încărcării iniţiale pînă în M şi a des- 
cărcării complete, materialul şi-a, mărit limita, de proporţionalitate şi de 
elasticitate pînă la cy ; în același timp el şi-a mărit lungimea. Acest trata- 
ment mecanic, executat la rece, poartă numele ede ecruisare. Curba, carac- 
teristică a barei ecruisate este N MDF, obţinută, prin mutarea axei o în 
poziţia o”. 

Din figura 1.19 se observă că la un efort unitar superior limitei de 
elasticitate lungirea, specifică ex este formată din două părţi : lungirea, spe- 
cifică elastică s., care se anulează prin descărcare, şi lungirea specifică, 
permanentă (plastică) e. Analog, lungirea, specifică, la, rupere se repre- 
zintă prin segmentul s, obţinut prin ducerea, liniei PS, paralelă cu OA. 

Dacă o bară de oţel care a fost ecruisată prin întindere este încercată 
apoi la compresiune, se constată că limitele de elasticitate şi de curgere la 
compresiune sìnt inferioare celor de întindere. Acest fenomen poartă numele 
de „efectul Bauschinger”. Efectul ecruisării poate fi anulat printr-un tra- 
tament termic de recoacere. i 


ò. Curba caracteristică a oțelului la răsucire 
Dacă se face încercarea, la răsucire a unei epruvete de oțel, relaţia, dintre 
momentul de răsucire M, şi unghiul de răsucire Ag, de la începutul soli- 
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citării pînă la rupere, este reprezentată de un grafic ca în figura 1.20. 
Calculind, pe baza mărimilor M, şi Ag, efortul unitar de răsucire + șilunecarea, 


Fig. 1.19 


specifică y (cu relaţii ce vor fi stabilite ulterior), se obține o curbă caracte- 
ristică t = f(y), similară celei de întindere. Pe această curbă se pot defini : 
limita de proporţionalitate qp, limita de elasticitate Te limita, de curgere 
Te, rezistența la rupere t, me 

Partea rectilinia a acestei (7. 
curbe, OA, are ecuaţia 


t=, (1.15) & 

care poartă numele de legea lui 
Hooke pentru solicitarea la răsu- 
cire. Constanta G se numeşte 
modul de elasticitate transversal ; 
pentru oţel, valoarea sa este 
G = 8,1: 105 daN/em?; pentru 
alte materiale, unele valori sînt; z 
indicate în tabelul 1.1. f 

e. Curbe caracteristice la ma- 
teriale care nu ascultă de legea 
lui Hooke 

O mare grupă de materiale 
au curba caracteristică de forma, | 
din figura 1.21, a : fonta, alama, 
cuprul, betonul, cauciucul. Alte- g 
le, de exemplu fibrele textile, au ar 
curba de forma din figura 1.21,b. Fig. 1.20 


aa 


NA 


7 (47 
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Pentru cupru, curba caracteristică de întindere sau de compresiune 
are forma, din figura, 1.22 : curba a se referă la materialul neecruisai, iar 
curba b la materialul ecruisat. 
fi 


7 


Fig. 1.21 : „Fig. 1.22 


Fonta (fig. 1.23) are curba caracteristică curbilinie în ambele părţi 
ale originii ; se vede că ea rezistă mai mult la compresiune decit la întindere. 
Acest fapt cere ca piesele de fontă solicitate la încovoiere să aibă, în 
secțiune, o formă rațională, care să permită utilizarea cît mai completă 
a materialului. 

Betonul are rezistență mult mai mare la compresiune decît; la întin- 
dere. De aceea, în grinzile de beton armat solicitate la încovoiere nu se 
ia în eonsiderare capacitatea, betonului de a prelua eforturi de întindere. 


1. Factori de care depind caracteristicile mecanice ale materialelor > 


Evident, caracteristicile mecanice diferă de la un material la altul : 
fiecare material este caracterizat, în modul cel mai simplu, prin rezistența 
la, rupere c,, şi alungirea, la rupere ô+. În figura 1.24 se arată, comparativ, 
curbele caracteristice ale cîtorva materiale metalice : 7 — alamă moale ; 
2 — oţel cu conţinut mic de carbon ; 3 — bronz dur; 4 — oţel laminat la 

` rece; 5 — oţel cu conţinut mediu de 
carbon, recopt; 6 — oţel cu conţinut 
mediu: de carbon, călit. 7 

Tehnica cunoaşte o mare gamă de 
oțeluri, care diferă între ele prin com- 
poziția chimică sau prin tratamentele 
termice care le-au fost aplicate și care 
se grupează în: oțeluri de uz general 
pentru construcții, STAS 500—68; ote- 
- turi-carbon de calitate — simbol OLO — 
Fig.1.23 STAS 880—66 ; oțeluri aliate, cu crom, 
nichel, molibden, vanadiu, siliciu, man- 
gan- precum şi oteluri inowidabile şi oţeluri de are cu rezistenţe de rupere 
6, = 60 ... 210 daN/mm?. De subliniat că, pe măsură ce rezistenţa de 
rupere a unui oţel este mai ridicată, alungirea la rupere este mai mică. 
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Pentru un material dat, caracteristicile mecanice pot fi modificate, 
în mod real sau aparent, de către anumiţi factori. 

În mod aparent, caracteristicile mecanice pot; fi modificate de către 
dimensiunile epruvetei şi viteza de încercare a epruvelei. 

Diametrul epruvetei metalice nu influenţează, în general, asupra re- 
zultatelor încercării. S-a constatat totuşi că 
sub formă de sîrme foarte subţiri (cu diame- 
trul de zecimi de milimetru) oţelurilea au re- 
zistenţe la rupere mult mai mari decit cele 
obţinute cu epruvete uzuale, mergînd pînă la 
270 daN/mm:? sau chiar mai mult. 

Lungimea între repere a epruvetei influ- 
enţează asupra alungirii la rupere. Alungirile 
la rupere ð, determinate pe epruvete normale, 
sînt mai mari decit alungirile 5. 

Viteza de aplicare a sarcinii, în timpul în- 
cercării, influenţează asupra rezistenţei de ru- 
pere : cu cît sarcina se aplică mai încet, rezisten- 
ţa de rupere obţinută este mai mică, iar alungirea 
creşte.. Spre a se obţine rezultate comparabile, în 
STAS 200—75 se prescriu vitezele de solicitare g 
elastică a epruvetelor. Pentru epruveta normală 7% 20 Pui 4 5 
(do = 20 mm), în mod obişnuit, încercarea la aa 
tracţiune trebuie să dureze. cel puţin 1 minut, Fig. 1.24 
cel mult 5—6 minute, în medie 3 minute. R 

În mod real, temperatura, timpul, ecruisarea sînt factori care pot 
mođifica sensibil caracteristicile mecanice. Variația temperaturii are ca 
efect variații sensibile ale caracteristicilor mecanice.. Încercările mecanice 
uzuale ale materialelor au loc la temperatura standard de 20°0. Mărimile 
determinate prin aceste încercări rămîn, la majoritatea materialelor, 
practic aceleaşi la variațiile de temperatură atmosferice. Astfel de concluzii 
se referă la materiale cu punct de topire ridicat, nu la gheaţă, asfalt ete. 

În construcții de maşini termice, metalele funcţionează însă la tem- 
peraturi ridicate, iar maşinile frigorifice realizează temperaturi foarte 
joase. Cercetarea, materialelor la astfel de temperaturi a arătat că proprie- 
tăţile lor de rezistenţă se schimbă mult faţă de cele la temperatura obișnuită. 

Dacă se execută, încercări de tracțiune la temperaturi ridicate, pentru 
un oţel care la temperatura, de 20*0 are o, = 42 daN/mm2, caracteristicile 
mecanice variază cu temperatura, cum se arată în figura 1.25. Rezistenţa, 
la rupere crește, avind un maxim la 200 . . .300°C, şi coboară repede înce- 
pînd de la 400°C. Mărimile Z şi è scad la început, avînd un minim la 200... 
...300%0, după care cresc mereu. Modulul de elasticitate E, limitele de 
curgere şi proporționalitate scad continuu cu creșterea temperaturii, în 
timp ce coeficientul de contracție transversală, v suferă o uşoară creștere. 

Invers, la temperaturi foarte scăzute, rezistenţele de rupere ale unor 
materiale — de exemplu oţelurile — crese sensibil. La asemenea tempe- 
rauri, oţelurile trec din stare tenace în stare fragilă, adică deforinaţiile 
plastice ale lor se reduc foarte mult. 
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Timpul îndelungat de aplicare a sarcinilor modifică 

„Dim ÈÌ i ] ică starea d zi 
turi unitare şi deformaţii a, pieselor. Fenomenele de variaţie a eforturil Sa 
unitare și deformaţiilor în timp, poartă numele de fenomene de fluaj. Ele 
vor fi examinate pe scurt în ultimul capitol. i 


2 
607 700 800 
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Temperatura, C 


Fig. 1.25 


e CONTRACȚIA TRANSVERSALĂ 


Experiența arată că odată cu lungi i i 

Exp a € girea unei bare apare om i 

darie ară ear eri transversală. Se constată. de memea Ci 
„contracție este proporționălă cu lungirea specifică, raportul 

proporționalitate v fiind numit coeficient de contrasjie transversală e 


coeficientul lwi Poisson. Astfel, la o lungire specifică s a, barei, corespunde 


o micșorare a unităţii de lungime a dimensiunilor transversale 


(1.16) 


Experiențele arată că, pentru numeroase materiale, valoarea. acestui 
coeficient este v = 0,3. Dacă în timpul solicitării de întindere un material 
nu își modifică volumul, el are y = 0,5. i 


6. IPOTEZE DE BAZĂ ÎN TEORIA ELASTICITĂȚII 
ȘI REZISTENȚA MATERIALELOR 


Pentru a, stabili ecuaţiile de care au nevoie, teoria elasticităţii şi 
rezistenţa, materialelor fac o serie de ipoteze asupra, structurii materialelor 
şi asupra comportării lor sub sarcinile care le solicită. Aceste ipoteze sînt 
uneori în concordanţă cu realitatea, iar alteori reprezintă simplificări ale 
fenomenelor reale, care duc însă la rezultate verificate de experienţă, deci 
acceptabile pentru scopul rezistenţei materialelor. 

. a) Ipoteza mediului continuu. Fizica modernă a stabilit structura, 
atomică a materialelor şi a reușit să calculeze forțele interatomice. Nu s-a 
reușit; să se stabilească relaţii de calcul mulțumitoare pentru efectul sar- 
cinilor exterioare asupra forţelor dintre atomi, respectiv nu s-a putut încă 
explica pe baza teoriei atomice mărimea, eforturilor unitare şi a deformaţiilor 
sau fenomenul ruperii materialelor sub sarcini. Din acest motiv, rezistența: 
materialelor utilizează şi astăzi ipoteza simplificatoare care consideră ma- 
terialele ca un mediu continuu, omogen, ce ocupă întregul spațiu repre- 
zentat de volumul lor. Evident, această ipoteză nu corespunde realităţii 
fizice. Mai apropiată de realitate la corpurile amorfe şi mai depărtată la 
cele cristaline, ea dă însă satisfacție în calculele de rezistenţă şi înlătură 
dificultățile legate de luarea în considerare a unei structuri cristaline sau 
a, compoziţiei moleculare a corpurilor. 

b) Ipoteza izotropiti. Materialele se consideră îzotrope cînd au, în 
toate direcţiile, aceleaşi constante elastice, E, G, v. în caz contrar, mate- 
rialele sînt anizotrope. ; 

c) Ipoteza elasticității perfectie. Pînă la anumite valori ale eforturilor 
unitare, materialele studiate de teoria elasticității se consideră perfect 
elastice ; o dată cu dispariţia sarcinilor care le-au cauzat, deformajiile se 
anulează şi corpul își reia forma şi dimensiunile iniţiale. 

d) Ipoteza deformaţiilor mici. în afară de unele excepţii, deformaţiile 
corpurilor elastice (lungiri, lunecări, deplasări ete.) sînt mici în raport cu 
dimensiunile corpurilor. Aceasta, face ca ecuaţiile de echilibru din mecanică 
să poată fi scrise pentru corpul deformat la fel ca pentru cel nedeformat, 
respectiv ca în urma detormajiilor, direcţiile forţelor şi distanţele dintre 
ele să rămînă practic neschimbate. Cind în relaţiile de calcul apare puterea 
a doua, a unei deformaţii sau alta superioară, ea poate fi neglijată în com- 
paraţie cu valorile la puterea întâi. 

Neglijarea, deformaţiilor în relaţiile de echilibru reprezintă, teoria 
de ordinul I. În teoria de ordinul II, folosită de exemplu la calcule de sta- 
bilitate, se introduc și deformajiile în ecuațiile de echilibru. 

e) Relaţia liniară între eforturi unitare şi deformaţii. Pentru solici- 
tările în regim elastic se consideră că între eforturi unitare și deformaţii 
specifice există o relaţie liniară, legea lui Hooke. Ca o consecință a acestei 
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relaţii, în problemele d i i 
Eri y mi prea e rezistența materialelor se poate aplica principiul 
n baza principiului suprapunerii r 
mea fortelor, eforturile unitare A prine i 
în dependente de succesiunea aplicării forțelor. și 
oarecare M ea produce o deplasare în ata O Torță Ti întrun punct 
parn g 35 în alt pun ică 
ir ad aarne? în pag, o Gepleaaro D'a ăn toat osie 
> rpu cu forța F; sau nu. i 
ma ala k ai sole sînt aplicate în er pe yA 
n orțelor F, și Y,, deplasarea în e A 
— algebrică sau vectorială — plasărilor. pae “iul Al este cama 
orei pică orială — a deplasărilor parţiale produse de cele 


£) Principiul lui Saint-Vânu i 

principiu, va ge ilustrat prina e SI bla penală, Bo 
, igura 1.26 s-a reprezentat o bară "în ă, 
liber o sarcină P. În prima, variantă, forţa P e a 


în a doua, pe o lungime mică di Fi 
efectul forței P asupra, harei va dă, la locul de aplicare a sarcinii, 


o distanţă mare de punctul de etapa diferit în cele două variante. La 


în 4 aie, d 3 : 
în încastrare, ambele bare vor fi iz ee t pa în secţiunea, A, sau 


Încă, di Š i 
FE. sa articol mo ptüdiile sale asupra, problemelor teoriei elasticității 
a i Cre a enunțat principiul care, ulterior, a fost integral 
coram a sr aono de fotoelasticitate efectuate asupra unor 
upra unui element Ae Enak aa herre tis ep papei 
> Ş E eras j T i 

e forte, ip mpa din punet de vedere static A pes glie rile 

] produce la locul de aplicare diferenţe apreciabile față de M na, n 

3 ? 


Z 
z1 
E E E 
A 4 

= [i 
Fa 

rd 


Fig. 1.26 Fig.1.27 Fig.1.28 


independentei efec- 
roduc într-un corp 


avind în capătul, 
într-un punct, iar 


rămâne fără efect — s ijabi isi ù 

iara ră vă au cu efecti neglijabil — la distanțe mari de locul de 
8g) Ipoteza lui Bernoulli. Ipotezele descrise mai sus si 
Sag. .. : E? : $ am iei 

ien FA o la ta, Pentru ua aaa a 
a , Sup eformaţiilor, rezistenţa materialelor adau 

studiul solicitărilor la întindere și la încovoiere, ipoteza lui Bea a 
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ipoteza secțiunii plane, formulată astfel : o secțiune plană, normală pe awa 
barei înainte de deformare, rămâne plană şi normală pe ază gi după deformare. 
Conform acestei ipoteze, secţiunea AB (fig. 1.27), din bara solicitată la 
întindere de către forţa P, se deplasează paralel cu ea însăşi în A'B’, iar 
secţiunea, A.B din figura 1.28 se mută în A'B’, dar rămîne plană şi normală 
pe axa deformată a barei solicitate la încovoiere. 

Ipoteza, lui Bernoulli se verifică experimental pe conturul barelor și 
se admite ca, valabilă şi în interior. În baza acestei ipoteze, se stabilesc 
legile de distribuţie a eforturilor unitare pe secţiune, la întindere și înco- 
voiere, aducînd o simplificare sesnsibilă faţă de calculul — mai exact, dar 
mai laiborios — din teoria elasticităţii. 


€ 


7. SARCINILE APLICATE PIESELOR DE MAȘINI 


Pentru studierea modului de acțiune şi a importanței lor în calcule, 
este necesară o clasificare a sarcinilor aplicate pieselor de maşini. Acest 
lucru se poate face după diferite criterii, şi anume : 

a) După locul de aplicare, se face deosebire între : 

— forje de suprafaţă sau de contur, care fac legătura, piesei cu cele înve- 
cinate, ele putînd fi concentrate sau distribuite (uniform - sau neuniform) ; 

— forțe masice, distribuite în toate 
elementele corpului: greutăţi, forțe de 9] 5 

Cz 


inerție, forțe electromagnetice. max 

b) După modul de acțiune în timp, 

se face deosebirea între sarcini statice à - z 
şi sarcini dinamice. Gy; 


Sarcina statică, în rezistența mate- “9 Z 
rialelor, este aceea care se aplică lent, 
progresiv, crescînd de la zero pînă la a 
valoarea, finală şi rămînînd apoi constan- ©} 
tă, pe timp indefinit. Durata în care ç 
are loc creşterea, sarcinii, de la zero la “~ 
valoarea finală, poate fi destul de scurtă 
(fracțiuni de secundă). 

Sarcinile dinamice se aplică cu va- 2 
riaţii de viteză şi acceleraţie. Se face deo-. 
sebire între sarcini aplicate prin șoc, cu çg 
variație bruscă de viteză, şi sarcini varia- 
bile periodice, care oscilează în mod conti- max 
nuu între o valoare maximă şi una 4 
minimă. ia 

Este necesară o precizare asupra Gnin 
sarcinilor variabile periodice. În gene- 
ral, în cazul solicitărilor variabile perio- Fig. 1.29 
dice, efortul unitar din piesă variază peri- 
odie între o limită superioară Smas Și UNA inferioară comin ca în figura 1.29, a. 
Variația efortului unitar de Ja A pînă la E formează un ciclu de solicitări 
variabile. Cind eforturile unitare Gmaz Și Omin SÂN ambele de acelaşi semn, 


~f 
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ciclul se numeşte oscilant. Un caz ì i i 
nt. particular de ciclu oscilant este cel pul- 
sant; la care omm = O, figura 1.29, ò. Dacă eforturile unitare sînt de Senio 
contrare, ciclul este alternant. Un caz particular, frecvent în practică, este 
oonu adr nane simetrio; CU Omin = — Omar (fig. 1.29, e) i 
stfel de solicitări se întîlnesc curent în piese de maşini 
fiind mişcarea periodică, de translație sau rot ie a diferitelor pieso. arb se 
ii C t atie a dif $ i 
tije de piston, arcuri de supape ete. ii ati ii 
A construcții de maşini se obişnui i j i 
tipice de ela Ș ișnuieşte a se vorbi despre trei cazuri 
— cazal $ solicitare statică ; 
— caz , Solicitare prin ciclu pulsant ; 
Z cazul III, solicitare prin ciclu alternant simetric. 
i cest mod de a privi solicitările în construcția de maşini este incom- 
p “4 g PFY nu ţine cerea alte cicluri decît cele particulare din figu- 
E i e. În capitolele 22— ă i 
A ec p: 2 -23 se arată modul de tratare a problemei 
C) După destinatia piesei, se poate vorbi despre ini uti f. 
n După destinaj tile, rezultinăd 
din destinația piesei în ansamblul maşinii, şi Sni pi pici : 
aie ore el apei Xe Șinii, şi sarcini accesorii (forţe de fre- 
omeniul ingineriei de construcţii, există o clasifi diferi 
feluri de sarcini, însoţită, de valori standardizat i Și acei IE 
> e ale 
ce trebuie luate în considerare la proiectare. iaca 


8. PRINCIPII GENERALE DE CALCUL. COEFICIENȚI ă 
; DE SIGURANȚĂ; 
ŞI REZISTENȚE ADMISIBILE SY 


„___ Problema calculului de rezistenţă, va îi tratată, cu detaliile necesare, 

A ca LE a gani So Aan, porasi; în cele ce urmează, unele noțiuni mi- 
i „ Spre a se putea face, chiar de la început, un calcul elem 

dimensionare sau verificare. tu ici 


a CONDIȚII DE CALCUL 


În rezolvarea, unei i i i 
, ea probleme de rezistența materialelor i di - 
sionate oea voite i se pot impune Aite condiții. cita A 
a. Condiţii de rezistență. O piesă este corespunzătoare atunci câ 
Á; ij j ci cînd 
Sortuile unitate oao fo produc în ea, datorită sarcinilor, nu depășesc 
t e, stabilite convențional, dar corel istici 
mecanico AP te, miabiNto. A orelate cu caracteristicile 
e ajunge astfel la noţiunea de rezistenţă admisibilă : valoari 
| j : ea COn- 
venţională aleasă în calcul, pe baza practicii, pentru efortul unitar masim 
care Ta gone Ang ri pia în condiții date de material şi solicitare. 
a de deformaţiile care se produc pînă ia- 
lele se împart în două grupe: E P R 
— tenace, care se deformează mult înainte de rupere ï 
de paa mică şi mijlocie) ; sti Sta REE 
— fragile, care se deformează puţin, fără zone de gîtuire, înainte de a 
se rupe (de ex. fontele, oțelurile de mare rezistență, materialele ceramice). 
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Rezistenţa, admisibilă poate fi definită în comparație cu o stare limită, 
periculoasă, care trebuie evitată. ; 

La materialele tenace, care au — de obicei — o limită de curgere, , 
rezistenţa, admisibilă se definește prin relaţia, 


Sa = Selle (1.17) 


unde c, este coeficientul de siguranţă față de limita de curgere. Alegind 
în calcul un astfel de coeficient de siguranță, se va evita, atingerea, limitei 
de curgere, deci producerea: de detormaţii mari, care pot; scoate piesa din 
funcţiune. i 

La, materialele fragile, rezistența admisibilă se raportează la rezistența 
la rupere 


Ca = opl0r (1.18) 
— A 


Experiența îndelungată a arătat care ar trebui să fie valorile cele mai 
potrivite pentru rezistențele admisibile. Dacă ne referim la un oțel, este 
evident că rezistența admisibilă trebuie să fie inferioară nu numai limitei 
de curgere, ci şi limitelor de elasticitate şi proporționalitate. În exemplul 
citat, pentru OL 37, care are o. ¥ Op & 2000 daN/cm?, rezistența ađmi- 
sibilă trebuie să fie inferioară acestei valori. 

O serie de motive pledează pentru alegerea unei valori inferioare li- 
mitei citate : 

a«) Determinarea sarcinilor este în cele mai multe cazuri aproxima- 
tivă şi o depăşire a celor luate în calcul nu este exclusă ; dacă deci efortul 
unitar de calcul este egal cu limita de elasticitate, depășirea, acestei limite 
apare posibilă. 

B) Schemele de calcul, în ce priveşte aplicarea sarcinilor, modul de 
acţionare a forțelor, schematizarea piesei sub formă de bară, placă, ipo- 
tezele de calcul ete. duc adesea la diferențe față de fenomenul real. 

y) Chiar şi caracteristicile mecanice ale materialului nu pot fi cunos- 
cute cu precizie, ele putînd varia între anumite limite. 

în calculul de rezistența materialelor, la dimensionare, proiectantul 
consideră rezistența admisibilă ca o constantă, în baza căreia ajunge la; 
dimensionarea, piesei. În calculul de verificare, efortul unitar efectiv produs 
în piesă trebuie să fie inferior rezistenței admisibile sau cel mult egal cu ea. 

În alegerea rezistențelor admisibile, trebuie să se ţină seama de urmă- 
torii factori : 

1) Natura materialului. Pentru fiecare material există anumite carac- 
teristici mecanice care determină rezistenţa admisibilă. Coeficientul de 
siguranță va fi cu atât mai mare cu cît materialul este mai neomogen. 

Astfel, pentru fontă se iau coeficienți de siguranță mai mari decit 
pentru oţel. La, beton, pietre, coeficienţii de siguranţă sînt mai mari decit 
la, metale. Pentru alegerea rezistenţei admisibile este necesară cunoaşterea 
caracteristicilor mecanice ale materialului, Acest; lucru se face pentru ma- 
teriale standardizate utilizînd tabele, iar pentru materiale cu proprietăţi 
necunoscute, prin încercări de laborator. 
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2) Tratamente termice. La, metale, tratamentele termice duc la modi- 
ficări ale caracteristicilor mecanice, de care trebuie să se ţină seama în 
alegerea, rezistenţelor admisibile (exemplu, curbele 5 și 6 din fig. 1.24). 

3) Durata de folosire a piesei. Pentru lucrări de scurtă durată, se pot 
lua, coeficienţi de siguranță mai mici, deci rezistenţe admisibile mai mari. 

4) Modul de acţionare a sarcinilor în timp. Dacă ne referim la cazurile 
I, II, III de solicitare, definite mai sus pentru piese de maşini, rezistenţele 
admisibile scad de la cazul I spre III. Acest lucru se justifică pe baza feno- 
menului de oboseală a materialelor. S-a constatat experimental că un mate- 
rial cu rezistenţa de rupere c, supus unui număr de cicluri de solicitări 
variabile, se rupe la valori Gmaz inferioare lui c,. Acestui fenomen i s-a dat 
numele de oboseală a materialului. Valoarea limită superioară a lui Smas 
la care materialul rezistă la un număr foarte mare de cicluri (de exemplu, 
107 cicluri) fără a se rupe, se numeşte rezistență la oboseală. Ea este mai mică 
la ciclul alternant decit la cel pulsant, ceea ce justifică ordinea, de succe- 
siune a rezistenţelor admisibile în cazurile I, II, III (tabelul anexă 1). 

5) Modul de evaluare a sarcinilor şi de realizare a ipotezelor de calcul. 
Gu cît sarcinile sînt mai incert evaluate, cu cât ipotezele şi schemele de 
calcul sînt mai incerte, cu atât rezistențele admisibile trebuie să fie mai 
mici. În funcţie de acest criteriu, se aleg în calcul limitele inferioare, cele 
superioare sau valori mijlocii, atunci cind în tabele se dau rezistențe admi- 
sibile sub forma unui interval. 

6) Felul solicitării. Încercarea de laborator a materialelor arată că 
ele au caracteristici diferite cînd se trece de la o solicitare la alta : întindere, 
compresiune, încovoiere, răsucire. De aici rezultă în general rezistențe 
admisibile diferite. Unele materiale au totuşi aceleaşi rezistențe admisibile 
pentru grupe de solicitări; de exemplu, oţelul pentru întindere, compre- 
siune, încovoiere. 

7) Temperatura. Pentru materiale care vor lucra la temperaturi foarte 
ridicate sau foarte joase, rezistența ađmisibilă se alege în funcție de ca- 
racteristicile mecanice la temperatura respectivă. 

p. Condiţii de rigiditate. Funcționarea unor piese de maşini este po- 
sibilă numai atunci cînd deformațiile lor nu depășesc anumite limite. De 
exemplu, un arbore de mașină care are deformații de încovoiere mari 
cauzează, o uzură prematură a lagărelor. De aceea, în calculul de rezistență 
se impun uneori anumite limite pentru mărimea, deformaţiilor : se zice că 
piesa trebuie să răspundă unor condiții de rigidităte date. 

y. Condiţii de stabilitate. În problemele de stabilitate elastică, deşi 
condiţiile de rezistenţă, sînt satisfăcute, la anumite valori ale sarcinilor, 
numite valori critice, piesele îşi pot pierde echilibrul stabil, fapt care duce 
la distrugerea lor. Astfel de piese trebuie să satisfacă condițiile de stabilitate : 
sarcinile aplicate lor să fie inferioare celor critice. 

După destinaţia, pieselor, după forma lor, după modul de aplicare a 
sarcinilor, în calculul de rezistență li se vor aplica unele sau altele din 
cele trei feluri de condiţii. 
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b REZISTENȚE ADMISIBILE ȘI COEFIOCIENȚI 
DE SIGURANȚĂ 


A P T AERE ji de maşini. 
Pentru calculele de dimensionare sau verificar eîn construcții de! i, 
în tabelul 1 (anexă) s-au dat cîteva valori ale rezistenţelor admisibile. Din 
ultimele coloane ale tabelului, se vede că rezistențele admisibile de înco- 
voiere sînt, de obicei, cu 10—20% superioare celor de tracțiune, pe cînd 
cele de forfecare şi răsucire sînt 60 —30% din cele de tracţiune. La com- 
presiune, majoritatea materialelor metalice rezistă la fel ca la tracțiune ; 
excepție face fonta, care are rezistențe admisibile la compresiune de 2,5 ori 
i mari decît la tracțiune. i ; vim 
că O vedere de ep ssd a coeficienţilor de siguranţă, față de diferite 
stări limită ce se iau în calculul de rezistenţă, este dată în tabelul 2. 

Se dau, informativ, câteva, rezistențe admisibile standardizate pentru 
materiale de construcţii, care pot fi folosite şi la piese de maşini pentru 
ul I de solicitare : tii i FA 
2 Pentru OL 37, rezistența admisibilă la întindere, compresiune şi înco- 
voiere este ca = 1 500 daN /em?, iar la fortecare Ta == 900 daN jem”. Sad 
Pentru lemn de brad, rezistențele admisibile la compresiune în lun; 
fibrelor şi ja încovoiere sînt 6,=—100 daN/em?, la întindere paralel cu fibrele 
o, = 70 daN/em?, la compresiune perpendicular pe fibre cau = Leda jol r 
la forfecare în lungul fibrelor za = 20 daN/em?, iar perpendicular pe fibre 
Taa = 45 daN/em?. Cal at iile 
Pentru terenuri de fundaţie, din pămînt uscat sau umed, presiu 


` admisibile sînt de 2,0—2,5 daN/em?. 


CAPITOLUL 2 


ÎNTINDERE ȘI COMPRESIUNE 


1. FORȚĂ AXIALĂ. EFORTURI UNITARE DE ÎNTINDERE SAU DE COMPRESIUNE 


Dacă asupra unei bare drepte se aplică, pe axa centrelor de greutate 
forțe dirijate în lungul axei (forțe normale pe pere ea, este solicitată la 
întindere (fig. 2.1, a) sau la compresiune (fig. 2.1, b). În cazul cel mai 
simplu, reprezentat în figura 2.1, cînd se aplică numai forțele P, egale şi 
de sens contrar, la capetele barei, în orice secțiune transversală forța axială 
N este egală cu forța P din capăt; ea se consideră pozitivă în cazul cînd 
întinde bara şi negativă dacă o comprimă. 

Dacă în lungul axei barei sint aplicate mai multe forţe, este necesară 
construirea unei. diagrame a forțelor aziale, care să arate în ce secţiuni 
forțele axiale sint maxime, deci unde pot; exista, secţiuni periculoase. Con- 
strucția diagramei de forțe axiale începe de la un capăt al barei, conside- 
rînd prima forță întilnită pozitivă dacă tinde a lungi bara sau negativă 
în caz contrar. 

nir-o secțiune oarecare, forja awială este suma proiceţiilor pe awa barei 
a tuturor forțelor situate de o parte a secțiunii (sau, în baza ecuației de echi- 
libru, suma celor din partea opusă, cu convenția de semne schimbată). 

Ca exemiplu, s-a construit diagrama de forțe axiale a barei din figura 
2.2, încastrată la un capăt şi încărcată cu 6 forțe dirijate în lungul axei. 
S-au marcat prin litere secțiunile A, B, 0 ...în care se aplică forțe. 
Forţa, axială este constantă între secțiunile de aplicare a două forţe înve- 
cinate şi are o discontinuitate în dreptul fiecărei forţe, egală cu valoarea, 
acesteia. Conform definiţiei date, dacă se calculează forţa axială într-o 
secțiune între D și E, adunînd forţele situate dedesubtul secţiunii, rezultă, 


Noe = 3P + P-—P+2P=5P. 
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Diagrama arată că forța axială este maximă în intervalul EF. Pe ultima 
porțiune a diagramei, forța axială are valoarea 4 P şi este egală cu reacțiu- 
nea R din încasirare. 

Dacă în bara din figura 2.3 se face o secțiune normală pe axă, BO, 
forța axială N produce în secțiune eforturi unitare c, de același sens cu ea. 
În cazul din figură, se produc eforturi unitare de întindere. 


P 
8 n A 
GA i 
1 wr 
pa 
E II e 
| 
Lo 
$ 7 Pe 
Fig. 2.1 Fig. 2.2 Fig. 2.3 


Pentru stabilirea relațiilor de calcul ale rezistenței materialelor, la 
oricare dintre solicitările care vor fi studiate, se parcurg două etape: 

a. În prima, etapă, se stabilește legea de distribuţie a eforturilor unitare 
pornind de la anumite ipoteze de deformaţie, verificate experimental. 

b. După stabilirea legii de distribuție, care poate fi exprimată ana- 
litic, se scriu ecuații de echivalență în secţiune, între eforturile concentrate 
(N, T, Ma, M,) şi cele rezultînd din însumarea infinității de forțe elemen- 
tare, produse de eforturile unitare o şi 7, aplicate pe suprafețele elementare 
dA 


Pentru solicitările la întindere sau compresiune, în cazul barelor omo- 
gene, se admite ipoteza lui Bernoulli. Experimental se poate arăta acest 
Jucru dacă pe suprafața unei bare prismatice se trasează o serie de genera- 
toare, paralele cu axa barei, şi o serie de directoare, perpendiculare pe axă, 
formînd o reţea, de dreptunghiuri (reetilinii sau curbilinii). Supunînd bara 
la întindere sau compresiune, sub limita de elasticitate, se constată că 
aceste suprafeţe rămîn tot dreptunghiuri, iar directoarele rămîn mereu 
curbe plane. Se verifică deci, pe contur, ipoteza enunțată. Extivzînd 
această constatare, se admite că întreaga, secțiune plană rămîne, după 
deformaţie, tot plană. . 
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e Din enunţarea ipotezei lui Bernoulli rezultă că lungirile AZ şi în con- 
secință lungirile specifice e sînt constante pe întreaga sectiune. Aplicînd 
legea lui Hooke d 

c = Be, 
rezultă că şi efortul unitar o este constant pe toată secțiunea. S-a găsit astfel 
legea de repartizare a eforturilor unitare de întindere sau compresiune pe 
secţiunea unei bare omogene 
o = const. (2.1) 

“Trecând la ecuaţiile de echivalență din mecanică, se scrie că forța din 

secțiune N este rezultanta forţelor c- dA pe toate elementele secţiunii 
N =f dA = ofaa = cA. (2.2) 


Formula (2.2) este relaţia fundamentală a, solicitării de întindere şi com- 
presiune. 


2. DEFORNAȚII ŞI DEPLASĂRI ÎN BARE SOLICITATE LA ÎNTINDERE 


Conform legii lui Hooke, lungirea specifică sau scurtarea specifică este 


PSR. AR 
E BA oa 
Pentru un element de bară de lungime dz, lungirea este 
A(dz) = sde = Mir 
BA.. 
iar pentru o bară de lungime ! 
Ndg 
Al = A 
|. ma a 


i În efectuarea integralei se va ține seama de modul de variație a dife- 
ritelor mărimi pe intervalul de integrare. Dacă bara este prismatică 
E = const), iar E şi N sînt constante în tot lungul ei (fig. 2.1), lungirea 

ste 


NI 
A => d (2.5) 


Numitorul acestei relaţii, EA se numește rigiditate la întindere sau 
compresiune a barei. Ou cît rigiditatea, este mai mare, materialul este mai 
puţin deformabil. 
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Uneori se pune problema să; se determine deplasarea unui punct al 
barei întinse sau comprimate. Aceasta are loc pe direcţia axei barei și 
calculul ei poate fi redus, de obicei, ła calculul unei lungiri. Aşa, de exemplu, 
deplasarea, punctului B al barei din figura, 2.4 este egală 
cu lungirea porțiunii BC 

l 
P— 
3 


ug = BB = FA 


3. DIMENSIONAREA ŞI VERIFICAREA BAREIĄPRISMATICE 


Să examinăm formula (2.2), care reprezintă o relație 
între trei mărimi, oricare din ele putind fi necunoscută 


N = oÅ. 


Spre a putea rezolva, această relație, trebuie să se cunoască, 
două mărimi şi rezultă a treia. Formula, poate lua una din 
următoarele variante : 

a) Formulă de dimensionare, în care necunoscuta Ane 
este aria secțiunii necesare a piesei Fig. 2.4 


Ane = Ale (2.6) 
Oa 

În această foimulă, forța N este cunoscută, iar o, este rezistența 
admisibilă, care se alege după criteriile enunțate anterior. 

Pentru secțiuni a căror arie este funcție de o singură dimensiune (cerc, 
pătrat), această dimensiune se află apoi din relația geometrică de calcul al 
ariei. La secţiunea dreptunghiulară, în afara relației A = bh — unde va- 
loarea A rezultă din calculul de dimensionare — este necesar a se da încă 
o relaţie, de exemplu un raport k = h/d. 

Dimensiunile obţinute prin calcul pot avea orice valori. În general, 
considerente de standardizare, tehnologie, economie ete. obligă a se alege 
anumite dimensiuni normale, rotunjite. Așa, sint, de exemplu, dimensiunile 
normale reproduse în tabelul anexă 3, pentru intervalul 10—100 mm, după 
STAS 75—72. ă 

b) Formulă de verificare, în care se dau forța N şi secţiunea. efectivă, 
A.s şi se cere a se determina efortul unitar efectiv care se produce în bară. 
Pentru ca buna funcționare a piesei să fie asigurată, verificarea trebuie să 
dea, o valoare a efortului unitar inferioară sau egală cu rezistenţa admisibilă 


N : 
Cip = S s (2.7) 
Aas l 
c) Determinarea forței capabile sau admisibile N, aceea pe care o poate 
suporta bara cu secțiunea efectivă A, așa ca să nu se depăşească rezis- 

tenţa admisibilă ca 
N = Aaja (2.8) 
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Dimensionarea cu ajutorul formulei (2.6) se face pe baza condiţiei 
de rezistență, adică pe baza, unei anumite rezistențe admisibile. Tot astfel 
dacă în relația (2.5) s-ar impune o valoare admisibilă a deformaţiei Al 
sau e, s-ar putea dimensiona bara pe baza unei condiţii de rigiditate 

' NI N 


BAl, Be 


Ane = (2.9) 


Relațiile stabilite sînt valabile atît pentru întindere cît şi pentru 
compresiune. În cazul barelor lungi comprimate, este necesar un calcul la 
flambaj, cum se va arăta în capitolul 12. Un caz special de solicitare, diferit 
de cele uzuale din rezistența materialelor, este cel al compresiunii pe supra- 
fața de contact dintre două corpuri. Solicitarea poartă numele de strivire, 
iar dimensionarea se face tot cu relația (2.6), introđucînd în calcul rezistenţa 
admisibilă a celui mai slab dinire materialele în contact. 


4. BARE CU VARIAȚII DE SECȚIUNE 


Dacă nu există motive speciale, o bară solicitată, la întindere sau com- 
presiune se face cu secţiunea constantă în tot lungul ei. Există însă cazuri 
cînd secţiunea, trebuie să varieze în lungul barei, din motive de ordin 
constructiv. 

În figura 2.5 s-au reprezentat două platbande de lăţime b şi grosime t, 
îmbinate prin 3 nituri şi solicitate la întindere de către o forță N. Unde nu 
este slăbită, platbanda are secţiunea dreptunghiulară brută 


do = bt. (2.10) 


În dreptul niturilor, secțiunea este slăbită prin găuri, iar suprafeţele efective 
ale sectiunilor 1—4 şi 2—2 sînt : 


Am = (b — A), Ana = (b — 2A)L. (2.11) 


Secțiunea arătată de formula (2.10) se numeşte secţiune brută, neslăbită, 
k - iar cele din formulele (2.11) 
sînt secţiuni slăbite. 

Dintre toate secţiunile 
slăbite ce se găsesc în lungul 
barei, cea mai mică (cea mai 
/ slăbită) se numeşte secțiunea 
netă a barei. Aceasta este 
adesea secțiunea în care se 
produce efortul unitar cel mai 
mare şi de aceea se mai nu- 
meşte secțiune periculoasă. La 

Fie. 2.5 orice problemă de rezistenţa, 
materialelor, prima grijă a inginerului este să-şi dea seama, care este secţi- 
unea periculoasă şi să-şi concentreze atenţia asupra ei. 


(DAT 
VILA | NA a] 
SSI, SS Soon 
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5. EFECTUL GREUTĂȚII PROPRII 


În rezistența, materialelor, aproape întotdeauna, efectul greutăţii 
proprii este neglijabil. _ A 
La bare de lungimi mari, însă, așezate vertical, este necesar să se țină 
seama și de greutatea proprie, care în câlculele precedente a fost neglijată, 


Fig, 2.6 


dar care aici poate fi apreciabilă sau uneori mai mare decit forţa utilă, 
Bara prismatică din figura 2.6 are secțiunea A. şi este făcută dintr-un 
material, cu greutatea, specifică y. Într-o secţiune la distanța œ de la capătul 
liber, ținînd seama și de greutatea proprie, forţa axială este 
. N; = P ẹ ysd. 
Efortul unitar în secțiunea z este 

N, P+ysA_ P 

Be 2.12 
Și 7 A +y (2.12) 


Se vede că o, variază liniar în lungul barei, avînd la capete valorile 


Os 


a =F, pentru e = 0, 


Oa = Omaz FT HyL= oa + YL pentru v = l. 

Diagrama de variație a efortului unitar în lungul barei a fost repre- 

zentată în figura 2.6. Secțiunea 2, unde se produce efortul unitar maxim, 

este secțiunea periculoasă. Egalînd efortul unitar omaz CU rezistența admi- 
sibilă, se ajunge la formula de dimensionare 


P 
Omaz = Oa = £ -+ Yi Anec = s (2.13) 
Anec Sa — yl 
Să examinăm numitorul formulei (2.13). Cînd 7 crește mereu, se 
poate ajunge la o, = yl, ceea ce dă Ane = 00. Concluzia, este că bara de 
secțiune constantă nu mai poate duce la rezolvarea problemei. Dacă lun- 
gimea barei crește mai mult, deci y? > ca, se poate ajunge la situația cînd 


Ge = Yh 
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În acest caz, greutatea, proprie a barei produce ruperea. Lungimea, cores- 
punzătoare acestei relații poartă numele de lungime de rupere sub efectul 
greutăţii proprii 

sa CE 


r 


PD Y 


Pentru a afla deformația, se ţine seama că o variază în lungul barei. 
Dacă pe lungimea infinit mică dæ se presupune efortul unitar constant, 
lungirea elementlui da are expresia 


1/P 
Ada = e, de = de = — | — dz. 
Ez dr pi (at ro) 
Integrînd pe întreaga lungime ! a barei, se obține lungirea totală 


(2 + 374) 1 


E LP Pi wW@ 
Al | Ade | (Fte) . 
o AV aas T T za 
Notând greutatea, proprie a barei G = yLA, se poate serie 
(2 + $) l 
A => e (2.14) 


Relația de mai sus este la fel cu (2.5), cu deosebirea. că la sarcina utilă 
P se adaugă jumătate din greutatea proprie. Bara verticală fără forță 
exterioară, supusă numai acțiunii greutăţii proprii, are lungirea, 


A = bsi (2.15) 


Se poate face şi un calcul al deplasărilor. Secţiunea aflată la distanţa v 
de capătul liber (fig. 2.6) are o deplasare u egală cu lungirea părții de bară 
de deasupra ei. Aceasta se poate exprima, scriind lungirea segmentului dz 
şi integrind de la v pînă la a =], 


Li A i P 
ue = Ade =$ (ro) = 
sl Ei Lp li 
[atatea 


Se vede că deplasarea u variază după o lege parabolică, reprezentată 
în fig. 2.6, valorile extreme fiind 


P y 
ej a =0. 
za 28 lira 
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Bara, de lungime mare şi secţiune constantă, aşezată vertical, se di- 
mensionează în aşa, fel ca, în secțiunea periculoasă să se atingă rezistența, 
aămisibilă. Restul materialului va, fi utilizat neeconomic. Ca remediu, se 
pot construi bare de secțiune variabilă în lungul lor. Una din soluţiile inte- 
resante din punct de vedere matematic, este bara de egală rezistenţă la 


Fig, 2.7 


întindere sau compresiune, la care, pentru ca efortul unitar să fie constant 
în întreaga bară, aria secţiunii trebuie să varieze în lungul barei (fig. 2.7) 
după o lege exponențială. 

Notînd cu &, greutatea de bară situată sub secţiunea, w, se poate serie 
ecuația de echilibru în acea secţiune 


zc = P + Gr 
Considerînd elementul de volum dintre secțiunile z şi 2 + dz ca pris- 


matic, deci de greutate yA, dz, se poate serie echilibrul în secțiunea 
æ + da 


(As + dA) o = P + G, + y4s do. 
Prin scădere, se obține ecuația diferențială a barei de egală rezistență 
la întindere 
dA,’ o = yÅ, de 


respectiv 
dA: = X dg 
Åz o 


a cărei soluție este 


Aplicînd ecuaţia în capătul liber, unde 2=—0 şi A, = Ap, rezultă 
In Ag = 0, iar soluţia devine 


: 
As = 4p €F (2.16) 


Forma barei de egală rezistență este neeconomică din punct de vedere 
al execuţiei. De aceea, ea se înlocuiește prin porțiuni đe bară prismatică, 
cum se arată în problema 2.9. 


6. ENERGIA POTENȚIALĂ DE DEFORMAȚIE 


Se consideră o bară ca în figura 2.1, de secțiune A şi lungime 1, soli- 
citată static prin forța P. În timp ce forța P crește, de la zero la valoarea 
finală, ea, dezvoltă un lucru mecanic exterior, care se transformă în energie 
potențială de deformaţie, acumulată, de materialul barei, şi energie cinetică 
a maselor în mișcare. Dacă solicitarea este statică, deci viteza este foarte 
mică, energia cinetică este practic nulă şi întreg lucrul mecanic L al forţei 
P se transformă în energie de deformajţie U. Fiind vorba de o solicitare ce 
ascultă, de legea lui Hooke, relația între forța axială şi lungirea barei este 
reprezentată de dreapta OBO din figura, 2.8. Pentru o creștere elementară, 

d(AJ) a lungirii, cînd forţa axială are va- 
Forja | ~- loarea p, lucrul mecanic elementar este 


axial 

dE = dU = p-d(AD), 
fiind reprezentat de aria Greptunghiului 
BB,B'B". Pentru variația finită a forţei 


axiale, de la zero la P, energia este 
reprezentată de suprafaţa triunghiului 


3 000' 
2; 
Al U= 1P. p22. 
a 2 BA 2BA 
Zongirea (2.17) 


Această relație corespunde unei 
i bare prismatice, respectiv unei forțe 
Fig. 2.8 axiale constante în lungul barei. Cînd 
aceste condiţii nu sînt îndeplinite, relaţia 
se poate aplica unui element de lungime al 'barei, sub forma 


__ Nedw 


dU > 3 
2BA 


(2.18) 
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iar energia totală acumulată de bară se află din relația 


f N de (2.19) 


254 
În rezistenţa materialelor prezintă un deosebit interes energia de 


detormaţie acumulată de unitatea de volum, 
notată cu U, care se obţine din relaţia (2.18) © 


Nda 
y åU _3E4 
+ av Adr 
2 2 2 
aV Pf ce, (2.20) 


Această, energie se interpretează prin supra- 
faţa, triunghiului OAB din figura 2.9. Pornind 
de la relația (2.20), se poate serie energia acumulată de elementul de volum 
dF (egală cu cea, dată de relația 2.18) 


Fig. 2.9 


o2 
dU = U, -4Y = — dT. 
2E 
respectiv energia totală acumulată de bară 
U v, ay ap 2.21 
i Su is i ae 


În mod convenţional, se consideră ca, energie acumulată de unitatea, 
de volum pînă la rupere întreaga suprafaţă de sub curba caracteristică 
OACD din figura 2.9. 


PROBLEME 


2.1. Să se dimensioneze o tijă cilindrică din oţel, solicitată la întindere cu o forţă N = 
= 2000 daN, în două ipoteze : a) rezistenţa admisibilă este oa = 1 500 daN/em?; b) se admite o 
lungire specifică maximă e = 0,05%. Oţelul are E = 2,1-10€ daNjem?, , 

Conform primei ipoteze, formula (2.6) dă z 


N 2 000 zd? 
Ane = — = = 133cm? = —— ; d= 1,30 cm. 
me = 1500 D E 
În a doua ipoteză, din formula de dimensionare (2.9), se obține 
N 2 000 


Anec = 1,905 cm?; d= 1,56 em. 


<E ~ 0,0005 -2100 000 
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2.2. Să se calculeze lungirea barei de la problema precedentă, în ambele ipoteze, dacă 
iungimea ei inițiată este Z = 21 m şi să se verifice efortul unitar care se produce în bara dimensio- 
nată în ipoteza a doua, neglijind greutatea -proprie, 


La prima ipoteză, deformația este dată de formula (2.5) 


NI sl 
a >= = 


EA E` 
În acest caz, efortul unitar este tocmai cg și rezultă 3 


p 1500:2100 iom 
2100000 "° 


În ipoteza a doua se cunoaște e = 0,0005, iar deformația este dată tot de formula (2.5) 
Al= el= 0,0005 +2 100 = 1,05 cm. 


Pentru verificarea efortului unitar în a doua ipoteză, se aplică formula (2.7) 


N 2 000 
Og = —— = Da = 1050 daNjem?, 
Aes 1,905 


Se observă că această valoare esté mai mică decit rezistența admisibilă din prima ipoteză, 


2.3. O bară de oţel, de secțiune constantă și lungime 1 == 600 mm, se lungește sub acțiunea 
unei forţe cu 0,6 mm. Să se calculeze mărimea forţei, ştiind că volumul barei este de 360 cm3. 


Formula care dă lungirea se poate scrie i 


de unde rezultă ȘI 
VEAL 360 -2,1 -10° - 0,08 


p 60? 


= 12 600 daN. 


2.4. O ţeavă de oţel, de diametru exterior D = 74 mm, diametru interior d = 68 mm 
și lungime l= 8 m, este întinsă cu o forță N = 6 500 daN. Să se afie efortul unitar și lungirea 
țevii neglijind greutatea proprie 


ae e l aN i daN 
$ D- a) = (7,42 — 6,82) 


po aa E a 9712800 ca ca 
ED =z T o n 


2.5. O cornieră cu aripi egale 100x100x10 STAS 424-71 este supusă unei forțe de întin- 


sere a = 25 000 daN sub efectul căreia se lungeşte cu 5 mm. Care a fost lungimea inițială a 
are f 


e ` - 
În tabelul anexă 5 se găseşte aria secțiunii A = 19,2 cm, Din formula (2.5) se află 
lungimea barei ' 


AEAL 19,2:2,1-106-0,5 
N 25 000 


$ aa E N 


50 


806,4 cm. 


2.6. Un cablu de oţel, lung de.25 m, format din 6 toroane a 19 fire, fiecare cu diametrul 
de 1,25 mm, este supus unei forțe de întindere și se lungeşte cu 25 mm. Care este valoarea acelei 
forțe şi care este mărimea efortului unitar produs? 

Folosind formula (2.5) se- găseşte forța N 


70 0,1252 
6:19 = 1,4fom? 


2 
„4*2,1-108-2,5 
N= ES 1,4-2,1-10 EAS Ca, ati daN 


li 2 500 pân RA 


c= aa = 2380 = 2 100 daN/em? 
A 1,4 
Al „5+2,1-106 
c= — E= AB ALO = 2 100 daN/jem?. 
L 2 500 


2.7. Să se determine lungirea totală a unei bare de oţel de diametru d= 30 mm și lun- 
gime ¿= 900 mm, supusă sistemului de forțe din figura 2.10, în care Q== 5000 daN și 
P = 2 400 daN tiy 


9 
P> 
Ql 3 l P 
Al Q = 
AE AE 4AE | 3 
3, 1200 = 0,0255 em 
7405+2,1*105 Sp i 


În rezolvarea de mai sus, s-a presupus că întreaga bară este întinsă cu 
forţa Q, iar treimea mijlocie este în plus comprimată cu forța P. La acelaşi 
rezultat se ajungea scriind că treimile de la capete sînt întinse cu Q, iar 
cea mijlocie cu Q — P. 

2.8. Să se dimensioneze o tijă cilindrică de oțel, verticală, lungă de 
1000 m, întinsă la capătul inferior cu o forță de 2000 daN, dacă = `“ 
= 1.000 daN/em?, ţinînd seama de greutatea proprie. Să se. calculeze de- 
plasarea capătului liber al tijei. Să se determine lungimea de rupere a ma- 
terialului sub greutatea proprie, dacă rezistența sa de rupere este o-= 
= 4000 daNjem?, > . 

Se dimensionează bara cu ajutorul formulei (2.13) 


P 2 000 2 000 m 
Ace q 7,85 m o ameg" 
a= Yt 1o00 — > 100 000 
1000 


Greutatea specifică a oțelului este 7,85 daN/dm?, ceea ce în formula de dimensionare 


7,85 : 
devine y = Toog daN/em?. Rezultă diametrul : ! 
d = 3,44 cm. 
Greutatea totală a barei este 


7,85 
G = ylA = —— -100 000:9,3 = 7 300 daN. 
1 000 
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Deplasarea totală a capătului liber este dată de relaţia (2.14) 
G 7 300 
(e + $) L (z000 + n) 100 000 


EA” 2 100 000-9,3 


u = Al 


28,9 cm, 


Lungimea la care acest material s-ar rupe, sub greutatea proprie, independent de secţi- 
unea sa, este 


= 509 554 cm % 5095 m. 


r 


y 


DE se dimensioneze o tijă verticală de oțel, de lungime {= 1 000 m, cu og = 1 500 
_'daN/èm?; avind de suportat o forță de întindere P = 1 000 daN aplicată în capăt, în două 
ipoteze : a) se face de secțiune constantă ; b) se face din patru porţiuni de lungimi egale,.ca în 
figura 2.11. Să se compare greutăţile barei în cele două alternative. 

În prima variantă, secţiunea se află cu relația (2.13) 


P 1 000 


A A 
Mee YI 1500 — 7,85*103-100 000 


1,40 cm?, 


În a doua variantă, se aplică succesiv relaţia (2.13). Pe intervalul cel 
mai de jos al barei, se obţine 


sa 1000 


= —— 2077 € => 
Sa — Vl, 1500 — 7,85*10-3*25 000 g 


4 = 


Greutatea primei porțiuni de bară este 


G= Y4,lı= 7,85*10-3-0,77-25 000 = 151 daN. 


"p Pentru a doua porțiune, dimensionarea se face adăugînd pe G, la 
forța exterioară 


P+G 1900 + 151 
1 500 — 7,85-10-3-25 000 


Fig. 211 


G = YAsl, = 7,85*1073-0,88*25 000 = 173 daN. 
Procedind pe aceeaşi cale, se află 
A, = 1,01 cm?; G= 197 daN; A= 1,16 cm2; G= 228_daN. 
Greutatea totală a barei, în a doua variantă, este 
G = G, + Gz + G; + Gi = 749 daN. 
“În prima variantă, greutatea este ză 


G= yAl= 7,85107? -1,40 -100 000 = 1 100 daN. 


Se observă că în varianta a doua se folosește numai 68 % din materialul necesar în prima 
variantă. În calculele făcute nu s-a ţinut seama de faptul că dimensiunile obţinute suferă unele 
utodilicări, în funcţie de dimensiunile standardizate de fabricaţie. 
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2.10 Un stilp de fontă (fig. 2.12) de secțiune inelară cu d= 0,8 D, avind lungimea 
d, = 4m, este încărcat cu o forță P = 40 000 daN, El se reazemă, prin intermediul unei plăci 
de fontă, pe o fundație de beton de înălțime 1, = 50 cm. Se cere să se dimensioneze stîlpul, placa 
intermediară și fundaţia, dacă se dau următoarele rezistențe admisibile ; pentru fontă cay = 
= 900 daN/cm? ; pentru beton dab = 45 daN/cm?; pentru te- 
renul de fundaţie oap = 4 daN/em?. Stilpulse dimensionează 
cu relaţia (2.6) 


P __ 40000 
Gaf 900 


D? 
44,4 cm? n a — 0,8); 


D = 12,55 cm; d= 10,05 cm. 
Se rotunjesc rezultatele la 


D = 130 mm; d = 100 mm. 

Greutatea stilpului, ca şi a plăcii de fundaţie, este ne- 
glijabilă în comparaţie cu sarcina P așa că nu se introduce 
în calcul. 

Placa intermediară de fontă, avînd forma pătrată, se 
dimensionează pe baza rezistenţei admisibile a betonului 


P 40 000 
A. 45 888 cm? = a?; a= 29,8230cm, 
Cab i 


La dimensionarea fundaţiei, se poate ţine seama şi de 
greutatea proprie a ei 


p 40 000 
Az = 10 280 cm?. 
Dap — Yols 4 — 2,2:103:50 


Latura secţiunii fundaţiei este 


a= V10 280 = 101,4 % 100 cm. 


7. PROBLEME STATIC NEDETERMINATE DE ÎNTINDERE ŞI DE COMPRESIUNE 


Folosirea ecuaţiilor de deformaţii dă posibilitatea de a se rezolva 
probleme static nedeterminate dintre cele mai variate. Astfel, se poate 
descompune o forță într-un număr de componente concurente sau paralele 
mai mare decât numărul de ecuaţii din statică ; se pot studia efectele va- 
riajiilor de temperatură în sisteme static nedeterminate. Rezolvarea, pro- 
blemelor static nedeterminate, pe baza considerajţiilor de deformajii, 
implică cunoaşterea prealabilă — sau admiterea drept cunoscute — a 
xigidităţilor BA. Alegînd la întîmplare aceste rigidităţi, se pot determina 
eforturile unitare, dar nu se pot realiza soluţii economice, care să ducă la 
atingerea, rezistenței admisibile în toate elementele construcţiei. Acest; 
deziderat se poate realiza prin aproximaţii succesive, modificînd rigidi- 
tăţile elementelor componente ale sistemului static nedeterminat, În cele 
ce urmează, se vor examina problemele tipice static nedeterminate de 
întindere și compresiune. 
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Trebuie subliniat că în scrierea ecuațiilor de deformaţii trebuie sta- 
bilită corect, la fiecare problemă, condiția de deformatie pe care trebuie să o 
satisfacă bara sau sistemul de bare. Din conditia de deformatie rezultă 
una sau mai multe ecuaţii, care se adaugă celor de echilibru și permit rezolvarea 
problemei static nedeterminaite. A 


a. BARE CU SECȚIUNI NEOMOGENE, SOLICITATE 
UA ÎNTINDERE Şi COMPRESIUNE 


În cele studiate pînă acum, s-a presupus că secțiunea, unei bare este 
omogenă, iar eforturile unitare se distribuie uniform pe ea. Se întîlnesc 
adesea, bare cu secțiuni neomogene, adică bare prismatice la care, în fiecare 
secţiune, există două sau mai multe materiale diferite : stilpi de beton 
armat, cabluri de cupru sau aluminiu cu inimă de oţel ete. Se pune pro- 
blema determinării modului de repartizare a eforturilor unitare într-o 
astfel de secţiune, dacă se cunoaște forța axială N aplicată întregii secţiuni. 

Se consideră o bară avînd în secţiune două materiale, de arii A, As 
şi module de elasticitate E, E,. Raportul între ariile A,, A, se menţine 
același în orice secțiune a barei, iar fiecare material, luat aparte, formează 
o bară dreaptă. 

Dacă se notează cu N, N, fracţiunile din forţa axială N preluate de 
cele două materiale, ecuația din mecanică este 


N.= N, + Np 


Este necesară precizarea condiției de deformație. În acest scop, se 
admite că materialele componente sînt solidarizate între ele, deci deformaţiile 
lor sânt egale. Aplicînd legea lui Hooke fiecărui material, condiția de defor- 
maţie devine 

Di Pi 
Ea 
Înmulţind fiecare raport cu aria materialului respectiv şi scriind că 


rapoartele sînt egale cu suma numărătorilor împărțită cu suma, numitorilor, 
rezultă ; 


OS aA, £ ogå Z OA + CA 2 N, + Ns i N A 
E, B, BA, 4, EA, +B,4, BA, + Bode EA, + E4, 


Din primul şi ultimul raport, apoi din al doilea, și ultimul, rezultă 


pa N. puf ai 8 SAE e ea vite AO ee a e ia a 
t BA, + E4: 4 +24, aia BA + BA: BA da 
B, . E, 
(2.22) 
N, = a41; Na = 04. 
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După cum se vede, s-a procedat la verificarea unei bare de rigidităţi 
cunoscute. 

Bara ar lucra în condițiile cele mai economice dacă în ambele materiale 
s-ar atinge rezistența admisibilă, respectiv dacă condiția de deformații s-ar 
putea serie 


= 028, 


Ea 


În general, o astfel de relaţie nu poate fi satisfăcută. De aceea, la dimen- 
sionarea unei bare cu sectiune neomogenă se va realiza rezistența admisi- 
bilă numai în unul dintre materiale, celălalt fiind solicitat sub rezistenţa 
admisibilă. 

b. BARA DUBLU ARTICULATĂ 

Se consideră bara din figura, 2.13, de rigiditate EA, articulată la 
ambele capete și încărcată cu forţa P, de-a lungul axei barei, aplicată 
în punctul M. Se cer reacţiunile H,, H, din articulaţii. 

Ecuația de proiecții pe direcţia barei 


A, +H, — P =0 


conține două necunoscute, H, H,. Pentru scrierea ecuației suplimentare 
trebuie stabilită condiția de deformație. Este evident că porțiunea de 


` bară 1—3 este întinsă, deci punctul M se va deplasa în W’, iar porţiunea 


de bară 3—2 este comprimaţă. Cum însă reazemele stau pe loc, lungirea 
totală a barei (suma lungirilor celor două porţiuni) este nulă. . 
Pe intervalul 1—32, forţa axială este N = H, iar pe intervalul al 


doilea, Na = H, — P = — H, 
Se scrie că lungirea totală este nulă 
A= Ha (Ha Pb 0, 
BA BA 


de unde rezultă a doua ecuație 
Ha + (H, — Pb =0. 


Rezolvarea sistemului dă 
ie bat =P}; a, 


a+b l 


Metoda expusă este aplicabilă pentru orice număr de forțe, respectiv 
şi pentru cazul cînd rigiditatea se schimbă pe diferite intervale ale barei. 
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c, SISTEM DE BARE PARALELE 


_Se consideră bara OB din figura 2.14, articulată în O, încărcată cu 
forța P și legată prin trei tije verticale, de lungime ! și rigidităţi E,4x, 
BA Eá, aşezate ca pe desen. Se cere să se determine reacţiunea din 
articulație şi eforturile N, N, N, din cele trei bare. i 

Componenta otizontală a reacţiunii din articulație este nulă (H = 0). 
Cele două ecuații de echilibru din mecanică sînt 


V +N, +N, +N; —P=0 () 
Nidi + Nada + Nada — På = 0 (2) 


Problema, are patru necunoscute, deci sînt; necesare încă două ecuaţii. 
În acest; scop, trebuie precizată condiţia de deformaţie. Se obţine o rezol- 
vare simplă a problemei, punînd condiţia că bara OB este de rigiditate 
mare, deci rămîne rectilinie atunci cînd sistemul se deformează (fig. 2.14, c). 


Fig. 2.14 


Oa urmare, se poate serie că lungirile barelor, notate pe desen, sînt pro- 
porţionale cu distanțele la articulație 


AL = dtga; Al, = dga; Ala = datga. 
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Înlocùind lungirile prin expresiile date de formula (2.5), rezultă 


NI Na Nl 
= datga; = do tga ; dbg a. 3)—(5 
E4, Det TA, ad TA, 305 & (3)—(5) 


S-au obţinut astfel 5 ecuaţii, a căror rezolvare permite determinarea 
celor patru necunoscute iniţiale şi a necunoscutei suplimentare tgx. 
Exemplul tratat a fost un caz particular ; se pot imagina numeroase alte 
variante ale problemei. 


d. SISTEM DE BARE ARTICULATE CONCURENTE 


Se dau trei bare articulate, ca în figura 2.15, avînd aplicată în pun- 
ctul D o sarcină verticală P. Sistemul are simetrie geometrică și mecanică, 
barele laterale avînd rigiditatea B,4,, iar bara centrală BA. Se cer efor- 
turile în baze. Simetria figurii sau ecuaţia de proiecţii pe orizontală arată 
că barele laterale au același efort N,. Se scrie ecuaţia de proiecţii pe ver- 
tical, pentru nodul D, 


N + 2N, cos « —P=0. (1) 
Este necesară a doua ecuație. Condiţia de deformaţie rezultă din 
triunghiul DED, 
D,E = DD, cos (a — Aa). 
Segmentul D,E este lungirea barei B,D 
D, me , 
EA, 


iar segmentul DD, măsoară lungirea barei 
centrale 
N(lcos a) 

EA 


Înlocuind în condiția de deformație şi 
neglijind variația de unghi Ac, se obţine 


Nl _ Meose, 


DD, = 


2 
BA DA (2) Fig. 2.15 
Rezolvînd sistemul de ecuații (1) şi (2), se găseşte 
N= P E aE P-N, 
1+2 EA, cossa * 2 cos a 
BA 
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e. EFORTURI UNITARE DATORITE DILATȚĂRILOR ÎMPIEDICATE- 
Dacă o bară de lungime Ì, făcută dintr-un material cu coeficient 


de dilatare termică liniară a, suferă o creştere de temperatură uniformă 
At = h — tp ea se lungește cu cantitatea ` 


Al = alt = alţi, — to). (2.23) 


„Această lungire se produce nestingherită în bare izolate, ca şi în 
sisteme de bare staţie determinate (fig. 2.16, a). Din contra, în sisteme 
statie nedeterminate (fig. 2.16, b) dilatările sînt în parte sau total împie- 


TN 


Fig. 2.16 | Fig. 2.17 


dicate, fapt care duce la producerea unor eforturi unitare în bare. Se con- 
sideră cazul cel mai simplu, al barei din figura 2.17, rezemată între doi 
pereţi rigizi, care nu permit nici o dilatare. Dacă dilatarea ar fi liberă, 
bara, s-ar lungi cu cantitatea Al, dată de relaţia (2.23). Pereţii se opun 
acestei lungiri, fapt care duce la apariția unei forțe de compresiune cu 
efect opus dilatării. Condiţia, de deformajie se scrie astfel : lungirea dato- 
rită dilatării, minus sewtarea datorită forței N, dă deformația totală a 
barei, care este nulă, i 


A = alt — 2 = 0. 
EA 
Rezultă de aici 
N = EAaAi, (2.24) 


iar efortul unitar datorit dilatării împiedicate este 
o = BoAi = Palt, — în). (2.25) 


Dacă în capătul bazei există un joc cunoscut — rost; de dilataţie — 
de mărime ô, reaţia: de deformajţie se serie 


ELR 
BA 


iar rezolvarea ei dă pe N. Dacă N rezultă negativ, înseamnă că dilatarea 
nu umple rostul şi deci nu se produc eforturi unitare termice. 


aldt — 3, (2.26) 
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Problema, se tratează similar pentru un şir de bare aşezate cap la 
cap, sprijinite între doi pereţi rigizi, ca în figura 2.18. Condiţia; de defor- 
matie este aceeaşi ca mai sus. Forţa de compresiune N este comună tuturor 
barelor şi ea se află din ecuaţia 


A = al At + cala At + aslAt — 


L l l, 
N ( 1 + 2 + 3 ) == 0. 

DA, By, Eph 
Efectele nefavorabile datorate di- Fig. 2.18 
tatărilor împiedicate se înlătură, 5 r 
cînd este posibil, prin rosturi de dilatație la șine sau la construcții mari 
de beton, prin folosirea, de reazeme pe role la poduri metalice, prin uti- 
lizarea, de piese curbe în conducte de abur etc. | 

În tabelul anexă 4 se dau valorile lui « pentru câteva materiale. 


PROBLEME 


2.11. Un cablu de cupru, cu inima de oțel, este supus unei forţe de întindere N = 1 800 daN. 
Secţiunea de cupru este Agu= 1,256 cm?, realizată prin 10 fire cu diametrul de 4 mm. 
Se cere: 1) Să se determine secțiunea de oţel, luînd 
E 8 
= = Is şi caon = 1 200 daNjem?; 2) Să se determine efortul unitar efectiv în cupru. 
OL c a Era 
Se folosesc formulele (2.22) 


N N Pi 
o 3 coL Sao, 
Eor Ec 
Aca + AoL Eo Aor + Aca PT 
a 
Ecu 1800 8 
dit, doi a — 1,256 0,83 cm? 

Saot Eo 1200 15. 
i 1 800 

Gu == 


= 640 daN/em?, 
1,256 + 0,83 3 i 


2.12. Un cablu electric este compus din 36 fire de cupru cu d, = 1,2 mm și 26 fire de oțel 
cu d, = 1,8 mm. Se cere să se afle sarcina P pe care o poate suporta cablul, dacă rezistenţele 
admisibile ale celor două materiale sînt: cgon = 1200 daN/em?, cagu = 1 000 daN/em? iar 
raportul modulelor de elasticitate este i 


[ă — == 


Sub sarcină, în unul din materiale se va atinge rezistența admisibilă iar celălalt va fi soli- 
citat sub sau peste valoarea aa. Să presupunem că ofelul este solicitat pînă la rezistența admisi- 
bilă. Se va verifica apoi dacă cuprul este supraîncărcat sau nu. Secţiunile celor două materiale 
sînt 

Acu = 36*0,0113 = 0,407 cm?; Aor = 26*0,0254 = 0,661 cm?. 
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Întrucit cca = cor, rezultă 


8 
ar i Oua = L 1 200- 15 640 daN/em?, 


Forţa capabilă a cablului este 
P= dga Acu + oorAor = 640:0,407 + 1 200:0,661 = 1 053 daN. 


dia Valoarea 90u = 640 daN/cm? este sub rezistența admisibilă, așa că ipoteza de calcul aleasă 
ste bună. 

2.13. Între platourile unei prese (fig. 2.19) se comprimă un cilindru de cupru de secţiune 
Acu, aşezat în interiorul unui tub de oţel de secţiune Aor. Ambele piese au aceeași lungime. 
Se cer fracţiunile din forţa N cu care se încarcă cele două materiale şi eforturile unitare care se 
produc în ele. Se neglijează detormaţiile transversale. Aplicaţie numerică : 


N = 20 000 daN, Acu = 10cm2, Aor = 15cm?, = Mais 


Scurtările ambelor materiale, din cauza apropierii platourilor presei, sint „ Se aplic: 
formulele (2.22) propierii p presei, sint egale. Se aplică 


N 20 000 
Su z i 524 daN/em? 
OL 
Aca + Eo Aor 10 + gi 15 
n 
N 20 000 
SOL 984 daNjem? 
Sa 4 +4 £ *10 +15 
Em, T/L j5 


Non = GoaAgu = 524-10 = 5 240 daN 
Nou = corAon = 984-15 = 14 760 daN 


N = Nou + Nor, = 5 240 -+ 14 760 = 20 000 daN. 


Fig. 2.19 i Fig. 2.20 


2.14. O bară omogenă AB, de greutate G, cu rigiditate destul de mare, este suspendată 
de trei fire, așezate simetric ca în figura 2,20, şi anume : unul, central, de oţel, cu secţiunea 
AOL şi două de cupru, laterale, fiecare de secțiune Agu. Se cer ctorturile unitare care se produc 
în cele trei fire. Aplicaţie numerică: G = 7 000 daN, Aon = 4 cm?, Acu = 5cm2. 
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Ecuația de momente față de C dă 
Sia — Sa = 0; S= Sg (i) 
Ecuația de proiecții pe verticală se scrie . 
G= S, + Sp + Sy 2). 


Din cauza simetriei figurii, toate firele se lungesc la fel și formulele de deformaţii devin. 


aS i Sa Sı E AIE &) 
1 EouAcu ?  EonáoL.’ EcuAcu EoLâoL 


Sistemul de ecuaţii (1), (2), (3), dă necunoscutele S4, Sz, Sg. Trecind la aplicația numerică, 
se obţin următoarele rezultate 


E A 8 5 2 
Ss Sp a gas, 

EoL AoL 15'4 3 

2:2 
25, + Sa z Sa + Sa S=G 
3 2 
Sa = y +7 000 = 3 000 daN; Sim S 3.000 =:2:000:daN; 
Eforturile unitare care se produc în fire sînt 
S; 3 000 2 000 
GOL = ——— = —— = 750 daNfen?; ogu = Sa 22000; hog daNjem2, 

Aoz 4 Acu 5 


2.15. Şinele unei linii de tramvai au fost montate Ja o temperatură de 10°C. Ce eforturi 
unitare se produc în ele cind temperatura exterioară este de 40°C? 

Șinele de tramvai se sudează și deci dilatarea lor este împiedicată. Coeficientul de dilatare 
termică al oţelului, după tabelul. anexă 4, are valoarea a = 12-10-65. Împiedicind dilatarea 
se produce un efort unitar dat de formula (2.25) 


= Ealt, — h) = 241+105-12-10-6(40 — 10) = 756 daNjem?. 


2.16. Un şurub de cupru, de secţiune Acu, se înșurubează, Ja o temperatură tọ într-o piesă: 
de oţel, de secțiune Ag, în aşa fel încit să nu se producă nici o forţă de întindere sau compresiune 
deci niciun efort unitar în piese. Şurubul nu are joc. Se cer eforturile unitare care se produc în 
cele două piese cînd ansamblul se încălzește la o temperatură î,. Aplicaţie numerică : fọ = 20*C, 
tn = 70°C, Acu = 4cm?, Aor = 10cm?. 

Din cauza coeficientului de dilatare diferit, cuprul caută să se dilate mai mult decit oţelul, 
dar oţelul se opune parţial acestei dilatări. Se naște o forţă axială care întinde oţelul și comprimă 
cuprul, notată cu N. Lungirea șurubului de cupru rezultă din lungirea datorită dilatării, minus 
scurtarea datorită forţei N, iar lungirea oţelului din dilatare, plus lungirea datorită forţei N 


NI NI 
; Alo = «orh — lo) + 


See = cellule EcuAcu EorAor, 
Cele două lungiri fiind egale, rezultă ecuaţia care determină forța N 
N N 
aculh — t) — Zodai — «ol — to) & osia 


N = „bca onh — l)4orEor 


E 15 

În cazul aplicaţiei numerice, cu «ou şi cor, luaţi din tabelul anexă 4 şi cu a = z3’ 
o 
rezultă ŞI 
(17 — 12)10-5-(70 — 21)10:2,1:106 
N 923 daN. 
10 15 +1 
4 8 


i 


Eforturile unitare produse de forța N în cele două materiale sînt 


N g3 92,3 daNjem? N sas 231 daNjem? 
= = — = 92, ; = — = — [= aN/em?, 
dor > a 19 Sa a A j 


Peste anumite limite de variație a temperaturii, aceste eforturi unitare pot deveni peri- 
culoase, 


8. CURBE FUNICULARE ELASTICE 


În mecanica, teoretică se studiază echilibrul firelor perfect flexibile şi 
inextensibile, care, sub efectul forţelor cuprinse într-un plan vertical, iau 
forma, curbei funiculare numite lănţișor. Cind săgeata curbei funiculare 
este relativ mică — cazul liniilor de telecomunicaţii şi de transport de 
energie electrică —, lănţișorul poate fi asimilat cu o parabolă, avînd 
ecuația diferenţială 

2, 
n2 
da? 


= p = const, (2.27) 


unde p reprezintă greutatea unităţii de lungime a firului, iar H este pro- 
iecția orizontală a efortului de întindere din fir. Se ştie că una din legile 
curbelor funiculare este că efortul H este acelaşi în orice secţiune. La curba 
funiculară parabolă, acest efort poate fi considerat aproximativ egal cu 
însuși efortul de Întindere S, dirijat pe tangenta la fir. 

Rezolvarea ecuaţiei diferenţiale (2.47), cu condiţiile la limită ce rezultă 
din fig. 2.21, duce la următoarele rezultate : 

— ecuaţia curbei funiculare 


y = pE/2H; (2.28) 
— săgeata maximă, în mijloc 
f = pe l8H; (2.29) 
— lungimea totală de fir (lungimea 
Fig, 2.21 curbei) A 
s = 1 + p2l3/|24H2. (2.30) 


Dimensionarea de rezistență se poate face cunoscîind pe H și ca 
Unele probleme de curbe funiculare se pot rezolva introducînd în 
calcul deformajiile firului elastic. Aṣa este, de exemplu, problema deter- 
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minării fortei de montaj a unei curbe funiculare, așa ca în timpul iernii 
să nu se depășească rezistenta admisibilă. - 

La întinderea, unei linii aeriene trebuie să se ţină seama nu numai de 
solicitarea produsă de forţa H, ci mai ales, de variația acesteia cu tem- 
peratura. O linie întinsă prea mult în timpul verii este în pericol să se 
rupă iarna, din cauza contracţiei produse de variația temperaturii. 

Este deci necesar să se determine forța de întindere din momentul 
montajului, în așa fel încît în condiţiile cele mai grele din timpul iernii să 
se atingă, fără a se depăși, rezistența admisibilă a materialului firului. 
Sarcina, care acţionează firul în momentul montajului este pı, egală cu 
greutatea, proprie. În momentul critic din timpul iernii sarcina este po; 
egală cu p, dacă se ia în considerare numai greutatea proprie sau mai 
mare decît p, dacă se ţine seama de efectul vîntului şi chiciurii. Tempera- 
tura din ziua montajului este t, iar cea critică tọ. Forţa de întindere din 
situaţia critică este , 

H, = c4. 


Se ştie că variația de lungime a firului între situația critică şi ziua 
cînd se face montajul este datorită variației de temperatură şi variației 
forței de întindere. În baza formulei (2.30) lungimea firului în cele două 
situaţii este 


273 273 
s=I+ Po; a=i4+ fi. 
: 24H? i 1 par? 


Variația de lungime este 


3 [m2 2 
As = $, — So (2 An 


DALE? HE 
Pe de altă parte, ea mai poate fi scrisă 
H, — Ho)l 
As = alt, — to) + ( A o. 


Şi aici s-a făcut o aproximaţie, considerind lungimea firului } în loc de s. 
Se observă că în ultima relaţie primul termen din membrul al doilea 
este pozitiv, iar celălalt negativ, adică, pe măsura creşterii temperaturii, 
firul se lungeşte prin dilatare și se scurtează — în mai mică măsură — 
prin scăderea forţei de întindere H. Egalînd cele două valori As, se obține 


P (pi 3 Hı — Ho 
| a a ala to) + (2:31) 

În această relaţie, toate mărimile afară de H, sînt cunoscute. Se 
găseşte o ecuţie de gradul al treilea în H,, cu o singură rădăcină reală, 
care determină forța de întindere din momentul montajului. Mărimea 
acesteia, se citește pe un dinamometru. Dacă pe şantier nu există dinamo- 
metru, calculul de mai sus se poate face în funcţie de săgeți. 
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În practică se întocmesc tabele. pentru diferite deschideri l, diferite 
secţiuni, temperaturi şi materiale, in care se citeşte mărimea, H,, corespun- 
zătoare temperaturii î, dată de termometru. 

Care sînt mărimile sarcinilor Po Și P, ce intră în calcule ? După cum s-a, 
arătat, p, este greutatea proprie a firului, măsurată în daN/em sau daN jm. 
Pentru Po, se prevăd două situații critice în care se va face calculul : 

— la temperatura de — 30°C, luînd p, = P1; 

— la temperatura tọ = — 5°C, luînd ca sarcină Po greutatea proprie 
plus efectul poleiului și al vîntului. În ceea ce priveşte mărimile acestor 
sarcini suplimentare, indicațiile se dau în literatura de specialitate. 

Pentru ambele verificări (la — 30°C şi — 5°C), trebuie să rezulte un 
coeficient de siguranță faţă de rezistența de rupere de cel puțin 2 pentru 
conductóare-fmie şi 2,5 pentru conductoare masive. Cu alte cuvinte, în 


: Pi O, a G, 
calculul descris mai sus se va, lua, Sa S Za respectiv o, S —-» 
Ă » Ş 
Formulele stabilite mai sus sînt omogene, deci valabile în orice sis- 


tem de unităţi. Pentru simplificare, se pot măsura: A în mm, E în 
daN/mm?, 1 în m, p, și po în daN/m. 


PROBLEME 


2,17. Să se calculeze forța de intindere a unui cablu de cupru, de secţiune A = 25 mm, 
“greutate proprie p; = 0,224 daN/m, pe stilpi distanțaţi cu Z= 60 m, montajul făcindu-se la 
4 = 20*C.: Calculul se va face în două ipoteze critice: să se atingă rezistența admisibilă 


Sa = 1 300 daN/em? fie la 4 = — 30°C cu sarcina Po = Py fie la f = — 5*C cu sarcina totală 
Po = 0,818 daN/m. Coeficientul de dilatare termică liniară este æ= 17:10 iar E= 
daN 
= 12 800 . 
mm? 


Calculul în prima ipoteză are datele cunoscute 


"4200, h 30°C, p= po = 0,224 daNjm, 
Ho = Aoa = 25:13 = 325 daN. 
Se aplică ecuația (2.31) 


H, — 325 
12800-25 * 


602 / 0,2242 0,2242 17-10-20 + 30) 
24| m? 3252 |7 t bi 
Simpliticind, rezultă ecuaţia 


3,1254 — 94,372 — 7526 400 = 0, 
a cărei soluție este 
H, = 144,9 daN 2 145 daN. (a) 
În a doua ipoteză se dau 


f= 20°C; h= — 5°C; p= 0,224 daN/m; p= 0,818 daN/m 


t 64 


şi rezultă ecuația 


3 
602 (222 -e ) = 17-1020 + 5) + 
24 


Pa 3252 
care se simplifică și devine 
3,125 H3 -+ 359,6 Hf — 7 562 400 = 0 


i luția 
şi are soluţi: H, = 104,7 daN 2 105 daN. (b) 


Ha 325, 
112 800-25 


i on- 
Se înțelege că din aceste valori se alege cea mai mică, adică H, = 105 daN. Dacă la m 
taj se măsoară săgețile, se găseşte prin calcul 


pi? _ 0,224-602 


pa Pb = = 0,965 m. (Q) 
25 3H, 8105 


9. EFORTURI UNITARE PE O SECȚIUNE ÎNCLINATĂ, ÎN BARA SOLICITATA 
LA ÎNTINDERE SAU COMPRESIUNE 


În problemele de întindere și compresiune, studiate pini OTEA 
luat în considerare numai sçohiunea jorma pe rit parada P 
riul unitar: Se pune problema de a studia e y mitare c 
ie într-o bară intinsă sau azur PA ră pna Ino O T, 
este CD din figura 2.22. Pe secţiunea norm: ; ] e 
i ă că efortul unitar are direcţia axei longitudi 
o, = N/A. Indicele æ arată că e = gi ain bard, oohili. 
nale =: a barei. Dacă se separă elementul de vo ir Ep 
i se asigură i i i cele două secțiuni, 
brul lui se asigură introducînd forțe interioare pe A ud den pd 
i i forturile unitare c, au direcția < rei, 
ETE E Sa oD i itare rezultante p au aceeași 
ă că şi pe secțiunea OD eforturile unitare b ; și 
pazei ; ela e pot pie il a în componenta normală o și cea tangen 
ială +. De ame 
ai “ Biezueuttă de volum detaşat; se poate reprezenta ca în Henie A e ay 
dîndu-i, perpendicular pe planul Josonalui i ie ear s r Oe eta 
Ji lä cu unitatea, Luînd acest element destul de mic, : 
ag ae uniform repartizate pe cele două secţiuni și au ap 
forţe care se pot considera, concentrate în centrele de greuta se eter] 
lor. Dacă se notează cu A aria, suprafeței 00' DD’, atunci sup 


are aria A cos a. 


RI 


Fig. 2.22 


j i am si inute într-un 
rțele aplicate pe feţele elementului de volum sînt; conținu br 
SR lea m P AA aaeh aşa că pentru scrierea ecuațiilor de echilibru 
se poate folosi schema simplificată din figura 2.23, b. 
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5 — e. 1801 


Se scriu proiecţiile celor trei forţ ire 
A s r te — oå, tÅ, oz. AG — i 
ţiile o şi z, spre ase arăta că elementul de volum răi Se a oil pă Met 


CA — SpA COS a: cosa = 0, TA — o,Å cos æ- sin a = 0 
și ? 
ceea ce dă expresiile 


1 
G = o; COS? a = 3 Gal + cos2a) 


| i (2.32) 
T = oz SİN a COS o =g 9 sin 2a 


Pe baza relațiilor (2.32); se po i 
lațiilo e, ate studi iaiţi imi i 
cînd gli a ia, orice valori posibile. Se pe vă ze a ge a 
4 E e arul unitar normal o este maxim pe secțiunea normlă (la « = 0 
şi este s pe o secţiune paralelă cu axa barei; A ESD 

— efortul unitar tangențial v este nul pe secțiunea nornială (« = 0) și 


e cea longitudinală =2 ii i 
P ongitudinală | a = 3) fiind maxim pe secţiunea, înclinată cu o = 


— 450 
45, de valoare tmas = > o,- 

A Pete forța de întindere în bară creşte mereu 
cin ruperea se datoreşte unei valori maximale i 
Sorinel, ea are loc „pe secţiunea normală. Din c 

atorește unei valori maximale Tmazy €ă se produ 


bara; se rupe. În cazul 
Smaz & efortului unitar 
ontra, dacă ruperea se 


ce pe secţiunea înclinată 
at la, compresiune). 


la 45 (cazul unui cub din mortar de ciment, încerc: 


b 


Fig. 2.23 


Se poate da o interpretare i iației i ' 
S grafică variației eforturilor unitar i z, 
funcție de «, cu ajutorul cercului lui Pa miei (232) me mat na 


Oz 


9, 
o — -Z = —2 ctos 2a ; = 
2 2 i 
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Ridicînd la pătrat şi adunînd cele două relații, se elimină «, obţinînd 
locul geometric, de ecuație 
SV a (= ) 
o ——— m = |—] 
(se) ee 
Într-un sistem de axe avînd ca variabile 
o şi 7, adică eforturile unitare de pe secţiu- 
nea înclinată, ecuaţia (2.33) reprezintă un 
cere trecînd prin origine, cu centrul pe axa 
o, la distanţa o,J2 de origine şi cu diametrul 
o, (adică valoarea constantă a efortului uni- 
tar de pe secţiunea normală) desenat în fi- 
gura 2.24. Se construiește cercul, luînd OA = 
= 0, ca diametru. Orice punet de pe cere Ri, 2.24 
corespunde unei secţiuni înclinate cu un anu- dis 
mit unghi a, iar coordonatele lui reprezintă eforturile unitare o şi t pe 
secțiunea respectivă. Aşa, de exemplu, pentru secțiunea reprezentată prin 
punctul, B eforturile unitare sînt OC = o şi 0B = q. Se poate arăta că 
aceste segmente corespund relațiilor (2.32) 5 


(2.33) 4 


OD + DO = OD + DB cos2u =S 4E cos 2a = 07 C8? 0 


OB = DB sin 2« = 2 osin de. 


Cum se procedează grafic pentru a găsi eforturile unitare o şi t pe o 
secțiune înclinată cu un unghi «? Avind construit cercul lui Mohr, se 
duce linia OB, care face unghiul « cu Oo, sau linia DB, care face unghiul 
2a cu Oc măsurat în acelaşi sens ca « din figura 2.23, şi se obține punctul 
B, ale cărui coordonate dau pe c şi t. Punctul A de coordonate (o , 0) 
defineşte eforturile unitare de pe fața BO (fig. 2.23), iar punctul 0, de 
coordonate (0,0), reprezintă faţa nesolicitată BD. 

Să presupunem că, afară de secţiunea înclinată CD din figura 2.25, 
studiată pînă acum, vrem să cunoaştem eforturile unitare și pe o secţiune 
OD, perpendiculară pe prece- 


denta. Se reprezintă pe cercul i B D p- 

din figura 2.26 punctele B şi C m 
B', corespunzătoare celor două 4 De |] 
secţiuni CD și 0'D' din figura X 

2.25. Etorturile unitare pe cele C g ' 
două secțiuni, perpendiculare Fig. 2.25 


una pe alta, se notează : 
— pentru punctul B de pe cere: o = 00, z = OB; 
— pentru punctul B’ de pe cerc: a' = 00, t = C'B'. 
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Se. vede pe desen că se poate scrie 
SER 00' = OA, 
00 + 00'=00 + CA; 
c+ o= a, 


0B=— 0B; = 


Fig. 2.26 


Rezultă că iuni 
horma nia ră e iri n perpendiculare suma eforturilor unitare 
unitare tangențiale sînt egale și de ens: oo PaE ci toat 


faţă de axele z, respectiv y, expresiile 


CAPITOLUL 3. 
MOMENTE DE INERȚIE ALE SUPRAFEŢELOR PLANE 


[E 


1. DEFINIȚII 


Pe cînd în calculul de întindere sau compresiune intervine aria, secţiunii 
barei, la încovoiere şi răsucire intervin alte caracteristici geometrice ale 
secțiunii : momente statice, momente de inerție, module de rezistență. 
Este necesar un studiu prealabil al acestor caracteristici geometrice, în 
special al momentelor de inerție. Modulele de rezistenţă vor îi definite 
ulterior, la studiul încovoierii şi răsucirii. | 

În cadrul acestei lucrări, se ia axa longitudinală œ în lungul barei, iar 
axele y și 2 în planul secţiunii, axa z orizontală, iar y verticală. 

Se numesc momente de inerție awiale, 


L= { yA; I, =( AA. (3.1) 
A A 


Integrala pe arie 
is =f zy dA (3.2) 
A 


poartă numele de moment de inerjie centri- i a 
fuga. , Fig. 3.1 | 
Momentul de inerție polar al unei suprafețe, în raport cu un punct O 
(fig. 3.1), este definit prin relaţia 


L=, = f "dA, (3.3) 
A 


69 


unde r este distanţa unui element d să 
r e suprata â 
7? = Æ +, expresia (3.3) se mai Areni ia e patul is dnel 


1, =f (e =( 2 
Ă f (22 +y?) dA | aa ; (aa = +I, (3.4) 


adică mu inerti } 
fată àe i reia inerție polar este egal cu suma, momentelor de inerție 
afin era ile d aooaa oarecare, trecînd prin polul considerat 
polare sînt totdeamia Pere Tik dată. ea Se aerjip axiale și 
NA ` C e, odată nule, pe cînd 
ia apăr dp pot fi pozitive, negative sau Pole momentele: de 
M i ë 
a ` d pietre pla azi gura refl de inerție trec prin 
A -se calculează momentele de inerti | 
Foaia de di asi entele de tmerție centrale. 
. ensiuni a tuturor N j ie e i 
unitatea, de măsură umak mna or momentelor de inerție este I4, iar 
- Uneori în calcul ili 5 
Și e » se utilizează razele de inerti ărimi i 
2 i Izez > ție, mări 
avînd dimensiunea unei lungimi, definite prin relațiile i ăi RODAS; 


tz = | — ; = 
a beja. (3.5) 


2. 
VARIAŢIA MOMENTELOR DE INERȚIE FAȚĂ DE AXE PARALELE 


a. MOMENTE DE INERȚIE AXIALE 


Se consideră o suprafată 
paralele get S puprataă oarecare, de arie A (fig. 3.2), şi două axe 
de greutate. ` oarecare A și axa C, care trece prin centrul 


Confo i finiție şi 
orm formulei de definiție şi notațiilor de pe desen, se poate scrie 


4 Ie = Gaz aa; Tx = (e aa=f (2 + e} dA. 
e 


Se dezvoltă pranteza i elaţi 
îi aceea pranteza; de la ultima relaţie 


Fig. 3.2 Ia = f (2 + 220 + PAA = Ie + Aee 
„Termenul 2ef ad A = 0, ` deoarece fada este moment static față de 
o axă care trece prin centrul de greutate şi deci este nul. Se obţine astfel 
Ia = Ie + Ae. Ş (3.6) 
70 . 


Formula (3.6) se enunță: momentul de inerție faţă de o ază oarecare 
este egal cu momentul de inerție fată de ava paralelă cu ea, trecînd prin 
centrul de greutate, plus prodhisul dintre aria sectiunii şi pătratul distanţei 


dintre cele două axe. . ; 
Din relația (3.6) rezultă că momentul de inerție față de axa care 


trece prin centrul de greutate este cel mai mic din infinitatea de mo- 
mente de inerție față de axe paralele cu ea. 


b’. MOMENTE CENTRIFUGALE 


Se va, stabili întîi o proprietate a figurilor care au axe de simetrie. 
Se consideră dreptunghiul din figura 3.3 şi se caută momentul centrifugal 
Tın cu axele din figură. Se iau două elemente de suprafață d4, simetric 
aşezate faţă de axa Oy. Pentru suma acestor două elemente, momentul 


de inerție centrifugal este 
zy dA. + (—2)y dA =0. 
reaga suprafață, de unde rezultă 


Acelaşi lucru se poate repeta pentru înt; i 
cel puţin o axă este de simetrie, 


Ia, = 0. Se poate enunţa teorema : cînd 


momentul centrifugal este nul. 
ca în figura, 3.4, se va stabili o formulă 


Pentru o suprafață oarecare, 
e inerție centrifugale faţă de axele 20y şi 


de recurenţă pentru momentele d 
zı Oy, ultimele trecînd prin centrul de greutate. Conform formulei de 


7 : F 


e. 


Fig. 3.3 Fig. 3.4 
definiție şi notațiilor de pe desen, momentele centrifugale față de cele 
două sisteme de axe sînt 


I„ = (evaa = |c + 2(ye + yA = $ Coye +y + Zofi + za) A 
Iz = zeycf dA + fanaa + zo| naá + yoļaäa. 
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Valorile acestor integrale sînt 
faas = A; fanaa SI (ma = mda =0. 


Se obține soluția 
Tay = Iim + oyot: (3.7) 
Se observă analogia, dintre formulele (3:6) şi (3.7). 


'3, MOMENTE DE INERȚIE PENTRU SUPRAFEȚE SIMPLE 


a. DREPTUNGHI 


Să se calculeze momentele de inerție T; şi I, faţă de axele centrale 
şi aixele paralele cu ele, pentru un dreptunghi (fig. 3.5). Luînd ca element 
de arie îișia haşurată dă = bdy şi aplicînd formula, (3.1), se găseşte 

h ` 
Z 3 
1 = pă ; 1=$ ybäy= tË 
A h 3 


h 
Z _ bh 


a 12 
2 


TE 
În mod analog se află Iu aşa că momentele de inerție ale dreptun- 
ghiului față de. axele de simetrie sînt; g . 
bh? hb? 


L Ta ; t (3.87 


Cu formula (3.6) se calculează mo- 
mentele de inerție faţă de bazele drep- 
tunghiului + 


vh? ry 
Is =L + ae = a(ž)= 


08 Dh3  Dh8 
i 12 - 4 3 


Fig. 3.5 Is =- ; 
Pentru pătrat în formulele de mai sus se face b = h = a, de unde 
rezultă 


4 4 + 
L aa Tao = E , (3.10) 
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b. TRIUNGRI 
Se consideră întîi triunghiul dreptunghi ABE (fig. 3.640) care este 
jumătate din dreptunghiul ABED. Dacă dreptunghiul are față de axa 2 
un moment de inerție 


3 
yoat 


12 


triunghiul dreptunghi va avea jumătate din această valoare 


Cu notațiile din figura 3.6, b se va calcula momentul de inerție față de axa 
z care trece prin centrul de greutate. Distanța dintre axele 2, și 2 este 


Fig. 3.6 


Aplicîind formula (3.6), rezultă 
Dh å bh 2 bk 
24 2 36 36 


E = I, — A& 
În consecință, triunghiul dreptunghi are față de axele paralelė cu 
casetele, trecînd prin centrul de greutate, momentele de inerție 


3 hb? 
L= w E T (3-11) 


-13 


Momentele de inerție față de bazele DE şi DA sînt 


e ARE a 39 EN ti, 00, AER, a 


36 2 9 12 3 (3312) 


Pentru un triunghi oarecare (fig. 3.7), care se poate despărţi în două 
triunghiuri dreptunghice, se poate AN zi iii: ki 


bih bah? _ bhè 
T i p da a DRE: 
12 12 12 
€. CERC 


Din motive de simetrie, momentele de inerție față de oricare diame- 
tru sînt egale. Se poate serie deci 


L=; L+ =24 =L. 


„Se calculează momentul de inerție polar, luînd ca suprafată eleme- 
` tară o coroană de rază r şi grosime dr, care are aria dA. = 2rrdr (fig. 3.8) 


R R pu 
I, =Í 7AA. =| moră = 2n 2 r TR 


0 x 0 4 ['] 2 
I= nht _ ndt i 
>= (3.13) 
I Ri dt 
e A a (14) 
tä 


4. MOMENTE DE INERȚIE PENTRU SUPRAFEȚE COMPLEXE. MOMENTE DE INERȚIE 
` ALE PROFILELOR LAMINATE - 


Pocedînd analog, ca la exemplele precedente, se pot stabili momentele 


„de inerție ale altor suprafețe. 


Pentru suprafeţe complexe, metoda curentă de calcul constă, în a le 
descompune în suprafețe simple — dreptunghiuri, triunghiuri, sectoare 
de cere —, cărora li se cunosc momentele. 7 
de inerție, şi a aplica regula adunării mo- p= -4a 
mentelor de inerție. Astfel, pentru supra- 


faţa în formă de L din figura 3.9, se poate Z 
calcula momentul de inerție față de axa z, 
considerînd că este formatä din două 
dreptunghiuri şi aplicînd la fiecare for- 
mula (3.9) și 
L 1,54: (50)? | 25a-a3 190 al. 
3 3 3 4: bah ra 
Se ajunge la, acelaşi rezultat caleulînd As pa safe 
la fiecare dreptunghi momentul de inerție Y 
față de axa centrală, paralelă cu axa z, şi PSN Eam 
aplicînă apoi formula (3.6) E ee S hi 
` 3 -a8 : s 
ES 15a: (50)? + 15a- 5a- (2,50)? p 226: Jon argat 
12 12 S PA 
109 


-+ 2,5a - a- (0,50)? = EA at. 


În construcții metalice se întâlnesc o serie de profile din oţel laminat 
sau alte metale, ale căror secțiuni au forme speciale, care permit o mai bună 
alcătuire a barelor şi grinzilor. Ele poartă numele de profile laminate. 

În tabelele anexe 5—8 se dau extrase din standardele respective 
pentru profile L, I şi U. Este de subliniat; modul de notare simbolică a 
acestor profile : i 

— Cornierele cu aripi egale se notează prin litera L, urmată de dimen- 
siunile aripilor (lungimi și grosime), de numărul standardului dimensional 
şi calitatea, oțelului, de exemplu . 0 

L 100X100x10 STAS 424-71/J0L 37.1 STAS 500—68. - 


— Analog, -pentru cormierele cu aripi neegale, simbolul inițial este 
format din litera L repetată 


LL 80x120x8 SPAS 425-70/0L 37.1 SPAS 500-68. 
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— Profilele I şi U se notează prin simbolul respectiv, urmat de înăl- 
țimea lor în cm şi precizarea standardelor : 


I 20, STAS 565-71, OL 37 STAS 500-68; 
U 24, STAS 564-711, OL 37 STAS 500-68. 


Tabelele anexe 5-—8 dau dimensiunile secţiunii profilelor, ariile, 
masele pe metru de lungime, momentele de inerție, razele de inerție şi 
modulele de rezistență la încovoiere?. 


PROBLEME 


3.1. Să se calculeze 17, Iy, Is» Iy» Izm Isy, pentru suprafața semicercului din figura 
3.10. Faţă de axa 0,z,, momentul de inerție este jumătate din cel al cercului întreg 


1 nd mat zarit 
la >: = =>. a) 
2 64 128 8 
„Acelaşi lucru pentru axa Oy 
adi mr 
In = zm 2 
” 128 8 9 


Pentru axele Cz şi Ow, se aplică for- 


. Fig. 3.10 


mula -(3.6) 
, . 
[d di rÈ d? Dalt 5zrt 
In= Ip 4 } - 3 
n= dt ($) 128" s 4 128 E & 


— rë zë fay z 
cereza 


1 
0,00686dt = 0,10987*. 
18r 


6) 


Cum axa O y este axă de simetrie, momentul centrifugal este nul 


Faţă de axele 2,07, 


d 
Ian = A = . . 3 
z = ZoYyo. A5 aaa 3 z4 3 (6) 


3.2. Să se'calculeze momentele de inerție J și Iy pentru rombul din figura 3.11. 
Se vede că rombul poate fi privit ca rezultind din patru triunghiuri dreptunghice, Pentru 
un triunghi, formulele (3.12) dau X 


bt hb? 
La — fm a 
` 2 aa Io ze 


1 În standarde, axa orizontală este notată cu z. Ea corespunde axei z din acest 
manual, 
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I= 0. 6) 


Pentru rombul intreg 


be O B aa hb hb? 
Ig aa a.” 


3.3. Să se calculeze momentele de inerție Iz și Iy pentru suprafața în formă de I din 


-figura 3.12. A ; f 
Se vede că suprafața poate fi privită ca diferența dintre dreptunghiul de laturi b}, M și 


două dreptunghiuri de laturi b», h, Se află 


s 3 3 3 i 2 
dal O ati [et bah] 
a ja 9 112, 2 


3.4. Să se caleleze momentele de inerție față de axele care trec prin centrul de greutate, 


la suprafața din fgura 3.13, cotele fiind date în mm. Ș 
Se determină intti poziţia zç a centrului de greutate, luînd momentele statice față de axa y1. 


Calculele se fac în cm: 


Azi 10:20-5 — 9:18: 5,5 


Ey 2 2,87 cm = 0C. 
Te Ta 10:20 — 9-18 


se află prin scăderea momentelor de inerție a două dreptunghiuri 


Momentul de inerție 7g 


10- 29° 9-18? 


— = 2 293 em. 
12 


ZA 
4“ 


Fig. 3.11 i Fig. 3.42 Fig. 3.13 


Pentru Iy, se aplică acceaşi metodă, considerînd suprafața ca diferenţa a două drept- 


unghiuri și ţinind seama că axa y nu trece prin centrele lor. La dreptunghiul mare, excentrici- 


tatea axei y este 


d, = 5 — 2,87 = 2,13 em. 
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Là dreptunghiul al doilea, excentricitatea axei y este 
d, = 1 + 4,5 — 2,87 = 2,63 cm 


20-10% 
Îy = ET Isi + 20-10: (213 — [ 


18:9 
12 


zy sasea | = 360 cmé, 


3.5. Să se calculeze momentul de inerție față de axa Oz la secțiunea alcătuită din două 


grinzi de lemn suprapuse, x ws a k 
(fig.3.14) prapuse, avind un interspaţiu i și fiind slăbite de un bulon cu diametrul d 


L= 0-am--o a 8 1 
12 ZO Pi 0 D-o). 


3.6. Să se afle momentele de inerție I, și 
SA | și Iy pentru a: ă profi 
lipite ca în figura 3.15. În ce caz se realizează FA zi Iy? ae pe a zici 


Pentru un singur profil I 20, se cunosc din tabelul anexă $ valorile 


Ia = 2140cm*; Ip = 11?emt; A= 33,5 cm?; d= = 4,5 cra 
2 eee) 


Pentru ansamblu 


Tz = sp = 2-2 140 = 4280 cmt 


s 


Iy = 2(lu, + Ad] = 2[117 +183,5 - 4,52] = 1 590 cmi. 


Pentru ca Iz = Iy, trebuie să se măr i 
E d cai biet y: ească distanța dintre cele două profile, spre a se 


Ie = 2[Iy, + Ad?]; 4280 = 234 + 67d?; d= 7,77 cm. 
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3.7. Să se calculeze momentele de inerție I; și Jy ale ansamblului profilelor din figura 3.16 


aşezate lipit unul de altul. 
În tabelele anexe 7 și 8 se găseşte 


Pentru 130: Iņ = 8030 cmt; Iy=495 cmt; 
e = 2,70 cm; Á, = 58,8 cm. 
Pentru I 24: In = 4250 cmt; Iy, =221 cmt; 
. A, = 46,1 cm?; h =24 cm. 

Pentru ansamblu, momentele de inerție sint 


I; = 2In + Iņ = 2'8 030 + 221 = 16 281 cmt 


h 2 
= ofa m(e+3) | + Ir = 249% + 


58,8(2,7 + 125] + 4250 = 30 652 cm4, 
: Fig. 3.16 


5. VARIAŢIA MOMENTELOR DE INERȚIE ÎN RAPORT CU AXE CONCURENTE 


Dacă pentru o suprafață oarecare dată (fig. 3.17) se cunosc momentele 
de inerție Iz, Iy, Izy față de două axe rectangulare 20y, se pune problema ` 
de a se afla momentele de inerție față de ún alt sistem de axe 20y, rotit 
cu un unghi « față de primul. 

Considerînd un element de arie dA, de coordonate z, y coordonatele 
sale în noul sistem de axe sînt : : 


zı = OD + 0B = ysin « + 2c0sa. 
y, = OB — BE = y Cos a — Z Sin a. 


Momentele de inerție față de noile 
axe sint : 


=f jaa =$ (y cos a —z sin «)? dA = 
A A 
= cost af PĂA + sin? cf 2204 — 
A A 


— 2 sin a cos a | yz dA 
A 


In =f zñ dA = | (ysin a -+ zcos a) dA= Fig. 3.17 
i 


A 


= sint a| 


PĂA + cosè a gdA + 2 sin a cos f yz dA. 
A A A 
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'Pinind seama Gă 
f PĂA = In | 2244 = Ip | yzdA = Iz, | 
A 4 A = 
expresiile momentelor de inerție faţă de noile axe se scriu : 
I, = Iz cos2a + Ip sin? e — Izy B] 
Iu, = I; sin?« + Iy Cosa + Iz sin 2a 
Momentul de inerție centrifugal este dat de relația 


(3.15) 


Iin f zy dA = $, (y sin « + z cos «) (y cosa — z sing) dA. 
A 


Li, = BÌn d COS ef yPAA — sin a cos af gadd. (costa —sin?o) f yzđdA 
A A A 
IL-—I, a 
Im = sin2a + Izy cos 2e. (3.16) 
Dacă se adună cele două momente de inerție faţă de axele 2, şi yı 
date de formulele (3.15), rezultă, 


Ia +I, I„(cos?2a + sin? «) + I„(cos?20 + sin? a) = I; + Ip 
A VW 


Din această relație rezultă că suma momentelor de inerție axiale, în . 


raport cu orice pereche de axe ortogonale care trec prinir-un pol dat, este 
constantă și egală cu momentul de inerție polar, indiferent; de poziţia ce ar 
ocupa aceste axe prin rotirea lor în jurul originii. Această sumă este un 
invarianti al momentelor de inerție aviale. A 
Înlocuind cos?a şi sina în funcţie de cos 2, formulele (3.15) devin 


1 +- cos 2a 1 — cos2« 


DE a 1, Taysin? a 
a Bat ln } LE oos 2a Ia sin 2a 
2 A 2 i f (3.17) 
Ip > DESE p g IEOR i rain da 


siti B-E cos 2a + Ip sin 2a. 


6. MOMENTE DE INERȚIE PRINCIPALE ŞI DIRECȚII PRINCIPALE 


În timpul rotirii axelor 21 Și Yy mărimile momentelor de inerție I,, 
şi Iş variază, trecînd prin maxime şi minime. Se poate determina unghiul 
pentru care I,, este maxim, derivînd expresia lui în raport cu 2 « şi anulind 
derivata 


Us a — Le 2 În gna — up cos 2 = 0. 
d2% 2 
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Unghiul care anulează derivata este 
21 


tg2a = 
pen I-I, 


(3.18) 


Pe de altă parte, dacă se anulează ecuația (3.16), rezultă aceeaşi 
valoare. De aici se trage concluzia : momentele de inerție awiale sînt mawime 
pe direcţiile pe care se anulează momentele cenirifugale. Aceste direcții poartă 
numele de direcţii principale, iar valorile momentelor de inerție respective 
sînt momente de inerție principale. 

Ecuația (3.18) dă două valori ale lui 2a, diferind între ele cu 7r, res- 
pectiv două valori ale lui «, reprezentînd direcțiile principale, prerpendi- 
culare între ele. Dacă se face calculul pe baza expresiei lui I„, se obține 
acelaşi rezultat. 

Pentru a afla valorile momentelor de inerție principale, se calculează 
sin 2a şi 2 e din relația (3.18) și se înlocuiesc în prima dintre formulele (3.17) 


2I, ` IL,— I 
sin 20 = + COS dop a 
VU LP VU, — LF F af, 
GED =i DEL III 21L, 
L ma i In = 
2 2 Va, -IF + V, = L} F4 
PIE 21, 1 -I l AB, 
12 a E a i 
2 2 VU Dra 2. Vü, — LPH i, 


Se observă că, aądunînd ultimii doi termeni, numărătorul este toemai 
cantitatea de sub radical. Semnul F poate fi-schimbat prin +, iar pa- 


ranteza (I, — I)? se poate înlocui prin (I, — I,}? şi rezultă 


L+ 1 

2 ` 2 

Pentru stabilirea pe desen a direcțiilor principale, se ia unghiul 

da <72 în cadranul I al axelor, obținînd o direcție principală ; perpendicu- 
lar pe aceasta, se află a doua direcţie principală. 

Se pune întrebarea : care este direcția căreia îi corespunde momentul 
de inerție maxim şi care este direcţia cu moment de inerție minim? Din 
formula, de definiție a momentelor de. inerție, se ştie că momentul de 
inerție este cu atît mai mare cu cât-elementele suprafeţei sint mai depărtate 
de axa respectivă. În acest sens, la figurile 3.11, 3.12, 3.13, se știe că mo- 
mentul de inerție maxim este cel față de axa Oz. Atunci cînd acest lucru 
nu se poate constata prin simpla, observare a figurii, pe care s-au desenat 
direcțiile principale, se determină direcţia, cu moment de inerție maxim 
prin folosirea, derivaitei a doua a relaţiei (3.17). ` i 

Fiecărui punct al figurii plane îi corespund două axe principale, 
respectiv două momente de inerție principale. În aplicații sînt importante 


I 


(Ha — Ly) F 4E (3.19) 
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6 — c. 1801 


momentele de inerție centrale principale, corespunzătoare axelor principale 
care trec prin centrul de greutate al figurii. 

La figurile cu două axe de simetrie, acestea; asînt şi axe principale; 
la cele cu o singură axă de simetrie, aceasta este axă principală, iar a doua 
este perpendiculara pe ea prin centrul de greutate. 


PROBLEME 


3.8. Să se determine direcţiile principale și momentele principale de inerție, corespun- 
zătoare punctului O, la semicercul de diametru d din figura 3.18. 

Pentru axele zOy care trec prin O, momentele de inerție sint cunoscute de la problema 3.1 : 
vdt 5ndt dt 

TEE ; 
128 ° ” 128 z 24 


at 
27 „24 
tg 2a = - 0,85 
Iy- Ie 5rdt zd 
128 128 


Fig. 3.18 


2a = 4022"; œ = 20°11 


a, = 20°11; dg = a z= 1102117 , a) 
1 (nat: i Sai 1 5rdt nd © í d n 
ha 3 (T25 T 128 2 323 ia] te la 3 
E FRI 
_ amd za zy [a 
128 sa | “24 


1 
= t; h= — d, (2) 
L= -7a d: h= Tog 
Înclinarea Ini OC este ` 
i i 2d 
3 3r 
ta0= DC a 0,4244; 0 = 23%, 
0;0 d 
„2 


Axa principală se află deci sub linia OC, 
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CAPITOLUL 4 
DIAGRAME DE EFORTURI ÎN BARE 


1. DEFINIREA EFORTURILOR ÎN SECȚIUNEA BAREI DREPTE, SOLICITATĂ LA 
ÎNCOVOIERE. CONVENŢII DE SEMNE 


În vederea calculării unei bare drepte solicitate la încovoiere, trebuie 
să se determine eforturile care iau naştere în secţiunile ei, datorite forțelor 
exterioare. În cazul cel mai general, arătat în capitolul 1, în secţiune pot 
exista patru componente ale efortului, numite : forță, axială, forță tăie- 
toare, moment încovoietor și moment de răsucire (v. fig. 1.4). Restrîngînăd 
generalitatea, în acest capitol se vor studia barele solicitate prin forțe 
care întîlnesc axa bazei, ceea ce face ca momentul de răsucire să fie nul. 
Întrucît efectul forţelor axiale a, fost studiat în capitolul 2, în aplicațiile 
ce urmează se vor studia în special bare solicitate prin forțe perpendiculare 
pe axa lor, ceea ce face ca în secţiunile lor să existe numai moment încovo- 
ietor şi forță tăietoare. ia i 

„Se realizează încă o simplificare a problemei, considerind că toate 
forțele aplicate -barei'se află într-un singur plan. În majoritatea cazurilor, 
acesta este un plan principal de inerție al barei, adică conţine una, dintre 
axele principale de inerție ale fiecărei secţiuni transversale. O consecință 
a acestei simplificări este că forța tăietoare şi veatorul-moment; încovoietor 
au, în planul secţiunii, direcții cunoscute : forța tăietoare se află pe axa 
principală care determină planul forțelor, iar momentul încovoietor 
pe a doua axă principală (fig. 4.1). Dacă forţele aplicate bareiau direcţii 
oarecare în spaţiu, ele se pot descompune în cele două, plane principale de 
inerție, iar problema se studiază în două etape succesive, tot în plan. 

Pentru studiul eforturilor în bară se studiază în prealabil echilibrul, 
determinînd reacţiunile. Se reamintește că pentru grinda solicitată prin 
forțe oarecare în plan există trei ecuaţii de echilibru din mecanică. Prin 
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urmare, grinda este static determinată dacă în reazeme există în total trei 
necunoscute. Acest lucru se realizează printr-un reazem simplu (cu o ne- 
cunoscută) plus o articulaţie (cu două necunoscute) sau numai printr-o 
încastrare (necunoscute: două componente ale forţei de reacțiune și un 
cuplu de încastrare). i 
După determinarea reacţiunilor, se alege secţiunea în care se caută 
eforturile, reperată prin distanța ei o la capătul din stînga sau 2' la capătul 


Faja din stinga 
& a secțiunii 


Fajo din dreapta ` 
a secfiunii 
b ; 
Fig. 4.1 


din dreapta al barei. Efectuînd secționarea, ca în figura 4.1, a, se introđuc 
eforturile. Dacă forțele sînt toate verticale, ca în cazul figurii, singurele 
eforturi sînt : forța tăietoare T, paralelă cù sarcinile, și momentul încovo- 
ietor, M, avind vectorul perpendicular pe planul forțelor- 

Se precizează că în urma secționării bara s-a împărţit în două bucăți : 
partea din dreapta, mărginită prin faja din dreapia a secțiunii, ṣi partea 
din stînga, mărginită prin fața din stînga a secțiunii (fig. 4.1, b). 

Dacă se examinează, de exemplu, partea din dreapta a barei, forța 
tăietoare T este egală şi de același sens cu suma forțelor de pe partea din. 
stînga a barei, adică T = V, — P, — P, sau este egală şi de sens contrar 
cu suma forţelor rămase pe partea din dreapta a barei, deci T = —V2+- Ps. 

Analog, momentul încovoietor M este egal cu suma momentelor 
forțelor de pe partea stingă a barei, calculate față de centrul secţiunii, 
sau a celor de pe partea dreaptă a barei, cu semn schimbat. 
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În mod uzual, în calculul eforturilor se folosește o schemă plană, ca 
în figura, 4.1, 6. Pe această schemă, momentele încovoietoare, ai căror 
vectori sînt perpendiculari pe planul desenului, se reprezintă prin săgeți 
rotitoare, ca în figura 4.1, d. . 

n cazul mai general, care se va întîlni mai rar, al barei încărcate și 
prin forțe înclinate, în secţiune există şi forțe axiale, ca în figura 4.2. În 
calculul celor trei eforturi, N, T, M, se adoptă anumite convenţii de semne, 
şi anume : 

Forţa amială este considerată pozitivă cînd produce întinderea părţii 
de bară asupra căreia este aplicată (fig. 4.3.). Prin urmare, pe faţa din 
dreapta a secțiunii, forța axială este pozitivă cînd este dirijată înspre 
stînga ; invers pentru fața din stînga a secţiunii (v. fig. 4.2.). ; 

Fatada O 


CU 
> 
+ 
dreapta a sectiuni Yr 7 
+N B FN. 


Fig. 42 y.) Fig. 4.3 


FTP 
1 


îi 


Forţa tăieloare se consideră, convenţional, pozitivă atunci cînd pro- 
duce, asupra elementului de bară pe care este aplicată, o lunecare similară 
unei rotiri a lui în sensul acelor ceasului (v. fig. 4.3). Prin urmare, pe fața 
din dreapta, forța tăietoare pozitivă este dirijată de jos în sus, iar pe cea 
din stinga, de sus în jos. e 

Momentul încovoietor se consideră, convenţional, pozitiv cînd produce 
lungirea părţii inferioare a barei și scurtarea celei superioare (v. fig. 4.3). 
Prin urmare, pe fața din dreapta, momentul 
încovoietor este pozitiv cînd roteşte în sensul 


+7 
acelor ceasului. 4“ P | 
De subliniat că, dacă se consideră o re 
porțiune din bară detaşată prin două sec- | + 
+7 


iuni, ca în figura 4.3, fața din stinga a por- 
țiunii este faţa din dreapta a secţiunii, și Fig. 44 
invers. b4 

În figura 4.4 s-au figurat sensurile pozitive ale celor trei eforturi, pe 
ambele fețe ale unei secțiuni. 

După aceste precizări, se pot da definițiile celor trei eforturi în felul 
următor, pentru faja din dreapta a secțiunii, : 

Forja azială într-o secţiune a unei bare este egală'cu suma algebrică a 
proiecţiilor pe awa barei a tuturor forțelor exterioare (inclusiv reacțiumile) 
care acţionează asupra părţii situate la stânga seciunii. 


Forja tăietoare într-o secțiune este egală cu suma algebrică a proiecțiilor 
pe normala la ava barei a tuturor forțelor exterioare (inclusiv reaoțiumile) 
care acţionează asupra barei la stânga secțiunii. 

Momentul încovoietor într-o sectiune este egal cu suma algebrică a 
momentelor tutror forțelor și cuplurilor emierioare (inclusiv reacțiunile) 
care. acționează la'stânga secțiunii, în raport cu centrul de greutate al acesteia. 

Evident, tot; așa, de bine se pot calcula eforturile cu forţele din dreapta 
secțiunii, ținînd seama de convenția de semne. 

Eforturile N, T, M variază de obicei cînd se trece de la o secțiune la 
alta. Pentru proiectare, este necesar să se cunoască variaţia lor, în special 
valorile maxime. În acest scop, este nevoie să se construiască diagrame de 
eforturi, care formează obiectul acestui capitol. . 


2. RELAȚII DIFERENȚIALE ÎNTRE EFORTURI LA BARE DREPTE 


Se consideră (fig. 4.5) un element de lungime dy dintr-o bară solicitată 
prin sarcini normale pe axa ei. Se consideră că pe intervalul de nu se 
aplică nici o sarcină concentrată, dar că există o sarcină distribuită, care, 
pe lungimea infinit mică, dz, poate fi admisă uniform distribuită. Deta- 


şind elementul din bară, se aplică eforturi T, M, considerate, pe ambele - 


secțiuni, pozitive. Din cauza variației lor în lungul barei, pe secțiunea din 
stînga, eforturile sînt T, M, iar pe cea din dreapta T + AT, M + dM. 
Se observă că, în acest fel, elementul de bară are, în secțiuni, patru necu- 
noscute (T, M, T +aT, M + dM) şi se dispune numai de două ecuaţii 
de echilibru. Rezultă că un element de bară detaşat prin două secțiuni este 
dublu static nedeterminat, deci nu i se 
pot determina eforturile T, M, spre 
deosebire de bara cu o singură secţiune 
| (fig. 4.1, 4.2), la care determinarea efor- 


torilor este posibilă. 

Ecuațiile de echilibru ale elemen- 
tului din figura 4.5 permit însă stabili- 
rea unor relații importante. Din ecuația 
de proiecţii rezultă, 


T — p dw — (T + dP) = 0, 


de unde 1 


= — 4.1 
da P, 3 (4.1) 


adică: derivata funcţici forţei tăietoare în raport cu abscisa secțiunii este 
egală cu sarcina verticală, luată cu semn schimbat. 
Scriind momentele faţă de secţiunea din dreapta, se obține 


M — (M + AM) + Tas — pË =o, 
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de unde, neglijînd infinitul mic de ordin superior p(d2)2/2, rezultă 
=T, ` (4.2) 


adică : derivata funcției momentului încovoietor în raport cu abscisa 
sectiunii este egală cu forja tăietoare. Cele două relații se mai seriu 


= = p. (4.3) 


Este evident că relațiile de mai sus se pot serie numai dacă M și T 
reprezintă funcțiile eforturilor, adică expresiile matematice care dau efor- 
turile într-o secţiune curentă v. Relații similare se pot stabili dacă asupra 
barei se aplică forțe axiale distribuite, cupluri distribuite ete. 

Relațiile stabilite mai susau importanță în construcția diagramelor 
de eforturi, astfel : 

1) Sarcina distribuită p măsoară panta diagramei de forțe tăietoare. 
La grinda fără sarcini distribuite (p = 0), diagrama de forțe tăietoare are 
traseul format din valori constante. g 

_ 2) Dacă în figura 4.5, pe intervalul dz, n-ar exista sarcina distribuită, 
ci o forță concentrată F, cele două forțe tăietoare ar diferi între ele cu F. 


E Prin urmare, în dreptul unei forțe concentrate, normală pe axa barei, 
‘diagrama de forțe tăietoare are un salt egal cu mărimea forței concentrate. 


~ 8) Mărimea forței tăietoare într-o secţiune măsoară panta diagramei 
de momente încovoietoare din secțiune. 

4) Momentul încovoietor este maxim în secţiunea unde forța făietoare 
(derivata momentului ) se anulează. - 

5) Pe orice interval al barei, funcţia forței tăietoare este cu un grad 
superioară funcției sarcinii, iar cea a momentului cu un grad superioară 
celei a forței tăietoare. 

_ 6) Pe intervalele unde forța tăietoare este pozitivă, momentul înco- 
voietor creşte, şi invers. $ 

1) Diagrama momentelor încovoietoare are -salturi numai în dreptul 
unor cupluri exterioare, aplicate pe bară. : 


3. CONSTRUCȚIA ANALITICĂ A DIAGRAMELOR DE EFORTURI 
i LA BARE DREPTE 


Folosind definițiile și regulile stabilite, se va arăta modul de construcție 
a diagramelor de eforturi N, T; M la bare drepte. Pentru construcția aces- 
tora este necesar să se aleagă un sens de parcurs al barei, adică de creştere 
a variabilei v, de obicei de la stânga la dreapta (v. fig. 4.1). Adeseori se va 
folosi şi variabila, v’, măsurată de la dreapta spre stinga, 
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Pentru a construi, pe cale analitică, diagramele de eforturi, se stabilesc 
ecuațiile lor 


N = f(s), T = fa), M = fa) 


i se reprezintă apoi grafic. Ă Ă a 
5 Se For trata o serie de exemple tipice de construire a diagramelor de 
eforturi. i 


a. BARE SIMPLU REZENMATE LA CAPETE 


1) Bara simplu rezemată, încărcată cu o sarcină concentrată. Bara de 
deschidere 1 din figura 4.6 este articulată în Z şi simplu rezemată, în 2 și 
încărcată cu o forță concentrată P. 
Scriind pe rînd ecuaţiile de momente 
faţă de reazeme, se găsesc valorile re- 
acțiunilor ; 


n=}; v, =P 


| 


Se notează cu I, 2, 3, ... punctele 
caracteristice ale barei, fie reazeme, fie 
puncte în care se aplică anumite forțe. 
Se alege ca sens de parcurs sensul 1—3 
arătat de săgeată și se consideră efortu- 
rile pe faţa din dreapta & secțiunii. Dacă 
i se alege o secțiune oarecare œ între Işi 
Linede: 3, forța tăietoare, conform definiției date 
anterior, este egală cu suma proiecțiilor 
pe normală a forțelor din -stînga secţi- 
unii, deci 


b 
Ta Tis + v P i 


Indicele « reprezintă, forța tăietoare în secțiunea æ (nu pe axa e), iar 
indicele 13 arată că este vorba de forța tăietoare într-o secțiune oarecare 
din intervalul 1—3. Relația de mai sus arată că, pe intervalul 1—3, forța 
tăietoare este constantă. Spre a construi diagrama forțelor tăietoare se 
procedează astfel : se ia o linie de reper paralelă cu axa barei şi se repre- 
zintă deasupra forțele tăietoare pozitive şi dedesubt cele negative. Pe inter- 
valul 7—3, diagrama este o paralelă la linia de reper. În dreapta secțiunii 3, 
la distanța « de ea, forța tăietoare este 


b—l 


Q 
Par = V — P pŽ-pP PSPS Toe 
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Se constată că forța tăietoare este, de asemenea, constantă pe inter- 
valul 3—2. La aceeaşi expresie se ajunge scriind că într-o secțiune oarecare 
între 3 şi 2 forța tăietoare este suma, proiecțiilor pe normală a forțelor din 
dreapta, secțiunii, cu semn schimbat. În dreapta se găseşte numai reac- 
ţiunea V, dirijată de jos în sus, deci producînd forţă tăietoare negativă 


D= Ta Va pe. 


Se vede pe figură că diagrama, T se deschide cu valoarea reacţiunii V,, 
care este îndreptată în sus, coboară brusc eu valoarea P în dreptul forței 
P şi se închide cu valoarea V, în dreptul reazemului 2. 

Se observă că forja tăietoare este constantă în intervalele dintre fortele 
verticale și are discontinuități în dreptul lor, saltul fiind egal cu valoarea 
acestor forțe. 

În secțiunea z dintre 1 şi 3, momentul încovioietor este produs numai 
de reacţiunea V, şi are expresia, : 


U, = M = Ve Pa. 


Aceasta: este o funcţie liniară și pentru a construi diagrama, se calcu- 
lează valorile sale în două puncte, de exemplu în 7 și 3: 


— pe reazemul Z, pentru æ = 0, M, = 0; 


— în punctul 3, pentru s = a, M, = p2, 


Se ja o linie de reper paralelă cu axa barei şi se reprezintă valorile po- 
zitive dedesubtul ei, iar cele negative deasupra. Se poate trasa astfel dreapta 
care reprezintă diagrama, momentelor pe intervalul 1—3. Trecînd la o sec- 
ţiune oarecare & în dreapta forței P, ecuația momentului este 


M, = Mao = Vix — P(s — a) 


` 


Pe P(a — a), 


„deci tot o funcție liniară. În secţiunile 3 şi 2 pentru æ = a şi e =l, ecuaţia 


de mai sus dă M, = Pab/l şi M, = 0. Se trasează astfel a doua, parte a 
diagramei de momente încovoietoare. Pentru intervalul 3—2 era mai comod 
să se scrie ecuația de momente luînd în considerare forţele din dreapta 
secţiunii şi notînd cu «' distanţa, de la reazemul 2 la secţiune 

M, = My = Vo. 
Se vede căla 2 = 0 rezultă M, = 0 şila a = b rezultă M, = V,b = Pabji. 


Pentru cazul particular în care forța, concentrată se găseşte la mijlocul 


deschiderii, a = b = Ei şi deci 5 
Z ; Mas= a 25 


Se observăcă :` 

1) Atât forțele tăietoare cât și momentele încovoietoare au câte o ex- 
presie pe intervalul 1—3 diferită de cea de pe intervalul 3—2. Pe ambele 
intervale forța tăietioare este constantă, iar variația momentelor încovoie- 
toare este liniară. , 

2) Pe intervalul cuprins între forţe concentrate, momentul încovoietor 
variază liniar. Diagrama, momentelor îşi schimbă înclinarea în dreptul 
forţelor concentrate, acolo unde diagrama forțelor tăietoare are un salt. 

3) Pe reazemele simple situate Ja capătul barei, momentul încovoietor 
este nul. Momentul maxim se ajlă în dreptul forţei concentrate ; la grinda 
cu mai multe forţe, momentul maxim se află în dreptul uneia din ele. 

4) Momentul încovoietor este maxim în secțiunea unde forţa tăietoare 

trece prin zero. : 
P 2) Bara simplu rezemată la capete, 
H D Ox -Q încărcată cu o forță înclinată. Cazul 
acesta, reprezentat în figura 4.7, este 
7/2 1/2 z  amalog celui precedent. Componenta ori- 
V% zontală a forței P produce torţe axiale 
ul N, iar componenta verticală dă torţe 
mE tăietoare T -şi momente încovoietoare 
Pens a | M, calculate întocmai că la problema 


Eon } precedentă. 
Za E Înainte de orice calcul, se determină 


Z reacțiunile barei : 


He H, = P cos a; Va => P sin a = Va 


Pl sina 
7 axiale, se ia o secțiune oarecare, între 
E 1 şi 9, în care 

N, = Ny = —H = —P cos a. 
Pe intervalul 1—3, forţa axială este constantă, negativă. Pe al doilea 


interval, ea este nulă. i 
Celelalte două diagrame se construiesc la fel ca în exemplul precedent, 
înlocuind în calcule forța P, prin P sin e. 


Fig. 4.7 
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Pentru a construi diagrama de forțe” 


3) Bara simplu rezemată, cu sarcină Ă istribui 
i mplu reze 3 cină uniform distribuită. B i 
figura 4.8 oste, încărcată cu o sarcină uniform distribuită, verticală. Te 
Aa „jo e intensitate 2 lanin, etc. Forța totală aplicată barei este 
= pl, iar reaeţiunile, dif motive de simetrie, * . i 
f V, = V, = plj2. 


Într-o secțiune æ, forța tăietoare este 


, 


T=,- p =p (4—2). 
Ea variază liniar. ia fii ilă : 
forța täietonto pera ecuaţia fiind valabilă pe tot lungul barei. Pe reazeme 


în 1, la æ = 0, D= = Va 


aj E 24 piete De ca 


Fig. 4.8 


Adăugînă în 2 m : 
i e UE în 2, forţa, concentrată + Va, diagrama de forţe tăietoare 


Într-o secțiune æ, momentul încovoietor este 


M, = Ve az = 2 g (l — æ). 
El se anulează la capete, la æ = 0 şi g = l, şi este maxim în mijloc 
(unde forța tăietoare este nulă), la = — l | 
; i 2 
` Mpa = 2-2) a2 
Fi c 


2 8 
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Se constată că forța tăietoare variază liniar, iar momentul încovoietor 
parabolic, ambele avind cîte o singură ecuație pe toată lungimea barei. 

4) Bara cu um sistem oarecare de forţe concentrate. La bara din figura 4.9 
se determină în prealabil reacţiunile 


Va Pbi; V= E Pa 


după care se construiesc diagramele T, M la fel ca în exemplul din figura 
4.6. Momentul încovoietor este maxim în secțiunea unde forța tăietoare 
trece prin zero. 

Un caz particular interesant este al parei simetrice din figura 4.10 : 
se observă că pe intervalul dintre cele două sarcini P forța tăietoare este 
nulă, deci momentul încovoietor este constant. Se zice că pe acest interval 
bara, este solicitată la, încovoiere pură. 

O altă concluzie interesantă se degajă din examinarea diagramelor 
T, M ale barelor simetrice (simetrie geometrică şi mecanică) din figurile 
4.8 şi 4.10 : dacă o bară este simetrică faţă de mijlocul ei, diagrama de mo- 


lel 
UE 
„AX UI A. 


Fig. 4.10 


mente încovoietoare este, de asemenea, simetrică, iar cea de forțe tăietoare este 
antisimetrică (în puncte simetrice, forțele tăietoare sînt egale, dar de 
semne contrare). 
5) Bara cu sarcină triunghiulară. La bara din figura 4.11, cu o sarcină 
pl 


triunghiulară de valoare maximă p, încărcarea totală este F = Ti Con- 
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siderind această încărcare aplicată în 
erîné centrul de greutate al tri iului 
de încărcare, se pot determina ușor reacțiunile, A cita 


Într-o secţiune oarecare æ, sarcina distribuită are intensitatea, 


P: = Ta. 


Se pot determina forţele tăi i j i i 
FE Man a porc U a ha toare şi momentele încovoietoare prin 


T, ( p-ae = (Fpir= PË + 0, 


Constanta, C, se determină aplicînd relația în origine, la 2 = 0, unde 


4 
se ştie că T, = V, = z, Rezultă deci 


T,= p pe, 
6 2l 
Se observă că forța tăietoare variază parabolic. În reazemul din 
= n 5, l 

dreapta, la æ = ł, rezultă T, = — m = — V. Forța tăietoare se anulează 
în secțiunea dată de ecuația 

pl 2 sui =0; x i 0 

A a ; i dn „577 1. 


Panta diagramei T, fiind măsurată d i ă că 
mul din stînga (unde p, “= 0) dia, rama a ri ip zind 
expresia forței tăietoare, ir 2o Jena orizontala; Tutegrina 


M, =È T, ao =(( 22E) as — Plop 
=$ (3 ZT) Audi i 7 tă 


Întrucât pe reazemul simplu, la v = 0, momentul este nul, rezultă, 


2 = 


Momentul încovoietor variază după o parabolă cubică, al cărei maxim 
este i 
u pb 1 E SA _ pe 
m 63 3 9/3 


6) Bare simplu rezemate cu cupluri concentrate. Bara din figura 4.12, 
încărcată cu un cuplu exterior pe reazem, are reacțiunile egale și de sens 


contrar, V, = Ve = a, Forța tăietoare este constantă pe toată bara, 


iar momentul variază liniar. La bara din figura 4.13, cu două cupluri pe 


Merth 

M, 

(rE) 
. J, 

4 | 

4 

TITI 

“ 

$ Me 


7 


Fig. 4.12 Fig. 4.13 


m Ă A : tă 
reazeme, dacă M, > M, rezultă V,>0, iar momentul încovoietor creşi 


M ia Ma. `, i PES 
Se a soia din figura, 4.14, cu cupluri egale pe reazeme, se i atata inco 
voierea pură; momentul este constant, iar forța tăietoare nulă, 


Fig. 4.14 Fig. 4.15 


La bara din figura 4.15, reaeţiunile au valoarea Vi = V, = — 


ivă ă i e mo- 
Forţa tăietoare este negativă, constantă. Ca urmare, diagrama d 
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mente are peste tot aceeaşi pantă, scăzînd mereu. Momentul încovoietor 
are două ecuaţii, pe cele două intervale ale barei 


0< asa; M, =V, o = e o; 
Mya 


M, = 0; M; = — i 


o<s<l; M, = Vio + M= — Že a + My; 


Ma 
1 


Rezultă, că diagrama de momente încovoietoare are, în dreptul sec- 
ţiunii unde se aplică, cuplul, un salt egal cu valoarea, cuplului. 


My = — +M = Mt ; M, = 0. 


b BARE ÎN CONSOLĂ 


Pentru barele în consolă (bare încastrate la un capăt şi libere la celă- 
lalt), regulile stabilite pînă aici rămîn valabile. În reazemul încastrat există 


un cuplu deci diagrama de momente încovoietoare începe cu valoarea 
acelui cuplu. z 


La bara din figura 4.16, ecuațiile de echilibru dau reactiunile 
N e A ceeatacicai 
Pı = P; M, = PI. 


Forța tăietoare este constantă, pozitivă. Momentul încovoietor într-o 
secţiune oarecare este k i 


M, = —M, + Vız = —P1+ Pa, 
deci variază liniar, fiind Fl în încastrare şi nul în capătul liber. 


Fig. 4.16 


Fig. 4.17 


Dacă se înversează reazemul încastrat; (fig. 4.17), forța tăietoare devine 
negativă, pe cînd momentul este tot negativ. 


Regulile cunoscute se menţin : în figura 4.16 momentul crește mereu, 
de la, — PI pînă la zero, forța iăietoare fiind pozitivă : în figura 4.17, mo- 
mentul scade mereu, de la zero la —PU, i 


P P 
”, 
(Cra 
pi. j 
MW 
pl g/h; m 
7 LI € P 
-2 H 
A. M 
Re. d Ba w 


Fig. 4.18 Fig. 4.19 


Bara cu sarcină uniform distribuită (fig. 4.18) are reacțiunile 


2 
V,= p; M, = k $ 
Ecuațiile forței tăietoare şi momentului încovoietor sînt 
2 2 
T,=p9— po; M, z | pis — 25 . 


Ambele mărimi au maximele în încastrare și devin nule în capătul 
liber. Forţa tăietoare variază liniar, iar momentul după o parabolă, care 
în capătul liber (unde T = 0) are tangenta. orizontală. 

Bara, din figura 4.19 este solicitată la încovoiere pură. 


e. BARE CU CONSOLĂ 


Barele cu console sînt bare simplu 
rezemate, avînd, la unul sau la ambele 
capete, prelungiri, încărcate cu sarcini, 
numite console. 

Se consideră bara din figura 4.20, 
avînd o singură sarcină, pe consolă, Ecu- 


MEMI 


Vl — Pa=0; V =PA. 
Fig...4.20 l 


Din ecuația de proiecții rezultă 
7, = V+ = P(u ES 
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aia de momente față de reazemul 2 dă 


Se construiește diagrama, de forțe tăietoare, în felul cunoscut : în 
dreptul reazemului 2, ea are un salt egal cu valoarea reacţiunii Va. Dia- 
grama de momente este formată din două drepte, avînd maximul pe rea- 
zemul cu consolă, M, = — Pa. Se reţine că barele cu console au momente 
îmeovoietoare pe reazemele unde există console. Diagramele din figura 4.20 
sînt identice cu cele din figura 4.6 cu observația că reacţiunea, a luat locul 
sarcinii, şi invers. 


d. ÎNCĂROĂRI COMPLEXE. 
METODA SUPRAPUNERII EFECTELUR 


În cazul încărcărilor complexe, alcătuite din mai multe tipuri de încăr- 
cări diferite, acționind simultan, se procedează ca în exemplele precedente, 
şi anume : se determină reacţiunile pentru încărcarea totală, apoi pentru 


fiecare porţiune de grindă se scriu expresiile care dau funcțiile N, T și M“. 


În unele cazuri se ajunge mai repede la rezultat aplicînd principiul 
suprapuneri efectelor. Acesta constă în a considera separat efectul fiecărei 
îneărošri simple şi a calcula astfel funcțiile T și M corespunzătoare lor. 
Funcția efortului total pentru fiecare porțiune de grindă, produs de toate 
încăreările, se obține adunînd algebric funcțiile corespunzătoare diferitelor 
încărcări pentru acea porțiune. Trasarea diagramelor de eforturi se face 
adunînd algebric, pentru fiecare secţiune, ordonatele corespunzătoare 
fiecărei încărcări. Ca exemplu, se consideră bara din figura 4.21, acționată, 
de o sarcină repartizată p şi de două forțe concentrate. 

Dacă acționează numai sarcina p, diagrama de momente este cea de 
sub linia de reper. Dacă acţionează numai forţele Fy, Fa, diagrama momen- 
telor este cea de deasupra liniei de reper. Cind acţionează simultan ambele 
feluri de sarcini, diagrama momentelor este o curbă oarecare. În loe de a 


p 


Fig. 4.21 Fig. 4.22 


construi o astfel de curbă, se desenează diagramele, parțiale, de forme cu- 
noscute, iar momentul total este suma lor. În acest caz, momentul încovo- 
ietor într-o secțiune se măsoară între cele două curbe, ca în figura 4.21. 

Spre a se putea, aduna ordonatele, una din curbe se desenează deasupra 
iar cealaltă dedesubtul liniei de reper, dacă ambele diagrame au același 
semn. Dacă diagramele de momente sînt de semne contrare, ca în figura 4.22, 
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ele se desenează de aceeaşi parte a liniei de reper, iar momentul total re- 
zultă prin scăderea ordonatelor celor două curbe. 


PROBLEME 


41. Se dă bara simplu rezemată din figura 4.23 și se cere să se construiască diagramele T, 
M pentru sistemul de forţe din figură. 
Se determină reacțiunile 
E Pb 50. 6,5 4- 200-5 + 20: 3,5 + 100:3 4- 300-1 


E 7,5 


v= = 266 daN. 


V, = EP — V, = 404 daN. 
Se calculează forțele tăietoare și momentele încovoietoare în diferitele secțiuni indicate 
pe figură 

Tis = V, = 266 daN 

Tas = 216 — 200 = 16 daN 

Ter = —4 — 100 = —104 daN 

M,= 0; M=0 

M, = 266. 2,5—50- 1,5 = 590 daN - m | 


Ta = 266 — 50 = 216 daN 

Tes = 16 — 20 = —4 daN 

Tia = —104 — 300 = —404 daN 

M; = 266-1 = 266 daN- m 

Mg = 268-4 — 50 -3 — 200 -1,5 = 
= 624 daN-m 

Me = 404- 3 — 300 - 2 = 612 daN- m M; = 404:1 = 404 daN: m. 


Pentru secţiunile 6 şi 7, momentele s-au calculat de la dreapta spre stinga, avind mai 
puţine forţe în dreapta secţiunii. Se vede că momentul maxim este în secţiunea 5, unde se anu- 
lează forţa tăietoare. 


1000daN 


IHE 


N ale, 
e IN 
i p 


IN 
CE) 
II) 


590 6 612 
Fig. 4.23 
&.2, Să se construiască diagramele T, M la bara din figura 4.24, încărcată cu o forță con- 
centrată și un cuplu, 
Ecuațiile de echilibru dau i 
V, + V, — 1000 =0; 1000:2 +2000 — V,:6= 0 


Va 667 daN; V, = 333 daN. 
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Forţele tăietoare sînt 
Tis = Va = 333 daN; Ty = 333 — 1 000,= —667 daN. 
Pentru momentele încovoietoare se obţine : 
M, = Væ = 333 £; M; = 0; M= 666 daN: m 
Mz = Vx — 1 000 (x — 2) = 333 — 1 000 (x — 2) = 2 000 — 667 x 
M= 2 000 — 667 -4 = —668 daN- m. 


În punctul 4, diagrama momentului încovoietor are un salt. Astfel, în dreapta punctului 4, 
momentul îucovoietor este 


Mi = 333*4 — 1 000-2 -+ 2 000 = 1 332 daN: m. (D 


Calculind pe intervalul 4—2 momentele 
din dreapta secţiunii, rezultă 


Mia = Var = 667 x’ 
Ma = 0; M= 1334daNem. (2) 


Valorile (1) și (2) diferă unumai prin ro- 
tunjirile făcute la calculul reacţiunilor V, şi Va. 
4.3. Să se construiască diagramele T și M 
pentru bara din figura 4.25, încărcată cu sarcina 
continuă p și cu forţa concentrată P. 
Reacţiunile sînt 


Fig. 4.26 
Curba forţelor tăietoare rezultă, prin suprapunerea efectelor, din linia punctată a sarcinii 


continue p, din care se scade P/2 pe jumătatea din stînga, respectiv se adaugă P/2 pe jumătatea 
din dreapta. 


Pentru momente, diagrama rezultă scăzind, din parabola sarcinii p , triunghiul forţei P. 
Dacă momentul din mijlocul grinzii este 


3 M, = — —-— > 0, 
4 
diagrama are forma din figura 4.25, c, iar dacă M, 4.0, se obține diagrama din figura 4.25, d. 
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A, Să se construiască diagramele T, M la bara din figura 4.26. Reacţiunile sint 


pl F pl 2F 
Vi + l Va + . 


Forța tăietoare variază liniar pe treimea mijlocie (unde momentul încovoietor variază 


parabolic) și este constantă pe celelalte două intervale, 

Dacă forţa tăietoare se anulează undeva între 3 şi 4, acolo momentul încovoietoreste 
maxim și rezultă diagramele Tg, Ma. În secţiunea 3, unde forța tăietoare nu are salt, linia dreaptă 
şi parabola diagramei de momente se racordează, în timp ce în secţiunea 4 diagrama are discon- 
tinuitate de pantă. 

š Dacă anularea forței tăietoare are loc în secţiunea 4, prin salt, rezultă diagramele To, 
Mo; momentul are un maxim — însă nu algebric — în punctul 4. În cazul cînd forța tăietoare 
se anulează în 4, înainte de a avea salt, rezultă diagramele Te, Me; acum momentul are în 4 
un maxim algebric, însă şi o discontinuitate de pantă. 


4.5 Să se construiască diagramele T, M la bara încastrată din figura 4.27. Reacţiunile 
sînt 


3 
V, = 3-1000 = 3000 daN; M = 3-1 000 (++:)- 7 500 daN- m, 
Diagrama forțelor tăietoare se construieşte pe baza ecuațiilor 
Tio = V= 3 000 daN ; Ta = pz’; T, = 1000: 3 = 3 000 daN; T; = 0. 
Ecuațiile momentelor încovoietoare sint 


M= — M, + Vas = —7 500 + 3 000 z 


M, = — 7 500 + 3 000:1 = —4 500 daN: m 
2 1000-32 Ş 
Mas P 3 3M = — z == —4 500 daN: m; M, = 0. 


În capătul 3, panta diagramei de momente este nulă. 


„p=100daN]m 


”, ONAA 
s Sa 
F=2000 daN 
An 
i P E 
-eooo TEITT 
Odai 


Fig. 4.27 Fig. 4.28 


4.6, Să se construiască diagramele N, TM pentru Dara din figuraz4.28. Ecuațiile de 
echilibru dau reacţiunile în încastrare 


EH, mm F = 2.000 daN: V, = pl = 100*8 = 800;daN; M, = —1 200 daN- m. + 


100 


Forţa axială este constantă în tot iungul barei 
Ny = — H, = —2 000 daN. 
Forţa tăietoare variază liniar 
Tio = V, — pz = 800—1002; T, = 800 daN; T, = 0. 
Momentul încovoietor variază parabolic 


pr? r 
Mp = M, + V — i M, = — 1200 daN’ m; 


100- 82 
M, == —1 200 + 800-8 = = 2.000 daN- sa, 


Momentul se anulează într-o secţiune « dată de ecuaţia 


pr 10022 
M, + Ve = 05 —1200-+800 2— 


Prin transformare, ecuaţia devine 
x? — 16 -+ 24 = 0; £= 8 + 6,32. 
Este valabilă numai soluţia cu minus, deci 


x= 8 — 6,32 = 1,68 m. 


4.7. Să se construiască diagramele T, M la bara din figura 4.29. Să se calculeze momentul 


maxim și secţiunea unde momentul este nul. 
Să se calculeze apoi ce relaţie trebuie să existe între I și a pentru ca ; 


— momentul în mijlocul grinzii să fre nul; 
— momentul în mijlocul grinzii să fie egal și de 


semn contrar cu cel de pe reazeme. 


Se obţine 
I 
v= V4= (2 + a) 


T= —pri; T,= 0; T= — pa (1) 


Ty = — pat V=- 


LA 
Tu= Ty — ps — aà) = p (+ + a pe. 2) 
Distanța « se măsoară de la punctul 7. 


l l 
TE n mp le-a 


Ta = Zp— p(2— l— a) = p(+20)— pz; 
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Fig. 4.29 


T= 0. 


(68) 


peste tot aceeaşi înclinare, deci sînt paralele. Momentele au valorile 


pt pa 
Ma 3 3 M = 0; M=- 3 


px? pr? t4 
Mysa t ne-am- +o(1+a)]e-o 


Momentul este maxim la mijlocul grinzii, unde forţa tăietoare este nulă 


Formulele (1), (2), (3) arată că dreptele care reprezintă diagrama forţelor tăietoare au 


p 1Y l l p fe 
Max = — — — — —— = —|— — 
max E (e) teert) (e+ FI a|= 3 i 2). (4) 
Curba momentelor este formată ditntr-o parabolă pe porțiunea 7—2, apoi o altă parabolă 
între 2—4 și în fine o parabolă la fel ca prima, între 4 şi 5. E aki 
Condiţia ca momentul la mijloc să fie nul rezultă din 


formula (4) 


Condiţia ca momentul din mijloc și cel de pe reazem să fie 
egale în valoare absolută rezultă din egalitatea ; 


e 
Mal = | Mmazl; = -a2]= P T 
2la 2 y3 


4.8, Să se construiască diagramele T, M la grinda din 
figura 4.30 ştiind că P = pl. Reacțiunile sînt : 


pl 4 
V, + Vs PH— = P; 
$ 2 + 3 3 
gt + pl I l 
E S Val=0 
4 
n= P We 
Forţele tăietoare şi momentele încovoietoare sînt 
4 "5 
Ti3 = Va 3 P; Ta 3 Pi Tu= pi; 
l P 
T=0; T} = p= = 
s i Da Pg 3 
4 2 
Ma = Vr = 3 Pr; M=0; M= PI 
l Pl pr? 
Mas = Vaz e( z) ; M= 15 ; Ma 3 3; M=0. 
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4. BARE COTITE. CADRE PLANE. 


În afara barelor drepte, examinate pînă aici, adesea se întilnese bare 
cotite, formate din mai multe bare drepte sau curbe, legate între ele prin 
noduri rigide, de exemplu cele din figura 4.31, a, 0. Se zice că nodul este 
rigid dacă nu permite nici o rotire a unei bare față de alta. 


Fig. 4.31 


Sistemele de bare ale căror axe formează o linie frintă, sau ramificată 
(fig. 4.31, a), iar nodurile realizează legături rigide sau articulate, poartă 
numele de cadre. Prin figură indetormabilă se înţelege aceea care nu permite 
deplasări de felul celor care au loc în mecanisme, ci numai deformajii şi 
deplasări elastice. Astfel de cadre se întîlnesc frecvent în construcţii de 
maşini : portalul unei mașini de rabotat, un cap de bielă ete. Ele se întâlnesc 
mai frecvent şi în forme mai complicate în aplicaţiile inginerului constructor. 

În figura, 4.31, b s-a luat exemplul unei bare cu ramificație. 

Pentru construirea diagramelor N, T, M la bare cotite, bare ramificate 
şi cadre, se/folosese definițiile date anterior. Pentru aplicarea acestor defi- 
niţii, este necesar să se aleagă un sens de parcurs al cadrului, aşa cum se 
arată prin săgețile din figura 4.31. Rotind hirtia aşa ca, pe rînd, la fiecare 
bară săgeata, să fie orientată de la stînga spre dreapta, se aplică regulile 
cunoscute pentru calculul eforturilor. Se precizează că forțele din stinga 
unei secțiuni se înțeleg pînă la capătul barei sau cadrului, deci cele aflate 
pe toate barele din stînga secțiunii. 

În calculul momentelor încovoietoare, se ţine seama, de efectul de nod : 
momentul încovoietor într-un nod rigid este același şi de acelaşi semn pentru 
cele două bare care pleacă din nod 2. De asemenea se ţine seama de faptul 


2 În cazul”general al unui nod cu mai multe bare concurente, suma algebrică a momen- 
telor din nodjeste nulă. 
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că în orice articulaţie, fie ea în reazem sau între bare, momentul încovoietor 


este nul. În construcţia diagramelor N, T, M, linia de reper este însăşi 


bara, cotită sau cadrul. 

În figura, 4.32 s-au construit; 
diagramele V, T, M pentru o grindă, 
cu două deschideri, rezemată în 


III III] 
EXIL III 


piomm 


4 punctele 7, 2, 4 și formată din 


MEIA 


două bucăţi, articulate între ele în 
punctul 5. Separind grinda în 
punctul 3, se pot scrie uşor ecua- 
tiile de echilibru, determinînd re- 
acţiunile Hy, Vi, Va. Va După 
aceea, se construiesc diagramele 
de eforturi, după regulile cunos- 
cutie. Caracteristic acestui fel de 
grinzi este faptul că în articulații 


paz a 2 (în cazul de față în secţiunea 3) 
PER momentul încovoietor este nul. 
PROBLEME 


4.9. Să se construiască diagramele N, T, M la bara din figura 4.33. O ecuaţie de momente 


dă valorile reacţiunilor verticale 


F 
o 
40 el" © 
a ó 
An Z h 
F 
v ÎLE 
u 
a 
Ai 
FL X 
FI 
-F 
n z 7 
r% 
Fig. 4.33 


Pe bara verticală (consolă), momentul 


iar ecuaţia de proiecții dă H, = F. 
Forţă axială există numai pe intervalul 1—3. 
Forţa tăietoare, pe bara orizontală, este 


T, r4 
E Tau TR. 


iar pe cea verticală Ty = F. 
Momentul încovoietor variază liniar pe toate cele 
trei intervale. Pe bara orizontală, el are valorile 


ea 


i 


e 
Ms = —F 77 M 0; M;=—F 
e 
Ma= — F79 t Fe; 


ea eb 
My = SEET + Fe= Fe ; M, =0. 
încovoietor variază între zero şi. —Fe. 
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4.10. Să se construiască diagramele N, T, M la bara cotită din figura 4.34. 
Se determină reacțiunile 


ph? ; pib? 
IoT Val=0; V= V= z1 ; H= ph. 
A i P 
Cu aceste valori, pe baza regulilor cunoscute, 
se construiesc cele trei diagrame. Se observă, în 
nodul 3, conservarea momentului încovoietor, mar- 
cată prin aceea că s-a trasat un sfert de cerc de la 
diagrama barei orizontale la cea a barei verticale. 
4.11, Să se construiască diagramele N, T, M | 
la arborele cotit din figura 4.35. Z 2. LI T 
Reacţiunile sînt : VA 
Phe 
D 
Pje Y 
© -P2 
7 
-Ple 
a |E 
© p 
A, 2) 4 dă a JE 
TA 
P P r 
T T 
yN 
N © N 
Fig. 4.34 Fi.g 4.35 


Diagramele forțelor tăietoare sînt formate din porţiuni de valoare constantă pe barele 


[SI 


orizontale și sint nule pe' cele verticale. Momentul încovoietor' este maxim în mijlocul arborelui 


Mmaz = 2 U+ a). 


Forţa axială există numai în barele verticale (manivele). 


4.36. 
Din motive de simetrie, reacţiunile sînt 
l 
n= n=; no 
2 
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412. Să se construiască diagramele N, T, M pentru cadrul simetric, articulat, din figura 


Separind jumătate din cadru, ca în figura 4.36, b, se poate construi diagrama de momente 
pe intervalul 3— 5. Într-o secţiune x, momentul încovoietor este 


iar în colţul 5 are valoarea 


pe 
M; = = -—. 
My 3 


Pe de altă parte, pentru stilpul 5— 2, momentul M; poate fi considerat ca produs de reac- 
țiunea H, 
l2 E 
ii se ee Pt 
a 8 8h 


Cunoscind aceste valori, diagramele N, T, M rezultă ca în figura 4.36. 


` 5. MOMENT MAXIM MA XIMORUM 


În problemele studiate pină aici, sarcinile ocupau poziţii fixe pe bare. 
Se întilnese cazuri în care sarcinile, păstrindu-şi direcția, îşi schimbă 
punctele de aplicaţie. Așa sînt sarcinile transmise podurilor de către roţile 
vehiculelor. Asemenea, sarcini poartă numele de sarcini mobile. 

Pentru o poziţie oarecare a sarcinilor pe grindă, se poate determina 
secţiunea unde are loc momentul maxim și valoarea acestuia. Pentru altă 
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poziţie a sarcinilor, secţiunea unde are loc momentul maxim şi valoarea, 
lui se schimbă. Rezultă că pentru sarcini mobile momentul încovoietor 
maxim este o mărime variabilă, care poate avea un maxim, căruia, i se dă 
numele de moment; masim mazimorum. Se va determina, acest; moment 
pentru convoiul format din forţele F, şi F, din figura 4.37 , care reprezintă, 
sarcinile pe osii ale căruciorului unei macarale. Se presupune E, > Pa 
Dacă distanţa dintre cele două sarcini este a, se determină, poziţia recul. 
tantei R = F, + F, scriind momente față de punctul de aplicație al forței F 
F,- a = (F, + F) ojo= ʻa. 
B+P, 


Să presupunem că momentul maxim are loc în dreptul forţei F, si ă 
notăm cu v distanţa dintre rezultanta, R și mijlocul grinzi. Se a Pie 


M mas =V, E — (6 — «) |: 


Reacţiunea V, se află din ecuaţia de momente față de reazemul din 
dreapta 


VI — (F, +P,) (2) =0 


l — 2g 
V: = (F, + BP) 
1 ( 1 + 2) 2 
Se înlocuieşte în expresia, lui Max 
l—2gf l 
Mra = (F + F, PER 
(Fi + F) z | 3 
F, 
-~a +e]. 
Fi +F, ] 


Cind convoiul se deplasează în lungul 
barei, singura variabilă în expresia lui Mmas 
este z. Spre a afla momentul maxim maxi- 
morum, se derivează Mama, în raport cu w şi 
se anulează derivata 


Fig. 4.37 


AM mar’ î F+ PF,f 1l F, l— 2 
git A i _ 2 A i o 
dz | 2 E Pes Ad AAA a me 
Rezolvînd această ecuație, rezultă 
=f a 
Fi +F, 2 
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respectiv 
a = 0]2. (4.4) 


Prin urmare, momentul maxim maximorum are loc pentru poziția con- 
voiului în care mijlocul grinaii împarte în părți egale distanţa dintre rezul- 
tanta convoiului şi forța în dreptul căreia are loc momentul marim mawi- 
morum. 

Înlocuind valoarea găsită pentru v în expresia lui Mmaz, se află mo- 
mentul maxim maximorum 


M maz ae > AA (4.5) 


Se demonstrează că pentru un convoi format dintr-un număr oarecare 
de forțe enonsideraţiile de mai sus rămîn aceleași, relaţia (4.5) modifi- 
cîndu-se corespunzător. 


PROBLEMĂ 


4.13. Să se afle momentul maxim maximorum al unui convoi de două sarcini egale, de-s 
părtate cu distanţa a. 

în acest caz, momentul maxim maximorum poate avea loc în dreptul uneia din sarcini — 
oricare din ele — dacă este satisfăcută relația de poziţie stabilită. Ca urmare, distanţa c din 
figura 4.37 este 


c= ah. 


Momentul maxim maximorum este dat de (4.5) 


(3) 
2F 2]. pă 


Ee 4 8l 


Mmaz maz = 


6, RELAȚII DIFERENȚIALE ÎNTRE EFORTURI LA BARE CURBE PLANE 


Sarcinile aplicate asupra barelor curbe sînt de aceleaşi feluri ca şi 
cele de lẹ barele drepte : sarcini concentrate, sarcini distribuite, cupluri. 

Pentru stabilirea unor relații diferenţiale analoge celor de la barele 
drepte, se consideră elementul infinitezimal din figura, 4.38, realizat prin 
gecționarea barei curbe în A şi B. 

Pentru echilibru, în cele două secţiuni s-au introdus mărimile N, T, 
M în A, respectiv N + dN, T + aT, M + dM în B. 

Asupra barei se aplică o saroină uniform distribuită p, în direcție 
radială, care poate fi înlocuită prin forţa, concentrată pds, aşezată în mijlocul 

„ lungimii arcului ds. Sub efectul forțelor din figură, elementul de bară este 

în echilibru. 
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Se scriu cele trei ecuaţii de echilibru : proiecţii de direcţiile forțelor 
N, T şi momente faţă de punctul B: 


N- (N + AN) cos dẹ + (T + äT)sin de + p ds sin 22. = 0 
T —(T + AT) cos dẹ — (N + AN) sin de — p ds cos-“£ = 0 


M — (M + aM) + Trsin de — Nr(1 — cos de) — p dsr sin — 


Destăcind parantezele şi ţinînd seama 
că sin dọ = dọ şi cos dọ % 1, ecuațiile de 
mai sus devin 


— aN + TX aTa + păr =0 


— dT — N dọ — dN dọ — p ds = 0 


— aM + Trag — pras $? =o. 


Fig. 4.38 


Infiniţii mici de ordinul al doilea sînt neglijabili, ceea ce reduce sis- 
temul de ecuaţii la - 
— dN + Tâe=90 
— dT — N dẹ — pds = 0 
— dM + Tr dọ =0. 
Fäcînd și substituția ds = r dọ, se obţine 


A Eaa a ES, (4.6) 


Se observă că înlocuind ds prin dz și făcînd r = co (bară dreaptă) se 
ajunge la relaţiile cunoscute pentru barele drepte 


ar _ au 
de 


7. DIAGRAME DE EFORTURI ÎN BARE CURBE 


O secțiune oarecare în bara curbă poate fi determinată fie prin arcul 
de curbă OS = s, fie prin unghiul q pe care normala îl face cu o linie de 
reper (fig. 4.39). Cînd bara este un arc de cerc, cea mai convenabilă variabilă 
este unghiul e. 
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Eforturile N, T, M au definiţii similare cu cele de la bara dreaptă, cu 
observația că axele pe care se proiectează forţele sînt tangenta St şi normala 
Sn la curbă, în secţiunea dată. i 

Prin urmare, se pot; defini astfel: . 

Forja awială într-o secţiune oarecare este suma forțelor dii stînga 
| secțiunii proiectate pe tangentă — pozitivă cînd are sensul săgeții St din 
| figura 4.39 — sau suma proiecţiilor 
i forțelor din dreapta secțiunii cu semn 

schimbat. 

Forja tăietoare este suma proiec- 
ţiilor forțelor din stînga secţiunii pe 
normală — pozitivă cînd are sensul 
normalei Sn—sau a celor din dreap- 
ta cu semn schimbat. 

Momentul încovoietor într-o sec- 
piune este suma momentelor forțelor 


S oil 
PL 2 PI 
i Vă ze 
- P-Psia? B 
-p 
T e 
Vi 


Fig. 4.39 Fig. 4.40 


din stinga secţiunii (inclusiv cupluri) față de seeţiune— pozitiv cînd rotește 
în sensul acelor de ceasornie — sau a celor din dreapta cu semn schimbat. 
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Convenţiile de semne se înţeleg, conform celor stabilite anterior, pentru 
faţa, din dreapta a secţiunii. 

La bara în formă de 
sfert de cerc din figura 4.40, 
încărcată cu o singură forță 
în capătul liber, eforturile 
în secţiunea curentă sînt 


N = Poos ọ; 
= —P sin 9; 
M = PR cos e. 


Formulele stabilite 
dau legea de variaţie a 
mărimilor N, T, M şi în 
baza lor se construiesc dia- 
gramele de eforturi. 

Se scriu valorile în 
extremităţi ale mărimilor 
respective, ştiind că în O 
unghiul este e = 0, iar în 

T 


B este e =— 
este e 3 


N= P; Np=0 
Ta =0; T=- P 
M, = PR; M, =0. 


De-a lungul arcului de 
cerc, mărimile N, T, M va- 
riază după legea de varia- 
ţie a lui sin q sau cos ọ. 
Diagramele sînt; construite 
în figura 4.40, măsurând în 
orice secțiune pe N, T, M pe 
direcția razei, care trece prin 
centrul arcului şi păstrind 
convențiile de semne cunos- i 
cute pentru aşezarea mărimilor respective, pozitive şi negative, față de 
arc, luv ca linie de reper. ` 


Fig. 441 


PROBLEME 
4.14. Să se construiască diagramele N, T, M la bara semicirculară din figura 4.41, încastrată 
în O şi încărcată în B cu forțele P şi 2P. i 
Reacţiunile sînt 
H=2P; V=P; M=2PR. 
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Într-o secţiune oarecare S, la unghiul ș, expresiile mărimilor N, T, M sînt 
N = PQsin p — cos ș) 
T = P(2 cos ọ + sin ọ) 
M= PR(—1 +2 sin ọ — cos o). A 
Valorile în originea O, în mijlocul D al barei și în capătul B, respectiv pentru ọ = 0, 
Q= PELES sînt 
N= —P; Np= 2P; Ng= P 
T= 2P; To= P; Tg= —2 P 
M = —2 PR; Mp=PR; Mg=0 


Pe baza ecuațiilor de variație stabilite, se determină unghiurile la care nmărimile N, T, 
M sint maxime sau nule și apoi se construiesc diagramele de variație din figura 4.41. Diagrama 
a: 
de? 


de momente incovoietoare are un punct de intlexiune la ọ = 26°35, aciolo unde derivata 


se anulează. 


8. DIAGRAME DE EFORTURI LA BARE COTITE 
ÎN SPAȚIU 


Diagramele de eforturi se construiesc, pentru bare cotite în spațiu, 
luînd pe fiecare interval un sistem de axe rectangulare s, y, z, după regulile 
cunoscute. 

În fig. 4.42 s-au redat diagramele N, M, M, pentru o bară încastrată, 
la un capăt, formată din trei porțiuni, de lungimi a, b, e, paralele cu cele 
trei axe rectangulare, încărcată cu două forţe în capătul liber. 


Fig. 4.42 


În exemplul ales, diagramele N, M, se construiesc destul de uşor. 
Pentru diagrama M, (analog și diagrama T) se va avea în vedere că, în 
general, efortul are două componente, cum s-a arătat în fig. 1.5. 
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CAPITOLUL 5 


ÎNCOVOIERE 


1. DEFINIȚII - 


Solicitarea la încovoiere se întilneşte în diferite variante, atât; datorită, 
poziţiei vectorului moment încovoietor faţă de axele principale de inerție, 
cît și prezenţei simultane a altor eforturi. Din acest motiv, studiul încovo- 
ierii va cunoaşte, în cadrul acestui capitol, următoarele etape : 

— încovoierea pură (cînd forţa, iăietoare este nulă) ; 

— încovoierea, cu forță ţăietoare (încovoiere simplă) ; 

— încovoierea oblică ; 

— încovoierea cu forță axială ; 

— încovoierea barelor curbe. : 

În paralel, vor fi studiate deformaţiile barelor drepte solicitate la 
încovoiere. 


2. EFORTURI UNITARE LA ÎNCOVOIEREA PURĂ 
a. FORMULA LUI NAVIER 


În capitolul anterior s-au examinat unele cazuri de bare solicitate 1a 
încovoiere pură, deci avînd momentul încovoietor constant în lungul lor, 
iar forța tăietoare nulă. În secțiunea unei astfel de bare există numai efor- 
turi unitare normale. 

Pentru rezolvarea, problemei, se fac unele ipoteze : 

1. Bara are un plan de simetrie — planul vertical ay, care este şi 
planul forțelor ; ca urmare, axa y, fig. 5.1, este axă de simetrie a secţiunii, 
deci axă principală de inerție. 

2. Axa barei nedeformate, w, este linie dreaptă. 
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3. Înălţimea secţiunii barei, k, este relativ mică în raport cu lungimea 7. 
4. Materialul ascultă de legea lui Hooke. 
5. Se foloseşte ipoteza lui Bernoulli. 


Se consideră un element de lungime dz din bara solicitată la încovoiere 
pură (fig. 5.1). i 


Fig. 51 - 


Pa 

Veetorul moment încovoietor M, perpendicular pe planul forţelor, 
este aplicat pe axa principală Oz. 

Lungimea dz a elementului este delimitată de liniile AB, 0D, per- 
pendiculare pe axa longitudinală a barei, ele reprezentând două secţiuni 
normale ale barei. Experienţa arată că, în urma, aplicării momentului M, 
bara se deformează, luînd forma din figura 5.1, c. Se constată că axa barei 
RS, care era linie dreaptă, ia forma, unei curbe, iar secțiunile AB şi OD rămîn 

tot plane, însă normale pe axa defor- 
mată a barei. Aceasta înseamnă că 
E ] este aplicabilă ipoteza lui Bernoulli. 

H i O verificare experimentală a 
a ipotezei, la exteriorul barei, se face 
desenînd o rețea de pătrăţele ca în 
ACI y figura 5.2, a. urma aplicării 

D momentului, figura 5.2, b, liniile 

ý longitudinale se curbează pe cind 
cele transversale, reprezentând sec- 
b ţiunile plane, rămîn tot drepte. 

Fig. 5.2. 3 Dreptele A'B' și 0'D' din fi- 

gura 5.1, e sînt concurente într-un 

punct, care este centrul de curbură al arcelor A'0', RS, m'n’ şi B'D'. Se 
constată, de asemenea, în urma, deformaţiei, că segmentele BD, mn, se 
lungesc, pe cind AC se scurtează. Linia, RS, care uneşte centrele de greutate 
ale tuturor secţiunilor, numită fibra medie a barei, rămîne de lungime 
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neschimbată. Arcul de curbă RS, de lungime infinit mică (fig. 51, e), 
este un arc de cerc, iar lungimea sa (egală cu RS din fig. 5.1, a) este 


dz = pdg ` (5.1) 


unde p este raza de curbură a fibrei medii deformate. 

Se consideră o fibră reprezentată, printr-o linie mn paralelă cu axa 
barei, situată la distanța y de fibra medie. În urma deformării, fibra mn 
se lungeşte, devenind arcul m'n’, de lungime « 

arc m'n’ = (e + y) dọ. 


Iniţial, fibra mn a avut lungimea dw. Creșterea, lungimii fibrei este 
diferenţa dintre cele două valori de mai sus 


A(mn) = Ads = (p + y) de — pde = yäọ. 
Iungirea specifică a acestei fibre este raportul 


_ Ade _ ydp _ y 


€ = a 
dz pdọ pẹ 


(5.2) 


Unghiul de măsoară rotirea celor două, secţiuni, depărtate cu dz una 
de alta. Relația (5.1) se poate scrie i 
de 1 
Bor (ON (5.8) 


d PEREN : 
unde raportul a reprezintă unghiul cu care se rotesc, una faţă de alta, 


două secțiuni depărtate cu unitatea, de lungime și poartă, numele de rotire 
specifică, notîndu-se cu o. Relația (5.2) devine 
e=Y = ay. (5.4) 
e 
Ea arată că pe secţiune lungirea spe- ( 


cifică variază liniar (consecinţa, ipo- |! 
tezei lui Bernoulli). În figura 5.3 s-a 
făcut o reprezentare grafică a varia- 
ţiei lungirii specifice e pe secțiune. 
"Ținînd seama de curba, caracteristică, 
a materialului 


o = f(e) 

şi înlocuind pe e cu valoarea (5.4), rezultă, 

o = fie) = fly). 
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„Pe secţiune, eforturile unitare variază după curba caracteristică a mate- 
rialului. În cazul materialelor care ascultă de legea lui Hooke, de care ne 
ocupăm în prezent, 


i o = Be, š 
astfel că se găsește legea de variaţie a efortului unitar pe secțiune 
E 
o = Boy = 2L, (5.5) 
e 


Efortul unitar variază liniar pe secţiune ca înfigura, 5.3. 

La bara din figura, 5.1, fibrele longitudinale inferioare se lungesc, iar 
cele superioare se scurtează. Datorită efectului de contracție transversală, 
în secțiune, latura su peri- 
oară selungeşte,iar cea infe- 
rioară se scurtează, curbin: 
du-se ca în figura 5.1, d. 

Pentru a se afla legătu- 
ra dintre mărimea eforturi- 
lor umitare şi momentul înco- 
voietor, se scriu, în secţiu- 
nea considerată, ecuațiile 
de echivalență din mecani- 
că. Eforturile unitare c 
(fig. 5.4) produc în secţi- 
une eforturi elementare 
c-dA, paralele. Fiind vorba 
de forțe paralele, se pot 

Fig. 5.4 scrie trei ecuații : proiecţii 

. pe axa æ şi momente faţă 

de axele y și z. Întrucît nu există forță axială, iar momentul încovoietor este 
dirijat de-a lungul axei z, ecuajiiile de echivalență sînt 


zx =f 


A 


că4 = 0; zm: =| oy dA = M; 2m, =f ozdA =0. 
A 


Se înlocuieşte o cu expresia (5.5), ţinînă seama că într-o secţiune dată 
w este constant - 
f Boy då = Eo f yăA =0 
A 4 
f Eoy? dA = Bo | pPAA=M 
A A 


$, Boya dA = Hof yzdá =0. 
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Din aceste relații, pinîind seama că 


f va =L și y yzdá = Ip, 


rezultă 
| ydA =8,=0 (5.6) 
A 
Eol: = M (5.7) 
Ip = 0. (5.3) 


Relaţia (5.6) arată că ava Oz trece prin centrul de greutate, întrucât; 
momentul statie față de ea este nul. Ea poartă numele de ază neutră a 
secţiunii. Conform relaţiei (5.5), eforturile unitare sînt nule în asa neutră, 
crese liniar cu distanța la axa neutră şi sînt mazime în fibrele extreme ale 
secțiunii (unde distanţa y, față de axa neutră, este maximă). Întrucât 
în premisele problemei s-a considerat că axa verticală Oy este axă de sime- 
trie, rezultă că axele Oz şi Oy sînt axe principale, ceea, ce are drept conse- 
cinţă I„ = 0. Din relaţia (5.7) se scoate expresia produsului Bo şi se 
înlocuiește în formula (5.5) 


yM. 
I 


Formula (5.9), numită formula lui Navier, dă valoarea efortului unitar 
c în orice punct al secțiunii. Singura variabilă în formulă este y. Apariția 
lui Iz, axată că momentele de inerție sînt mărimi care intră în calculul 
de rezistenţă la încovoiere. i 

În calculele de rezistență interesează în special valoarea cea mai mare 
a efortului unitar, aceea care se produce în fibrele extreme. Din formula 
lui Navier rezultă 


(5.9) 


o = 


ma M _M 


= = = > 5.10 
Omaz = T L W ( ) 
Ymar 
unde 
Ie 
W: = (5.11) 
Ymaz 


este un element geometrie al secţiunii și se numește modul de rezistenţă, la 
încovoiere. În calculele care urmează se va renunţa la indicele lui Smas 
scriind 


i 
į 
i 


i 


iar uneori se renunţă și la indicele lui W,. Ca toate formulele de rezistență, 
aceasta poate fi scrisă sub una din următoarele forme : 
Formulă de dimensionare 


M - 


Waec = (5.12) 
E Ga 
Formulă de verificare 
Oes z S Ga. (5.13) 
ef 
Formulă de calcul al momentului capabil 
Meap = Wey9a- (5.14) 
o 


b, DIMENSIONAREA BARELOR SOLICITATE LA ÎNCOVOIERE. 
FORMA OPTIMĂ A SECȚIUNII. MODULUL DE REZISTENȚĂ 


Pentru dimensionarea unei bare solicitate la încovoiere se parcurg 
următoarele etape : g 

a) Se construieşte diagrama, momentelor încovoietoare, determinînd 
valoarea momentului maxim, la care se dimensionează bara. Desigur, 
dacă bara are secțiune variabilă, se va căuta momentul din secţiunea, 
periculoasă. Așa, de exemplu, pentru bara, din figura, 5.5, momentul va, fi 
calculat atit pentru secţiunea, I cît și pentru secţiunea, II, întrucît după ce 
se va face dimensionarea pentru momentul maxim (secţiunea ZI) va 
trebui verificată şi secțiunea I. 

p) Se alege rezistenţa, admisibilă la încovoiere, după criteriile arătate 
în capitolul 1. | 

y) Se aplică formula de dimensionare (5.12), din care rezultă modulul 
de rezistență necesar, măsurat în em3. Găsirea, valorii numerice a lui W 
nu rezolvă însă problema. Trebuie aleasă forma, secţiunii şi găsite dimen- 
siunile ei, respectiv trebuie căutată forma optimă a, secţiunii. Dacă se 


consideră, figura, 5.6, dintre cele două secţiuni cu arii egale, secțiunea, 
în formă de I este mai avantajoasă decât cea dreptunghiulară, deoarece 
este capabilă a prelua un moment încovoietor mai mare. Acest lucru rezultă 
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e eee see 


din faptul că o bună parte a suprafeței este aşezată în apropierea, fibrei 
unde c este maxim. i E 

e ezali că pentru barele solicitate la încovoiere sînt de preferat 

formele de secțiuni la care materialul este t mai depărtat de axa neutră, 

înt profilele I și U sau secțiunile inelare. _ 

cau Se va stabili esri modulului de rezistență W, pentru cîteva forme 
curente de secțiuni: 7 
Dreptunghi. Fibra extremă are Ymar = h2, ceea ce dă 


2 
W: SR =—; W, ==, (5.15) 


nåt 
$ 64 nå? 
A soia ip E e 5.16 
VW, = W, d 32 (5.16) 
2 


Seoţiume inelară cu diametrul interior d şi diametrul exterior D 
(fig. 5.7): 


T 
Z (D: — äi) 
„al a), (5.17) 
EJ 32D 
2 


Spre a se putea, dimensiona o astfel de secţiune, trebuie să se dea și 
un raport între d şi D, sau să se cunoască unul dintre diametre. f 
Pentru profile laminate, valorile modulelor de rezistență sint date în 
tabele. Cunoscind valoarea dată de formula de dimensiunare, se poate 
rofilul cel mai apropiat care-i corespunde. 
re de lemn i modulul de rezistență mawim. Se pune problema, 
ca dintr-un buştean. rotund să se execute o grindă de secţiune dreptun- 
ghiulară cu cel mai mare modul de rezistenţă posibil (fig. 5.8). Se scrie 


expresia, lui W; şi teorema lui Pitagora : 


bh? 


W= —; Bks æ= const. a 
` 6 


Variabilele sînt b, h, W,. Se derivează Wz în raport cu una din varia- 
bile, de exemplu b, şi se anulează derivata i 


aw, I Wh dh _ 


db 6 3 db 


0. 
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Raportul 2 se află diferenţiind cealaltă relație 


2b db + 2h dh = 0; == 


Fig. 5.7 
şi se înlocuieşte în expresia lui m 
hè bh b 
s 0; k= 2b. 
6 3 Ł { Vai 
În practică se ia de obicei 
k= 1,5 b. (5.18) 


Observaţia 1. În expresia, modulului de rezistenţă W; intră atât momen- 


tul de inerție I, cât; şi distanța Ymaz. Pentru a obţine valori mari ale lui . 


Wz, figurile trebuie să aibă momente de inerție mari, dar să nu aibă 
îibrele extreme depărtate prea mult. Dacă se compară cele două secţiuni 
din figura 5.9, se observă că secţiunea, din figura 5.9, b are un moment; 
de inerție ceva mai mare decit; cea, din figura, 5.9, a, datorită plusului de 
suprafaţă hașurată. În schimb, figura, 5.9, b are Pe ymaz mult mai mare, 
ceea, ce face ca modulul său de rezistenţă, să fie inferior celui din figura 
5.9, a. În consecinţă, ariile haşurate sînt dezavantajoase, contribuind la 
micșorarea capacităţii de rezistență a barei. 

Observaţia 2. S-a văzut anteior că, pentru a calcula momentul de 
inerție al unei secţiuni compuse față de o axă dată, se calculează 
momentul de inerție al fiecărui element component şi se face adunarea 
momentelor de inerție. Trebuie să fim atenţi că modulele de rezistență 
W nu pot fi adunate, ci trebuie calculat momentul de inerție al ansamblului 
şi aplicată formula, (5.11). Este posibilă adunarea, modulelor de rezistenţă 
W numai în cazul particular cînd axa neutră trece prin centrul de greutate 
al fiecărui element component şi toate elementele au acelaşi Ymaz 
consecinţă, nu se pot aduna modulele de rezistență Wz, pentru cele două 
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grinzi suprapuse din figura 5.10, a, dar se pot aduna pentru profilele I 
aşezate alăturat, din figura 5.10, b. 

Observaţia 3. Secţiunile la care axa neutră este axă de simetrie sînt; 
cele mai potrivite pentru materialele care se comportă identic la întindere 


Fig. 5.9 Fig. 5.10 


şi compresiune : la astfel de secţiuni, eforturile unitare din fibrele extreme 
întinse sînt egale cu cele din fibrele extreme comprimate. 

La materiale care rezistă diferit la întindere faţă de compresiune; 
astfel de secţiuni nu mai sînt economice, deoarece, atunci cînd în una 
din fibre se atinge rezistența admisibilă, în cealaltă, efortul unitar este 
mult superior sau inferior rezistenţei admisibile. ja 

Ca, urmare, pentru astfel de materiale se folosesc secțiuni la care 
axa neutră (ce trece prin centrul de greutate) nu este axă de simetrie. 
Aşa, de exemplu, pentru bara de fon- 
tă se preferă secţiuni în formă de T 
(fig. 5.11) sau de I, cu tălpi neegale. F 
Iatrucit la fontă rezistențele admisi- ©®| 
bile stau în raportul 2,5, secțiunea 
din figura 5.11 va îi astfel alcătuită 
încît 


Otmar 


Axa neutri . 


êz 


Le Seme 25. (5.19) 


& Otmar 


La aşezarea grinzii se va avea în Ga max 
vedere ca fibrele cele mai depărtate Fig. 5.11 
de axa neutră să fie cele comprimate. , E 
Eforturile unitare în fibrele extreme ale unei astfel de grinzi sînt 


eM aM, 


: G, = 
y t mns 
IL L 


(5.20) 


| Ocmaz| = 
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PROBLEME 


5,1. Să se dimensioneze o grindă de oţel, din profil I, solicitată de un moment încovoietor 
M = 5000 daN- m, dacă se ia ag = 1500 daNjem?. 
Formula (5.12) dă 
M 500 000 


17 ARN Sit 
me™ a 1500 


= 333 cm’, 


Tabelul anexă 8 (după STAS 565—71) arată că trebuie ales un profil I 24, care are Wej = 
= 354 cm?. Dacă profilul din tabel diferea mai mult de cel calculat, trebuia să se verifice apoi 
efortul unitar efectiv în grindă. 

5.2. O grindă de lemn, de secțiune 16 X 24cm?, cu ca = 100 daNjem?, poate fi aşezată 
în două feluri, ca în figura 5.12, a sau 5.12, b. Se cer momentele încovoietoare pe care le poate 
suporta grinda în cele două poziţii. 


Fig. 5.12 


Se aplică formula (5.14), notînd cele două cazuri cu a și b, conform figurii : 


bhe 16:242 
Wza= TA E alai 1 536 cm?. 
hb? 24.16? 
Wa= = = 1 024 cm? 
zb 6 6 
Meap-a = 153 600 daN + cm, 
Meap.b = 102 400 daN- cm. 


Deci este preferabil ca grinda să se așeze ca în figura 5.12, a. 


5.3. O grindă simplu rezemată, de lungime 1 = 2 m, este formată din două profile U 20, 
așezate alăturat, și este încărcată cu o sarcină uniform repartizată. Se cere să se calculeze valoa- 
rea sarcinii uniform repartizate pe care o poate suporta grinda, dacă ca = 1 500 daNjem?, Dacă 
grinda ar fi încărcată cu o forţă concentrată în mijloc, care este valoarea ei? 

Conform STAS 564-71 (tabelul anexă 7), 


3 820 
Iz= 2lq = 2* 1 910 = 3 820 cmt; DORT 382 cmă. 
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Momentul capabil al grinzii este 
Meap = Wzca = 382° 1 500 = 573 000 daN- cm. 
Între moment şi sarcina uniform repartizată există relația 


2 
Mmaz e “3? 


de unde rezultă sarcina 


8M, 8 573 000 
p= E a OOO = 114,6 daNjem. 
[ii 2002 
Întreaga sarcină aplicată grinzii este 
P= pl = 114,6- 200 = 22 920 daN. 


La o sarcină concentrată, se obţine 


pi pa AMmaz. _ 4573000 


; = 11460 daN. 
4 i l 200 


Mmar 


În consecință, în cazul sarcinii uniform repartizate, grinda suportă o încărcare totală dublă 
față de cazul sarcinii concentrate. 

5.4. O grindă de lemn de forma unei jumătăţi de buştean, avind d == 30 cm, este așezată 
ca în figura 5.13 şi supusă unui sistem de 
sarcini verticale care dă un moment încovoie- E 
tor maxim M = 600 daN-m. Să se calculeze j 
eforturile unitare maxim şi minim care se 
produc. ` 

Axa neutră nefiind axă de simetrie, se 
produc în cole două fibre extreme eforturi 
unitare diferite, care se calculează cu formu- 
lele (5.20). 

Momentul de inerție al semicercului 
aţă de axa neutră a fost calculat la capito- 
lul 3, problema 3.1 


Iz = 0,0068 di = 0,0068 - 804 = 5 508 cm4 Fig. 5.13 
2d. 2:30 d 
a=- = g > 637 cm: e = 7 = ea > 15 — 6,37 = 8,63 cm 


eM 6,37- 60000 


— = 70 daN/em? 
ma -7 5508 i 
M 38,63- 
ea] 63 - 60 000 = —94 daNjem?. 


z 5508 


Dintre cele două eforturi unitare, în cazul lemnului care se comportă relativ la fel la întin- 
dere şi la compresiune, va interesa cel mai mare în valoare absolută, adică Gmin. 
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3. DUALITATEA EFORIURILOR UNITARE XANGENȚIALE 


Se consideră un element de volum paralelipipedic, ca în figura 5.14, a, 
solicitat prin eforturi unitare normale şi tangenţiale paralele cu axele 
&, Y, pe cele patru feţe avînd ca normale axele z, y. O astfel de stare de 
solicitare, care poate fi reprezentată printr-o figură plană, ca în figura 


Fig. 5.14 


5.14, b, poartă numele de stare plană de eforturi unitáre. Eforturile unitare 
normale poartă indicele axei cu care sint paralele. Eforturile unitare 
tangenţiale poartă doi indici: primul arată direcţia axei cu care sint 


paralele, iar al doilea direcţia normalei la planul pe care ele sînt aplicate. ` 


La schema, din figura 5.14, b, eforturile unitare sînt aplicate pe fețe 
care au o latură d sau dy, iar a doua latură, perpendiculară pe planul 
desenului, luată, pentru simplificarea scrisului, egală cu unitatea. Dacă 
se scriu momentele celor 8 forţe din figura 5.14, b față de punctul 0, (pa- 
tru dintre ele trecînd prin acel punct), rezultă, 


de ad 
Das: Ay 1e  — atda 1: A = 


Li 


de unde se obţine 
Tay = Tys: (5.21) 


Această relație exprimă una din teoremele fundamentale ale teoriei 
elasticității, numită dualitatea sau paritatea eforturilor umitare tamgenţiale. 
Ea se poate énunța astfel : dacă pe un plan din interiorul unui corp există 
un efort unitar tangential, atunci pe un plan perpendicular pe el există 
același, efort unitar tangenţial, ambele fiind simetrie orientate faţă de muchia 
comună a plamelor și perpendiculare pe ea. 
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4. EFORTURI UNITARE NORMALE ŞI FANGENȚIALE ÎN BARA 
SOLICITATĂ LA ÎNCOVOIERE SIMPLĂ 


a, STABILIREA FORMULEI LUIJURAYVSKI 


Sub numele de încovoiere simplă se înţelege solicitarea cea mai uzuală» 
produsă de existenţa simultană a momentului încovoietor şi a forței 
tăietoare. Aceasta are ca urmare faptul că într-un punct oarecare al 
secţiunii (fig. 5.15) există simultan efort 
mitar o, dat de formula (5.9), și efori 
unitar q, a cărui expresie urmează să se 
stabilească. 

Considerind un element de volum pa- 
ralelipipedic dintr-o bară (fig. 5.16), avînd 
fața abcd în planul secţiunii transversale, 
iar fața abef într-un plan orizontal, paralel 
cu gOz, el este supus pe aceste feţe unor 
eforturi unitare tangenţiale egale, în baza 
principiului dualității. Aşa cum s-a arătat 
în figura 1.8, sub efectul acestor eforturi 
unitare apar deformaţii de lunecare, iar i 
paralelipipedul devine oblic. Acest lucru a Aa 
are drept consecinţă că secţiunile plane, normale pe axa barei (fig. 5.170) 
în urma deformajiei, nu mai rămîn plane, ci se deplanează, ca în 
figura, 5.17, b. Aeastă deplanare este mai accentuată în apropierea pla- 
nului neutru al barei, unde, cum se va vedea mai departe, eforturile 
unitare tangenţiale au valori maxime, 
şi este mai mică în apropierea fibre- 
lor extreme. 


Fig 545—_ 


=$ 


ir 


Fig. 5.16 Fig. 5.17 


Ca urmare, datorită efectului forței tăietoare, ipoteza secțiunii plane 
nu mai este riguros valabilă şi deci nici formula lui Navier nu mai este 
exactă. Se demonstrează că abaterile de la valoarea dată de formula Iui 
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Namier depind de raportul AJl, dintre înălțimea, secţiunii și deschiderea 
grinzii, crescînd cu el. La cazurile uzuale de bare, unde acest raport este 
mic, erorile sînt; neînsemnate şi formula, lui Navier se consideră perfect 
aplicabilă. Din contra, la barele care 
au raportul hj} relativ mare, efor- 
turile unitare date de formula lui 
Nanier sint sensibil superioare celor 
reale din piesă. 


Se va face acum studiul efortu- 
rilor unitare tangenţiale, pentru bare 
la care formula lui Vavier rămîne va- 
labilă. Se consideră o bară cu secţi- 
une de formă oarecare; pentru cla- 
ritatea desenului, s-a, luat o secțiune 
dreptunghiulară în figura 5.18. Dato- 
rită forţei tăietoare T, în orice element; 
al secţiunii barei poate exista un efort; 
unitar +, de direcţie necunoscută, 
care poate fi descompus în compo- 
Dente Tys Şi Tzz, paralele cu axele din 
secţiune. Aceste eforturi unitare trebu- 
ie să satisfacă ecuaţiile de echivalență 


A g 


Tig. 5.18 
f <a d4 = T; f ta dA = 0. (5.22) 
A A 


Rezultă că în secţiune componentele +, trebuie să existe, pe cînd 
Tzs Sînt sau nule, sau de semne contrare, aşa că rezultanta lor să fie nulă. 

Se consideră elementul din secţiune, 7, din vecinătatea laturii verti- 
cale BO a conturului secţiunii. Componentei ++, îi corespunde compo- 
nenta 72 de pe elementul 2 al feţei exterioare BB'00'. În rezistenţa mate- 
xialelor se consideră însă că fețele exterioare ale corpurilor sînt nesolicitate; 
afară de locurile unde se aplică forțele. Ca urmare, pe elementul 2, com- 
ponenta tsz este nulă și în baza dualității şi componenta; Tz de pe elementul 
1 este nulă. Deci pe elementul 7 există numai componenta Tys, paralelă 
cu conturul. Cum elementul 7 ar putea fi ales oriunde în vecinătatea con- 
turului, se poate deduce că: eforturile unitare pe elementele de suprafaţă 
din vecinătatea conturului sânt totdeauna paralele cu conturul. Din acelaşi 
motiv, pe elernentul 4, componenta Tys este nulă. Rezultă de aci că efortul 
unitar Tys este nul în vecinătatea fibrelor extreme, iar cum relaţia (5.22) 
arată că el trebuie să existe, rezultă că ty, nu ss distribuie uniform pe 
secțiune. : 

Se consideră un element de lungime dg (fig. 5.19, a), detaşat dintr-o 
bară solicitată la încovoiere. Pe cele două secţiuni acţionează eforturile 
M, Mi- AM şi forța tăietoare T, considerată constantă. Aceste efor- 
turi produc în cele două secţiuni eforturi unitare c, o -+ do, uz, desenate 
pe figura 5.19, b. Se face şi o secţiune orizontală prin bară, printr-un 
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plan paralel cu xOz, obținîndu-se elementul de volum hașurat; ; pe planul 
orizontal se exercită eforturi unitare ty = Tys. Se face ipoteza — daito- 
rită lui Juravski — că pe o coardă BO, paralelă cu axa neutră (fig. 5.19,b), 


Fig. 5.19 


eforturile unitare Ty, sînt constante. Se va studia echilibrul elementului 
de volum de lungime dz, situat sub planul orizontal BO. Pentru aceasta, 
se notează cu y depărtarea coardei BO la axa neutră şi cu y, depărtarea 
unui element oarecare al suprafeței BOD la axa neutră. 
Pe suprafața din stînga, aeb, efortul unitar c în punctul situat la 
distanţa yı de axa neutră este 
YM 


o =. 


z 


Pentru întreaga suprafață eb, eforturile unitare o dau o forță 


r aa A a 


Mo. 
I 


v- 


BCD 


S-a scos de sub integrală raportul M/I., constant în secțiune, iar 


integrala 
Y, 
Emi 
BCD -Jy 


este momentul static al părții de secțiune BOD, situată sub linia BO, calculat 
faţă de axa neutră Oz. 
Analog, pe faţa fă a elementului de volum, la aceeaşi distanță y, 
de axa neutră, efortul unitar este d 
dei de= AEAN); 


măA =g 
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iar forța rezultantă 


Y + ay = nM LAM) g4 
BCD I, 


MAM 
E —_— då bs 
I fav zi 


Bara este prismatică, deci integrala, are aceeaşi valoare S. Se serie 
acum ecuația de proiecţii a tuturor forţelor aplicate elementului de volum, 
pe direcţia axei æ. În ecuaţie intră forţele N, N +- dN, calculate mai sus, 
şi forţa Tab dz, produsă de eforturile unitare +7, pe faţa ef. Această supra- 
față fiind infinit mică, efortul unitar Tay este uniform distribuit pe ea. 
Ecuația de echilibru este 


N + Tay bde — (N + dN) = 0, 
respectiv, fătind înlocuiri, 


(M + dM)S, 


2 


> 


MS , MS Au-S 
F Tab de — 
I Ie Ie 
de unde rezultă 
_ _dM-B. 
“ dsbL 


Întrucît ~ = T, se obține 
a 


7-8 

Tis = > 5.23 
"=E (5-23) 
relație care poartă numele de formula lui Juravski. În afară de S, definit 
mai sus, în această relație, T este forța tăietoare in secțiune, Is momentul 
Dă de inerție al întregii secţiuni față de axa neu- 
tră, iar b lăţimea secţiunii la distanța y de axa 
neutră. Întrucît T şi Iz sînt constante în secţi- 
une, rezultă că legea de variaţie a lui Tys în 
secțiune, de-a lungul axei y, este cea de varia- 

ţie a raportului 8/b. 

Dacă se consideră o secţiune cu contur 
curbiliniu, de exemplu circulară ca în figura 
5.20, se ştie că pe un element dA din vecinăta- 
tea conturului efortul unitar + este tangent la 
contur. Ca urmare, pe acel element există atât 
componenta Tys Cit şi Tzs Dacă se studiază în 
detaliu această problemă, se găsește că compo- 
nenta T, este maximă în vecinătatea conturu- 
lui şi nulă atit pe axa Oz cât şi pe Oy. Valorile lui qz, sînt destul de mici 
şi de aceea, în calcule, nu vor fi luate în considerare. 


Tay 


Fig. 5.20 
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b. VARIAŢIA EFORTURILOR UNITARE tyz LA SEOȚIUNILE DREPTUNGIULARĂ, 
CIRCULARĂ ȘI I 


Să aplicăm formula, lui Juravski (5.23) la secțiunea dreptunghiulară 
din figura 5.21 ; 


h h y 27 
s Je J s) 244 


3 
s); 1, = 2 ; bh=A 


2 


sz = Th? Dh? 
ET 
2 2 i 
87 [PI (5 6y ). (5.24) 
a Nae y) A n? 


Cind y variază, efortul unitar Ty variază după o parabolă, fiind 
maxim în axa neutră, la y = 0, şi nul în fibrele extreme, la y = h2. 
Valoarea maximă æ lui tys este 

=1,5 L; (5.25) 


T, 
yz maz g 
A 


Se observă că efortul unitar T,, este maxim în axa neutră şi nul în. 
fibrele extreme, în opoziţie cu c, care este nul în axa neutră şi maxim în 
fibrele extreme. Rezultă că maximul fiecăruia dintre eforturile unitare 


£ 
OUUU 


z 
7 
4 ZZ/ 


A 


Fig. 5.22 


„Fig, 521 
se produce singur, deci în fibra CU Smas DU trebuie să se ţină cont de Tys și 
reciproc în axa neutră, s 

La secțiunea circulară, conform figurii 5.22, se poate serie 
y =rcos ð; dy = — rsin 040. 
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Lăţimea, variabilă a elementului de arie este 
b = BO = Xr sin 0. 


Se calculează momentul static al suprafeţei haşurat i ală 
pentru fişiile de suprafață dA = bdy $ i aa tu a 


O 0 
s= vaa = -$ r cos 9: 2 rsin 0-rsin0 dô. 
(:] 
Se integrează cînd y variază de la OD la OE, respectiv unghiul variazi 
de la 0 la 0. Se inversează, limitele, schimbînd senna] integralei Tarip 
; , 
s=f 273 sin? 6 cos d8 = 2 va sin30; Ie = ze ga 
o 8 64 4 
Se aplică formula (5.23) 
2 
P "3 gjin 3 
3e SnO aP sino 
3A 


a (5.26) 
Fa -2r sin 9 


Efortul unitar t, variază după legea de variație a funcției sin20. 


El este nul în fibrele extreme și maxim în axa, neutră, cînd 9= 
2 
i Aa at 5.2 
wma = T (5.27) 


Secţiunea în formă de I (fig. 5.23) se 
poate considera ca formată din dreptunghiuri 
cărora li se aplică formula, lui Juruvski. Se 
observă că, în timp ce momentul statie S 
variază continuu cînd se merge de la axa 
neutră spré fibrele extreme, în B apare un 
salt al lăţimii b, ceea ce dă o discontinnitate 
a parabolei care reprezintă variaţia efortului 
unitar Ty Rezultă că la profilul I, din cauza 
formei sale, se produc eforturi unitare Tyg des- 
tul de mari în apropiere de fibrele extreme, 
la trecerea, de la inimă la talpă. 


Fig. 5.23 


e NEGLIJAREA EFORTURILOR UNITARE TANGENȚIALE 
ÎN UNELE CALCULE DE ÎN0OVOIERE i 


Este interesant de examinat ce raport; există între valorile maxime 
ale eforturilor unitare + şi o într-o bară solicitată la încovoiere. 
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Calculul se poate face pe exemplul particular al grinzii simplu reze- 
mată la capete, cu o sarcină concentrată la mijloc (fig. 5.24), de secţiune 
dreptunghiulară, la care în secţiunea de mijloc ȘI 
eforturile au valorile maxime 

T = Z ; M ==: 

Ca urmare, eforturile unitare ;maxime în 

aceeaşi secțiune sînt 
3 T_3P. 


® =- Gmaz = 
"Z 2 A abh? "F W 2% 
Împărțind între ele aceste valori, se află 
7, 


ma _ 
Gmaz 2l 


Grinzile obişnuite au, în general, raportul h/l destul de mic, ceea ce 
face Ca Tmas Să aibă o valoare neglijabilă în comparaţie CU Omas: Din 
acest motiv, la, grinzile omogene, făcute dintr-o singură bucată, de obicei, 
nu se ţine seama în calcule de eforturile unitare tangenţiale, dimensio- 
narea făcindu-se în baza momentului încovoietor, La grinzile care au 
raportul }/l mare, se va ţine seama şi de eforturile unitare tangenţiale. 


M_3P 


Fig. 5.24 


5. LUNECAREA LONGITUDINALĂ ȘI ÎMPIEDICAREA EI 


Pe planul orizontal ef din figura 5. 19, a eforturile unitare tangenţiale 
dau o forță paralelă cu axa, barei 


AN, = Tab de bde dz. 


Pe o lungime oarecare de grindă 1, forța de bunecare longibudinală este 


TS 


I dz 


da. 


X, = fax, =| 


Dacă bara este prismatică, mărimile S, I; ies de sub integrală și 
8 
N, = FA Tåg. (5.28) 
;: IL d 
Eviđent, acestei forțe i se opun eforturile unitare tey din planul ef. 
Dacă insă acesta este un plan de separare efectivă a grinzii, lunecarea 
longitudinală nu mai este împiedicată şi cele două părţi lunecă una pe 
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alta. Aşa este cazul grinzii din figura 5. 25, a unde sînt două, grinzi de lemn 
de secţiune pătrată, suprapuse. 

i În urma încărcării, grinzile se deformează, ca în figura 5.25, b, iar 
ipoteza secţiunii plane nu mai este valabilă pentru “ansamblu, ci pentru 
fiecare grindă luată aparte. Ca ur- 
mare, modulul de rezistență al 
întregii grinzi este suma, modulelor 
de rezistenţă, ale celor două, grinzi 
separate zi 


Spre afse menţine ipoteza lui 
„Bernoulli pentru ansamblul grinzii, 
trebuie împiedicată lunecarea, lu- 
cru ce se poate realiza, de exem- 
lu, prin două buloane, ca, în figura, 
3a c. Acum modulul de rezistență 
este 


Se vede că W, = 2W, deci, 
în cazul particular considerat, grin- 
da; solidarizată rezistă de două ori 
mai mult decît cea nesolidarizată,. 

Se poate calcula ușor forța 
i de lunecare la care se va dimen- 
siona bulonul. Schema de încărcare corespunde figurii 5.24. Integrind pe 
lungimea 1/2 — pe care forța tăietoare este constantă —, se află forta 
preluată de un bulon ` i 


Fig. 5.25 


H2 
N, = f Eara SEL, 
Lh 2 4, 


În această relație, S se referă la suprafața care caută să lunece, față de 
restul secţiunii, adică la un pătrat complet 


bh? _ a(2a)? 24 
„12 12 3 


2 3Pl 
E iea 
4— 
3 
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Problema, lunecării longitudinale şi a împiedicării ei se pune întot- 
deauna, cînd secţiunea grinzii nu este realizată din o singură bucată de 
material. - g 

În cazul grinzilor de lemn, împiedicarea lunecării prin buloane 
reuşeşte numai dacă execuția este ireproşabilă, iar lemnul nu se defor- 
mează prin uscare. Cum aceste condiții sînt greu de îndeplinit, în mod 
obişnuit lunecarea se împiedică prin pene (fig. 5.26) sau prin încleiere. 


SS 
LLALLA 


7 


PILLOTA. WA 
NES 


SS 


SUS 
PAPI 


Fig. 5.27 


p 


e UTUI E- 


La grinzile metalice, se pot realiza de asemenea secţiuni compuse, 
împiedicînd lunecarea prin nituire sau sudură. La grinda cu inimă plină 
din fig. 5.27, formată din o platbandă centrală (inimă), din 4 corniere 
și din 2 tălpi, împiedicarea, lunecării se realizează prin nituire. 

Se va examina în cele ce urmează calculul împiedicării lunecării 
longitudinale prin sudură, la o grindă, în formă de I, compusă din o inimă 
şi două tălpi solidarizate prin sudură, ca în figura, 5.28. În prealabil se va 
determina modul de calcul la rezistenţă al cordonului de sudură, avînd 
secțiunea, în formă de triunghi dreptunghi isoscel, arătat în figura 5.29. 
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Pe feţele BO şi CD, cordonul aderă cu cele două piese care se îmbină; 
acestea exercită asupra lui forţele de lunecare longitudinală N,, de sensuri 
contrare. Se admite că cordonul s-ar putea rupe prin forfecare, pe planul 
de simetrie CEC’ F’, cele două jun:ătăţi ale sale plecînd în sensuri contrare. 
Ca urmare, pe acest plan, a cărui arie este A = a c, se produc eforturi uni- 
tare de forfecare, v, care se consideră uniform distribuite, deci au mărimea, 
7 
r=- %. (5.29) 
ae 


În cazul grinzii din figura 5.28, lunecarea tălpii față de inimă este 
împiedicată de cele două cordoane de sudură, situate de o parte şi de alta 
a inimii. Sudura se poate face în două variante : prin cordon continuu 
(fig. 5.28, a) sau prin cordon intermitent (fig. 5. 28, b). 

În cazul sudurii.continue, dacă se ia o lungime oarecare de cordon c, 
și se egalează forţa, de lunecare cu forța capabilă a celor două cordoane 
rezultă, 


N, =S - Te S 22 ac, 
5 Ia 
de unde 
«> Sal - (5.30) 
PLIN fi 


În această relație, Sp este momentul static al suprafeţei tălpii (bașu- 
rată în fig. 5.28, a), calculat faţă de axa neutră, T forța tăietoare, consi- 
derată constantă pe lungimea c, şi Tas rezistența admisibilă, là forfecare 
a cordonului de sudură. Pentru construcţii metalice din OL 37, se ia Tas = 
= 1000 daN/em:. Grosimea, a se ia, de cel puţin 4 mm. 

Adesea, cordonul continuu nu este necesar şi se face sudură, intermi- 
tentă, ca în figura 5.28, b. Scriind condiţia de rezistenţă pe distanţa, e 
dintre două cordoane, rezultă 

E T- e SS 2asac, 
z 


de unde 


£ e tale. (5.31) 
c ST i 


Dacă se alege e, rezultă c, sau invers. 


PROBLEME 


5.5. Să se dimensioneze o grindă simplu rezemată la capete, compusă prin sudură și for- 


mată din inimă și două platbande.. Grinda are lungimea 1 = 8 m și este încărcată cu o sarcină ` 


uniform distribuită p = 100 daN/em. Se dau rezistenţele admisibile oa = 1 500 daN/cm? şi 
Tas = 1 000 daN/em?. Lăţimea platbandelor se va lua între limitele b = (0,2 ... 0,3). 
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Se alege înălțimea inimii (a se vedea cotele pe fig. 5.28, a) 
h = 100 em, a) 
iar grosimea ei 
t = 1c. 
Grosimea platbandelor se ia maï mare, de exemplu 


= 2 cm. (3) 
Modulul de rezistență necesar al grinzii este 


M 2 100- 800? 
Waec = Z= Ap = Toor Sor = 5 333 cm’, (4). 
oa oa 8-1500 


Distanța de la axa neutră Ja fibra extremă este 
h 
Umas = 3 + t= 52 em, 
4 


ceea ce permite calcularea momentului de inerție necesar 


Is = WnecUmaz = 5 333 52 = 277 316 cmt, 6) 


Momentul de inerție al inimii este 


Se găseşte astfel momentul de inerție al platbandelor 
2Ip = I, — I; = 277 316 — 83 333 = 193 983 cmt 


` Ip = 96 990 cmt. 6 
s b? șa i 
Întrucit momentul .de inerție al platbandei faţă de axa sa proprie Er este neglijabil, 


rezultă expresia lui Ip, din care se determină lățimea b 


h 1X? 
Íy (+3) b- 2-51% = 96 990; b = 18,7 cm. 


- Se alege valoarea 
= 20 cm, | Q] 


care se încadrează ìn limitele date inițial, 
Se calculează valoarea forței tăietoare T pe reazem și a momentului static al platbandei S, 
în vederea dimensionării sudurii 


- : n+t 
p= PL 2, 400-800 _ „0 000aaN; S u(22) 20- 2: 51 = 2 040 em?. 


2 2 


135 


Se calculează valoarea momentului de inerție, după rotunjirea valorii b, 


3 


2 
12 


2 


Iz = I; + 2Ip = 83 333 + 2 | + 20: 2-12] =% 291 440 cmt. (8) 


Dacă sudura este continuă, grosimea minimă a cordonului este dată de relaţia (5.30) 


2 040 - 40 000 


> —— 8 0,14. 
a> -yro 291410 ~% bit em % 


Se obţine o grosime foarte mică, ceea ce arată că sudura continuă este de prisos. Dacă 
- se face sudură intermitentă, relaţia (5.31) dă, cu a = 0,4 cm, 


e 2-0,4 1 000- 291 440 


— ss = 2,86. 
c 2 040- 40 000 
Dacă se ia lungimea cordonului 
¿= 5 cm, (10) 
rezultă distanța între două cordoane succesive 
e < 2,86: 5 = 14,3 cm. 
Se poate alege i 
e = 10 cm. (11) 


6. ENERGIA DE DEFORMAȚIE LA ÎNCOVOIERE 


În capitolul 1 s-a stabilit expresia energiei de deformație 


2E 


Neglijînd efectul eforturilor unitare tangențiale, această relație este 
valabilă şi pentru o bară solicitată la încovoiere. Se ține seama că c vari- 
ază de la un punct la altul al secțiunii și se înlocuieşte prin expresia sa 


PE 
IL 


Acest efort unitar are loc pe un element dA din secțiune. Ca urmare, 
elementul de volum este AV = dA : da şi expresia; energiei se serie 


o =f -$ ar. 


2M2 
U = PRE bi PR 
y 2E ER 


Integrala de volum se separă în-integrală de arie şi integrală de linie 
(de-a lungul barei), ţinînd seama că y şi dA sînt mărimi care variază 
în secţiune, iar M și dæ în lungul barei ` 


pa a 
a 2E E 
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(2° da. 
t 


Cum f PAA = Iz, relația de mai sus se transformă în 
Și i 
U = 1 f M? de 
2E1, ) 
sau, în cazul general al barei de secţiune variabilă, 
s 4 Mda 
TaN rit 5.32 
| 2BI, . ( ) 


În această relaţie, M este funcţia momentului încovoietor. Dacă 
momentul are ecuații diferite pe diverse intervale ale barei, integrarea 
se face pe intervale. ; 


7. ÎNCOVOIEREA OBLICĂ 


Dacă forțele aplicate unei bare nu se află toate într-un plan principal 
de inerție, atunci vectorul moment încovoietor nu se găsește pe o axă 
principală de inerție a secţiunii. O asemenea, solicitare, la care vectorul 
moment încovoietor are o înclinare 
oarecare faţă de direcţiile principale 
ale secţiunii, se numește încovoiere 
oblică. Există numeroase cazuri de 
solicitare care pot produce încovoie- 
rea, oblică, de exemplu : 

— la corniera din figura 5.30, 
toate forțele sînt în planul vertical 
20y, deci M se află pe axa orizontală, 
Oz, pe cînd axele principale 7 şi 2 
sînt pe bisectoarele unghiului format 
de axele Oz şi Oy ; 

— dacă asupra unei bare acţio- 
nează atât forţe verticale {F}, Fs, Vu 
V,) cât şi orizontale (Fa, A, H3), ca 
în figura, 5.31, a, se pot construi două 
diagrame de momente încovoietoară 
— în plan vertical, My, şi în plan 
orizontal, Ma —, ceea ce face ca 
într-o secţiune oarecare 4 momentul 
încovoietor să aibă două componente, M: şi M,, ca în figurile 5.31, b, e, d. 

Se consideră o secţiune de formă oarecare (pentru simplificarea dese- 
nului s-a, ales un dreptunghi), căreia i se cunosc axele principale de inerție, 
Oz şi Oy, ca în figura 5.32. În secţiune există un moment încovoietor, al 
cărui vector este înclinat cu un unghi « faţă de axa principală Oz. Acest 
vector se poate descompune în componentele 


M: = M cos a; M, = M sin a. 


Fig. 5.30 
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Aplicînd succesiv formula lui Navier (5.9), se poate serie că într-un 
punct oarecare al secțiunii, de coordonate y, 2, cele două componente ale 
lui M produc eforturile unitare 

i yM, 4M cosa m _ 2M, zMsina 
L E ta, la A 


Întrucit sistemul de axe de coordonate folosit este stîng, aplicînd 
regula burghiului în sens invers, se constată că în cadranul I al axelor 


Tig. 5.32 


20y componenta M, dă eforturi unitare c' de întindere, iar componenta 
M, dă pe o” de compresiune. Ca urmare, in cadranul I, efortul unitar 
rezultant este 


yM: 2, a (ee) 


E L R o (75) 


138 


Se observă că eforturile unitare maxime au loc în cadranele II şi 
IV, unde cele două componente au același semn. Dacă vectorul M se 
mută în alt cadran, se fac modificările de semne corespunzătoare. 

Ecuația axei neutre se află anulînd expresia (5.33) 


cosa sing 


y — 2 =0. 
IT, FA 
Înclinarea axei neutre este 
troct atgal. (5.34) 
că v 


Se vede că direcția axei neutre nu coincide cu direcția momentului 
încovoietor decît la secțiuni care au 12 = I, ; la aceste secțiuni, de exem- 
plu cere, toate direcțiile sînt. direcţii principale, deci nu există încovoiere 
oblică. Cunoscînd axa neutră, se află punctul cel mai depărtat de ea (la 
distanța duaz) unde are loc efortul unitar maxim. înlocuind coordona- 
tele acelui punct în formula (5.33) rezultă Smar: 

În cazul particular al unei secțiuni dreptunghiulare, ca în figura 5.32, 
efortul unitar maxim are loc în punctul D, ale cărui coordonate sint 


b y h 
2 ? mag T 9 


MAM 


Gmaz L iT L ic W, T, 
z| 2) 
2 / 2 


Această expresie este valabilă pentru orice secțiune avînd două axe de 
simetrie și la care ambele coordonate ating în unele puncte valori absolute 
mazime, cum este, de exemplu, un profil I. 


3. BARE DE EGALĂ REZISTENȚĂ LA ÎNCOVOIERE 


Bara avind secţiune constantă, sau moment de inerție constant în. 
lungul ei, reprezintă o soluţie neeconomică, întrucit materialul este folosit; 
în mod economic numai în secţiunea unde momentul încovoietor este 
maxim. Din acest motiv, adesea, în tehnică, se folosesc bare cu moment 
de inerție care variază de la o secţiune la alta. Cea, mai potrivită soluţie 
o constituie bara de egală rezistenţă, la care momentul de inerție variază, 
în lungul ei, în aşa fel ca în fibrele extreme ale oricărei secţiuni efortul 
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unitar maxim să fie acelaşi. Dînd acestui efort unitar valoarea co, ecuația 
barei de egală rezistență, devine 
W2) = Mlay, (5.36) 
Go . 
adică modulul de rezistenţă variază, în lungul barei, după aceeaşi lege ca 
momentul încovoietor. În relaţia (5.36) s-au notat prin W(x) şi M(2) 
valorile lui W şi M într-o secțiune oarecare w, iar prin agvaloareacon- 
stantă a efortului unitar din fibrele extreme ale tuturor secţiunilor. 
“Pinînd seama de factorii de care depind M(z) şi W(x), rezultă că 
forma, barei de egală rezistenţă este funcție de modul de rezemare, de modul 
de aplicare a sarcinilor, şi de forma secţiunii. i 
Se vor examina, în cele ce urmează, două cazuri particulare, ambele 
pentru bară încastrată la un capăt, cu o sarcină concentrată în capătul 
liber şi avînd secţiunea dreptunghiulară. 
a) Dacă secţiunea, barei are lățimea constantă b, înălțimea, ei y tre- 
buie să varieze. Într-o secţiune z', momentul încovoietor este 


14| = Pa, 
iar ecuaţia barei de egală rezistență este 
g 2 
Wia) = EL-I, 

Sa 6 

de unde rezultă legea de variaţie a înălţimii y (fig. 5.33) 
pa (5.37) 
bog 


Fig: 5.33 


care reprezintă o parabolă. Bara se poate realiza fie ca parabolă nesi- 
metrică (fig. 5.33, a), fie ca parabolă simetrică (fig. 5.33, b). Dind lui co 
valoarea co = Ga; se poate calcula înălțimea maximă, în încastrare 


12 = 6 Pljbos. 


140 


În capătul liber, formula (5.37) dă o înălțime nulă, ceea ce este impo- 
sibil dacă se ține seama şi de efectul forței tăietoare. Pe de altă parte, 
considerații de ordin tehnologic impun a se renunța la profilul parabolic. 
De aceea profilul parabolic se înlocuieşte practic prin liniile întrerupte 
arătate în figura 5.33. 

b) Dacă, la aceeaşi schemă de rezemare și încărcare, bara se face cu 
înălțimea k constantă şi lăţimea z variabilă (fig. 5.34), ecuația ei este 


d 2 
So 
de unde rezultă, 
pasro, (5.38) 
Soh? 


adică lățimea z variază liniar. Aceasta este forma teoretică a arcului de foi, 
asupra căreia se va reveni în capitolul următor. 

În figura 5.35 se arată forma practică a unui arbore pe două reazeme, 
rezultată din forma, teoretică a barei. de egală rezistență. 


Fig. 5.34 


Fig. 5.35 


9. ÎNCOVOIERE CU FORȚE AXIALE 


O astfel de solicitare, la care în secțiunea barei există moment încovo- 
ietor şi forță axială, este o solicitare compusă. Ambele eforturi (M şi N) 
produc eforturi unitare c, care se compun algebric, deci problema se poate 
rezolva pe baza principiului suprapunerii efectelor. 

Într-o grindă solicitată prin forțe înclinate faţă de axa longitudinală 
se produce atit momente încovoietoare cât și forțe axiale. Un caz parti- 
cular este al grinzii solicitată, prin forță axială excentrică, care produce 
un moment încovoietor constant în lungul barei. 
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a. INTINDERE SAU COMPRESIUNE EXCENTRICĂ 


Se consideră bara din fig. 5.36 — cu secțiune de formă oarecare— 
solicitată prin forță normală de întindere F (sau de compresiune), aplicată 
în punctul B, pe o axă principală de inerție. Se poate reduce forța în 

centrul de greutate aşa cum se arată prin linii în- 


ment încovoietor M, = eF. 


Forţa axială N produce pe întreaga secţiune efor- 
turi unitare 


o = FJA, 


iar momentul -încovoietor produce eforturi unitare 
date de legea lui Navier 


pmi yM: yeF 
I pA 


aşa cum se arată în figura 5.36. Însumind efectele, 
se află efortul unitar rezultant ` 


saer a Eas, (5.39) 
A A 
respectiv, înlocuind I: = 2A, se obține 
F ye 
i os=—{1+5h 5.40 
Fig. 5.36 A ( î2 ) ui 


În partea secţiunii în care se aplică forța F, eforturile unitare c’ și 
c" au acelaşi semn, pe cînd în partea opusă au semne contrare. Ca urmare 
a acţiunii excentrice a forţei F, axa neutră se mută din centrul de greu- 
tate şi trece prin punctul N, a cărui poziţie yy este obținută prin anularea 
relaţiei (5.40) 


i 


Yu" e 
1+ 0; yy 
12 e 


(5.41) 


Dacă efortul unitar de întindere (compresiune) este mai mare decît 
cel maxim de încovoiere, axa neutră iese din secțiune, ceea ce face ca pe 
secțiune eforturile unitare să fie de un singur semn (fig. 5.37). 

Efortul unitar maxim are loc în fibra extremă din apropierea punctu- 
lui de aplicație al forței F. El se obţine înlocuind în (5.39) pe y prin Ymar 


E Yn'e č F eF 


Smoz = 7 + A aW, 


(5.42) 
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trerupte, şi rezultă o forță axială N = F şi un mo~ 


Se observă că formula (5.42) serveşte la verificarea barei. În anumite 
cazuri (de exemplu problema 5.8), cînd A și W, se pot exprima în funcție 
de o singură necunoscută, ea poate servi la dimensionare. 

În toate relațiile de mai sus, dacă 
forța F este de compresiune, se va lua 
semnul minus. Tot astfel, dacă față de 
sistemul de axe ales excentricitatea este 
negativă, al doilea, termen va fi luat cu 
semnul minus. 

În figura 5.38 s-a luat cazul cel 
mai general, cînd forța excentrică este 
aplicată într-un punct oarecare al sec- 


o! 


Fig. 5.37 Fig. 5.38 


ţiunii B(yo, Zo). S-a ales acest punct în cadranul I al axelor 20y, iar forța 
a fost luată de întindere. Reducerea în centrul de greutate al secţiunii dă 
o forță axială N = F şi două momente încovoietoare, M, =FYo, My = Pazo. 
Aşa cum arată figura, în cadranul I eforturile unitare datorite forței axiale 
şi momentelor încovoietoare sînt de acelaşi semn, ceea ce dä efectul re- 
zultant într-un punct oarecare al secțiuni 


E YY , REF ie 
pp, „43 
o A + 7, + L, (5.43) 


respectiv, înlocuind momentele de inerție prin produse între arie și pătra- 


tul razei de inerție, 
F (+ Yo „2 
o ==> IFA]: - (5.44 
4 | ttg ) (BA) 
Axa neutră — linia pe care c este nul — va avea ecuaţia 


za e 
14y = 0, . (5.45) 
Ë i 
De astă dată, în ecuația (5.45), y și 2 sînt coordonatele unui punct 
curent al axei neutre, nu ale oricărui punct al secțiunii. Poziția axei neu- 
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tre poate fi determinată prin intersecțiile ei cu axele (punctele C şi D din 
fig. 5.38) 
. ;2 ;2 
ga E pp ei (5.46) 
Yo Zo ; 


Fig. 5.39 


Cunoscind axa neutră, se duc tangente la conturul secţiunii, paralele 
cu ea, și se obțin punctele din secțiune unde au loc valori maxime și minime 
ale efortului unitar (punctele G şi H din fig. 5.39). Înlocuină în formula 
(5.43) pe y şi 2, pè rînd, prin coordonatele acestor puncte, se află omaz 
ȘI Omin: | 

La secţiunea dreptunghiulară din figura 5.40, eforturile unitare maxime 
sînt în colţuri. înlocuind, pentru punctul 6, 


h 


= i A a 
= = —3 
4 2 i 2 


rezultă 


YF 20F' F YÆ of (5.47) 

I I, á WV: W, 
+) (z) i 
z) 7 - 


În punctul H, ultimii doi termeni din (5.47) se iau cu minus. 


F 
Omas WI + 


b. SÎMBURELE CENTRAL 


Dacă în ecuaţia (5.45) se consideră Yo, Zo variabile, iar y, z constante, 
ea reprezintă tot o dreaptă. De astă dată punctul de aplicaţie al forţei 
B(yo, Zo) parcurge dreapta MN din figura 5.41, pe cînd axa neutră va trece 
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printr-un punct fix C(y, 2). Cînd punctul de aplicaţie al forţei ajunge în M, 
el are z = 0 şi ecuaţia axei neutre (5.45) devine 


1+2 =0; y 
© t Yo 


Ea este deci o paralelă la axa Oz (linia ON, din desen). 

Analog, dacă punctul de aplicaţie se mută în N, axa neutră ocupă 
poziţia CN,. Se poate spune deci că: atunci cînd punctul de aplicaţie al 
forței ewcentrice parcurge o dreaptă din secțiune, infinitatea de axe neuire 
corespunzătoare se rotesc în jurul unui punct fix. 

Se consideră secţiunea dreptunghiulară MNPR din figura 5.42, 
solicitată de o forță excentrică F, aplicată în punctul B(0,y0). Axa neutră 
este paralelă cu Oz şi ocupă poziția ún, dată de relația 
52 
00 =y = — ka 
Yo 


Se observă că pe măsură ce y scade y crește, deci axa neutră se depăr- 
tează de centrul de greutate. Pentru poziția B,(0, y,) a punctului de apli- 
cație al forței excentrice, axa neutră devine tangentă, în poziția MN, 

h 


deci Y = ymaz = — z 


Fig. 5.41 Fig. 5.42 
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10 — c. 1801 


: FĂ f Formula de dimensionare este 
Analog, dacă punctul de aplicație se mută în B| 0, —— xa ne- i 
5, P piioaţ aia ja De N M 1730 200000 
Sa + zF = 100, 
AP 15b O 0,37500 


utră ia poziţia PR. Cind punctul de aplicaţie este în B, (3 0 | axa ne- 
6 de unde rezultă ecuaţia de gradul III 


utră este în MP, iar pentru B; corespunde poziţia NR. Dacă punctul de a eee E E 


aplicație al forței parcurge linia B,B,, axa neu- 
tră se roteşte în jurul punctului M, trecînd dela Prin încercări se află o primă soluţie 
poziția MN la MP, fără a intersecta, secțiunea, 
Se obţine astfel conturul B,B.B,B,, numit sîm- 
bure central al secțiunii, avînd proprietatea că : Împărţina prin (b — 17,7), rezultă ecuaţia 
pentru orice poziţie a fortei excentrice pe acest con- a 

tur corespunde o axă neutră tangentă la secjiune, AE RERE SE ee 
deci în secțiune există eforturi unitare de un care are rădăcini imaginare. Înălțimea secțiunii este 
singur semn. Dacă forța excentrică se aplică în 
interiorul simburelui central, axa neutră iese 


b = 17,7 cm. 


h = 1,5: 17,7 = 26,6 cm. 


din secţiune. Se iau valorile rotunjite 
Construirea simburelni central şi aplicarea b=18cm; h =27cm. 
forței excentrice de compresiune în interiorul lui i 5.7. Dacă bara ABC din figura 5.45 este din oțel, de secţiune circu- 7 


este importantă în special la materialele de construcții care nu rezistă la lară, cu d = 2 cm, să se calculeze excentricitatea maximă e pe care o poate 
întindere (beton, piatră etc). ; avea forța P = 100 daN spre a nu se depăşi rezistența admisibilă oa = 


À, : a A, . è = s. 
La o secțiune poligonală corespunde un sîmbure central poligonal. : A tii G 
Secțiunea circulară (fig. 5.43) are sîmburele central un cerc, de rază ; e aplică formula (5.42) 


f | P č Pee 100 100 e 
ndt i ` ; 800 = - 
. cp 2T al | Sa aa ta m2 T n2 
OB, = Js = ——5 = = > (5.49) i i 4 32 
d d- zl 8 ! E A 
o 4 i și rezultă e = 6,03 em. 
, ; $ 5.8, Să se dimensioneze bara cu secţiune pătrată din figura 5.46, 
desenat haşurat în figură. i făcută din lemn, cu og = 100 daN/cm?, solicitată prin forța P = 1 000 
t daN. p 
} Se vede că secțiunea periculoasă este un dreptunghi de dimensiuni 
: a şi a/2 şi că ea este solicitată la întindere prin forța P și la incovoiere 
PROBLEME prin momentul M = Pe = Pa/4. Faţă de axa neutră, modulul de rezis- 
ge tență este 
5.6. Să se dimensioneze bara din figura 5.44, făcută din lemn, de secțiune dreptunghiulară, aX? 
cu Å = 1,5 b, dacă se dau: P = 2 000 daN, « = 30°, I = 2 m, ca = 100 daNjem?, i CE — r 
Secţiunea periculoasă este în încastrare, unde există un mmènt încovoietor M și o forţă T W= 2 ie 
de întindere N, date de relațiile i “E 4’ 
Ea i 
P M= Psina'l= 2000 . 3 * 200 = 200 000 daN > em Formula de dimensionare este 
i a 
3 $ P— 
N = P cosa = 2 00022 = 1 730 daN, P + Pe p 4 P P 8P 
a Oa = + = = — = — 
A Ai Wa a a? e a 
a. Aria secțiunii şi modulul de rezistență, cu h=1,5 b, 2 24 2 6 
Fig, 5.44 au expresiile 
: b _ 2,25 3P 8 X 1000 
AS n 15b; W=- = pa = 0,8755, a = || — = || a sem 
5 rS | Ga 100 Fig. 5.46 
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5.9. Dindu-se o secțiune dreptunghiulară, de laturi b și h, ca în figura 5.47, să se deter nine 
poziţiile axei neutre pentru cazurile în care forţa excentrică esete aplicată în 


h b h b 
C |m pr n a TA r 


Pentru punctul C se înlocuiesc coordonatele sale în ecuaţia (5.45) şi rezultă 


h b 
1 a” + a 0 
e po 
12 12 
bh — 3 by + 3hz = 0. (1) 


Aceasta este ecuația axei neutre. Se determină intersecțiile sale cu axele de cooraonate : 


b 
Cu axa 0z: y = 0; AEE (punctul D). 


h 
. Cu axa Oy: z = 0; y = 3 (punctul E). 


Cu aceste valori, se trasează axa neutră DE. 
Înlocuind coordonatele lui B, se găseşte 


bh — 6 by + &hz = 0. (2) 


2 


(o 


max 


Fig. 5.48 
Această axă neutră este paralelă cu a lui-C și taie axele de coordonate în 


F 0,z= . i:G e 0 
p = 0,7 = — ~ i` =—,z=0ļj' 
y [i ŞI.G |y ri 


148 


5.10. Un zid de piatră are forma din figura 5.48, cu dimensiunile b = 40 cm, h = 3 m și 
greutatea specifică y = 2,5 daN/dm?. În afară de greutatea proprie, asupra zidului lucrează o 
sarcină uniform repartizată în lungul său, p == 40 daN/cm așezată cu excentricitatea e, Se cere: 


a) Să se calculeze valoarea limită a excentricităţii e, ca pe baza CB să nu apară eforturi 
unitare de întindere. 
b) În cazul de mai sus, să se calculeze efortul unitar maxim pe baza CB. 


a) Pentru a afla valoarea limită a excentricităţii, e, se consideră că axa neutră se deplasează 
tocmai în C, deci diagrama eforturilor unitare va îi cea indicată pe figură. Se ia o porţiune de zid 
de lungime ! = 1 m şi se scriu solicitările care lucrează asupra lui. 


Greutatea proprie (cu dimensiunile în dm) 
G = bh: 1- y = 4: 40° 30: 10- 2,5 = 3 000 daN. 
Sarcina uniform repartizată dă o forță 
P = pl = 40: 100 = 4 000 daN. 
Momentul încovoietor dat de forța P este i 
M = Pe = 4 000 e daN: cm. 


Se scrie că pe muchia C (în lungul zidului), efortul unitar este nul. El rezultă din cel de 
compresiune, dat de G şi P, şi cel de întindere, dat de M. Secţiunea pe care se calculează aceste 
eforturi unitare este baza zidului, de lățime b = 40 cm și lungime 1 = 100 cm 


G+P Pe 3 000 4- 4 000 4 000 e z 3e 
0 t E = =-  ; e= 11,66 cm. 
A Y 40- 100 100° 402 4 20 
6 


b) Efortul unitar maxim, de compresiune, are loc în punctul B 


loga, 2 BEP, Pe 83000+4000, 4000:1166 y danjem? 
Saaz A wW 40. 100. 100- 40° i i 


6 


Cifra, mult sub rezistenţa admisibilă pentru piatra de construcţie, poate fi periculoasă însă 
pentru teren. 

5.11. Să se construiască simburele central al secţiunii inelare din figura 5.49, cu D = 10cm 
şi d = 6 cm. 

Din motive de simetrie, sîmburele central este un cerc. Se aplică relația (5.48) spre a afla 
raza cercului 


Gd 
Z (Dias 
ca ( ) 


3 2 DAR Di di 10: — 64 s 
sc Ale 57270 ie vii 10002) — 16000: y T 
maz Fa (D2— æ) 
4 
8,5 
Imas = — -7 = — 5cm; Is == 1,67 cm. 


Sîmburele central este un cerc cu diametrul 
d = 2uys = 3,4 cm. 


reprezentat pe figură dublu hașurat. 
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5.12. Să se construiască simborele central al secţiunii unui profil I 20. 
S-a trasat profilul numai prin linii, la scară, în figura 5.50. Din tabelul anexă 8 se găsește 


i, = 8cm; iy = 1,87 cm; h= 20 cm; b= 9 cm. 


; 
IYA 
A 
HA P 
77 
E 
» H 


Fig. 5.49 Fig. 5.50 
Aplicind succesiv relația (5.48), rezultă 
8 1,877 
usi = -g > 6 em: lzs| = -y5 = 078 em. 


> 


Simburele central este rombul BCDE, cu diagonalele de 12,8 cm şi 1,56 cm. 
10. EFORTURI UNITARE ÎN BARE CURBE 


Eforturile N, T, M produc în secţiunile unei bare curbe eforturi 
unitare de întindere, de forfecare şi de încovoiere. 

Efortul unitar de întindere, considerat uniform repartizat pe secţi- 
unea barei, este dat de formula cunoscută 


N 
6=—: 
, A 
Ca de obicei, eforturile unitare produse de forța tăietoare. vor fi 


neglijate. “ 

Se va examina modul de calcul al eforturilor unitare de incovoiere 
în bara curbă. În acest scop, se precizează ipotezele de calcul, precum şi 
o serie de simpliticări, care duc la un calcul destul de comod: 

a) Se studiază bare curbe plane (a căror axă este o curbă plană), 
solicitate prin forţe conţinute în planul axei. 

B) Se admite legea lui Hooke şi ipoteza lui Bernoulli. 
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y) Planul forţelor este un plan de simetrie al barei, deci axa Ny din 
figura 5.51 este axă de simetrie a secțiunii. Veetorul moment încovoietor 
este aplicat pe axa Nz. 


Se consideră un element de bară cu unghiul la centru dọ (fig. 5.51), 
delimitat de secțiunile plane ab şi cd, solicitat la încovoiere pură prin 
momentul MW. Se notează: 

ER, Ra, razele extreme (interioară şi exterioară) ale barei curbe; 

R, raza centrului de greutate C ; pentru secțiuni cu două axe de sime- 
trie, ea. este egală cu n.edia aritmetică între Æ şi Rz; 

r, raza fibrei neutre, adică a curbei NN, care reprezintă succesiunea 
punctelor în care axele neutre Nz înțeapă planul de simetrie al arcului; 

BD, o fibră oarecare, la distanța y de la fibra neutră; . 

e, distanţa de la centrul de greutate C la axa neutră Nz. 


În cele ce urmează, se face o convenţie suplimentară, considerind 
pozitiv momentul care măreşte raza de curbură, ca în figura 5.51. În caz 
contrar în relațiile ce se vor stabili, momentul se'consideră negativ. 


Sub efectul momentului încoyoietor, elementul de bară se deformează, 
fibrele dinspre centrul de curbură lungindu-se, iar cele opuse scurtindu-se, 
Dacă se presupune secțiunea ab imobilă, în urma deformaţiei, secțiunea, cd 
se roteşte în raport cu ab, cu unghiul Ad, ajungind în poziţia c'd'. Ca urma- 
re, fibra BD se lungeste, punctul D ajungind în D’. 

Înainte de deformuţie, lungimea fibrei BD a fost 


ds = arc BD = (r — y) dọ. 
Lungirea acestei fibre este 
Ads = DD' = y. Adọ. 
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Ca urmare, lungirea specifică a fibrei este 


|. e at (5.50) 


o = Des = ——— ss ——. (5.51) 


Cum în secțiunea aleasă mărimile: E, Ado, dọ sînt; constante, rezultă 
f că efortul unitar variază pe sectiune după o lege hiperbolică. Biortul unitar 
este maxim spre interiorul arcului de curbă, unde y >0 şi minim spre 
exterior. În exprimarea lui £ şi o, s-a considerat că linia Nz este axa neutră 
a secţiunii ; poziţia ei va fi determinată în cele ce urmează. 

Întrucît în secţiune nu există forță axială, se serie că suma, tuturor 
forțelor normale elementare o -dA este nulă 


| f o-a4=f Eoi dA zaq Y aA =0, 
| A A de P—y do aTt— y 


de unde rezultă 


i f Y a4 =o. (5.52) 
aTt—y 


Efectuarea acestei integrale dă poziția axei neutre, determinată, de 
raza r. X 

Ecuația de momente faţă de axa Nz arată că sumă morientelor tuturor 
forțelor elementare egalează momentul încovoietor M 


$ ` 2 
u =j Dă! aa, 
a dọ ar—y 


Ultima integrală poate fi transformată şi rezolvată astfel 


y? 
j: P—y 


Întrucât; ultima, integrală este, conform relaţiei (5.52), nulă, rămîne 


o poe Put bora 


[iu fara = ea 
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Expresia obținută este momentul static al secţiunii, în raport cu axa 
Nz, egal cu aria înmulțită cu ordonata yo a centrului de greutate. La 
rîndul su, Yo = —e, aşa că 


aa då = 


Yc A = Ace. 


Înlocuind valoarea obținută în expresia, momentului, se ajtlă, 


Edde Ae= M; BAde _ U, 
dọ dọ Ae 


Introducind ultima valoare în formula (5.51), se obţine 


u y 


G=— 


= .——. 5.53 
Ae r—y (3:53) 


În această relație, singura necunoscută este razar, care se va determina 


cu ajutorul integralei (5.52). Distanţa e rezultă din 


e=R—r. (5.54) 


În fibrele extreme ale secțiunii, la y = d, şi y = —d, eforturile unitare 
au valorile 


U à Mă 


buze de r— d, A R 

(5.55) 
A u 4 AM 4 
sta Aer de Ae R 


şi ele corespund valorilor extreme ale hiperbolei din figura 5.51. 

În concluzie, eforturile unitare variază pe secțiune după o lege hiperbolică, 
valorile extreme fiind date de formulele (5.55). . 

În mod obișnuit, în secțiunea barei curbe există atât; moment încovo- 
ietor cît şi forță axială. Efortul unitar se obţine prin suprapunerea efec- 


telor. Într-un punct oarecare al secţiunii, efortul unitar are valoarea 


hate ae E E 
A Ae r—y 
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iar în fibrele extreme 


N uU 4, 
—— = în cs Cmar = T EF 4 
(5.56) 
aa AM da 
ZI "e A Ae R, 
Se înțelege că, în aceste for- 
[SI mule, dacă forța axială este de 


compresiune, ea se ia cu semnul 
~ minus. De asemenea, dacă mo- 
mentul încovoietor are sens contrar 


deră negativ. 

Poziţia axei neutre se sta- 
bileşte prin efectuarea integralei 
(5.52). 

Se va trata un exemplu simplu, cel al secţiunii dreptunghiulare. 
- Aria unui element de suprafaţă din figura 5.52 este 
dA = bdy. 


Se face o schimbare de variabile, introđucind pe v în locul lui y 


pă e în 


v =fr — Yyy =T— v 
Integrala (5.52) devine 


f- da | Peas tas -f aa =o 


ar—y v AP A 
(a =4; 4 =$ -a =rţ di, 
A av a v 
Pi A bh h 
Ra 
(= | bdv ln Ro 
a vv Rı v R 
Se dezvoltă în serie m-f 
1 
h h 
ME E AE 1+7 | (2) TOE ] 
Ra Rpt 1 al. 3\2R) (2R) ` 
2R 


celui arătat în figura 5.51, se consi- 


Imînd numai primii doi termeni, se obţine 


h -R 
h 1 h y If h N2 
NL în pat sie E! fat a) papat [a 
A n E 


Se determină excentricitatea e cu relația (5.54) 


i (5.57) 


„Pentru 'alte forme de secţiuni, valorile razei r care dă poziţia axei 
neutre, sînt indicate în tabelul 5.1. 

Este necesar a sublinia că în calculul mărimilor r şi e trebuie lucrat 
cu mare exactitate (de obicei, cu trei zecimale), căci în caz contrar se obțin 
erori mari sau chiar rezultate absurde. 

Se poate da şi o soluţie aproximativă, valabilă la orice secţiune, pentru 
excentricitatea e a axei neutre. În acest scop, în expresia stabilită mai sus 


al a 
f d4 
z 4? 
se face o nouă schimbare de variabilă, notind cu y, distanța unui element 
de arie la axa centrului de greutate ; cu aceasta rezultă | 
2= R— yy 
iar integrala de mai sus se scrie 
dA f dA 1 | 1 
a v aR-yn R 


aj — Ya 


R 


Se dezvoltă în serie expresia de sub integrală 


1 Yı (2) (2) 
14 ES 
ai t RT R + R + 
R 


şi se iau numai primii trei termeni! 


1 1 1 no g | Io) A Ie 
dA 1 Vi disia ) , 
TEA e joi 0) RUTE a 

R 
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r — poziţia axei neutre 
A == aria secţiunii 
R = raza centrului de greutate 


B+b 
2 
"O BRR, R 
m (B) 
h R 


_ +B 
— B(B+b) 


e 


Tabelul 5.1 


anme o 
4(2R — VAR? — Ë) 


2 
PD a 
4 QR — V4 — 02) 


bily + bolia ra bih + baha + balta 
a Ra a e R, 
m—- + bln — bı m — + ban — + ba m — 
ba R F S a | as R +h a 3 c 
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În efectuarea integralei, termenul al doilea, reprezentind moment 
static față de axa centrului de greutate, este nul. Înlocuind în expresia 
lui r, rezultă . 


r= are 
A de 
R tg 
Se află excentricitatea axei neutre 
le 
A R? 
E E a DA 
REE R R 


În această relație, Ic/R3 este neglijabil în raport cu A/R, aşa că re- 
zultă 
~ le a 
AR 


(5.58) 


În formula (5.58), Ic este momentul de inerție al secțiunii față de axa 
care trece prin centrul de greutate, paralelă cu axa neutră, iar A este aria 
secțiunii. 

Dacă la o bară curbă raportul R/h între raza de curbură gi înălțimea 


-secțiunii este mare, se zice că bara este cu rază mare de curbură. În ase- 


menea cazuri, excentricitatea e tinde către zero, axa neutră se apropie de 
centrul de greutate, iar în relația (5.51), r se poate înlocui prin È şi y se 
poate neglija, la numitor, în comparaţie cu R 


i aAa. 
dọ R ! 
Ecuația de momente față de axa neutră se serie acum 
E-Adọç y?-d4 E-Adọ 1, 
= i , 
|, R dọ R 


unde I, este momentul de inerție al secțiunii față de axa neutră. Se scoate 
expresia 


M= yoda Jy 


E-^Adẹọ MR 
de LÉ 
şi înlocuind-o în ecuaţia care dă pe c 
E-Adọ y MR y yM 


se observă că se regăseşte formula lui Navier. 
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Prin urmare, rezultă că formula barei curbe (5.51) sau cele deduse 
din ea se aplică numai barelor cu rază mică de curbură ; pentru cele cu rază 
mare de curbură, se vor folosi relaţiile đe calcul ale barei drepte. 

Pentru bara de secțiune dreptunghiulară, avînd raportul Rk = 10, 
folosirea formulei de calcul de la bare drepte dă o eroare de 3,2%, în minus. 
La un raport mai mare, eroarea scade şi folosirea formulei lui Navier 
este cu totul justificată. Din contra, pentru R/h = 1, formula barei drepte 
dă eforturi unitare cu 35% mai mici decit; cele reale. 

Relaţiile de calcul pentru bare curbe se vor folosi la piesele cu rază 
mică de curbură, cum sînt : cîrligele, ochiurile, zalele de lanţuri, capetele 
de biele ete. 3 

Este evident, că dacă se ia în considerare solicitarea compusă produsă 
de forța axială' și momentul încovoietor, axa neutră se mută din poziția 
dată de formula (5.58). În cazul particular al cîrligului (fig. 5.54), la care 
forța excentrică este aplicată tocmaiîn centrul de curbură, axa neutră a 
solicitării compuse se deplasează chiar în centrul de greutate al secțiunii. 
La cârlig, forța axială și momentul încovoietor în secţiunea periculoasă 
sînt 

'N=P:;M= PR. 
Efortul unitar într-un punct oarecare al secţiunii este 
N M y Po ER 4 e 
A de r—y A` Ae r—y al 


Axa neutră se află anulînd expresia efortului unitar 


G 
e r—y 


+ By = 0 
e(r — y) 
care, rezolvată, în raport cu.y, dă 
y = —e. 


` Prin urmáre, la cîrlig, axa neutră trece prin centrul de greutate 0, 


indiferent de forma secțiunii. . 


PROBLEME 


5.19. Să se verifice eforturile unitare care se produc într-o bară curbă de secţiune drept- 
unghiulară, avind: b= 3 cm, h= 5 cm, R= 10 cm, solicitată de un moment încovoietor 
M = 12 500 daN: cm. Să se compare rezultatul cu cel găsit prin aplicarea formulei lui Navier 
şi să se deseneze ambele diagrame de variaţie a eforturilor unitare pe secțiune. 

Aplicind formula lui Navier, se găseşte 

M M 


Gmaz = Omin = = m e T 


wW 


6- 12 500 
——— = 1000 daNjem?. 


Pentru calculul barei curbe se determină excentricitatea e cu formula (5.57) 


e 52 
e= = = 0,208 cm. 
12R 12:10 
8ST 


Se aplică formulele (5.55) 
A = b: h= 3-5= 15cm*; 
h 


a= 3 


h 
— e = 2,5 — 0,208 = 2,292cm;  da= FE + e= 2,5 + 0,208 = 2,708 cm; 
h a h 
AR = R— 7 = 10-25 yem; R= R+ > 10 +25 = 125em; 


12 500 2,292 


M de 12500 2,708 


A Reprezentind grafic variația efortului unitar în figura 5.53, se obţine linia dreaptă cd 
prin calculul aproximativ de la barele drepte şi hiperbola e Nf dacă se aplică metoda de calcul 
exact pentru barele curbe. Eroarea care se comite prin calculul aproximativ este 

1 224 — 1 000 
i AUDA, 


5.14. Un cirlig de macara are forma din figura 5.54, secțiunea fiind trapezoidală, cu bazele 
rotunjite. Forţa care solicită cirligul este P == 1 000 daN. Dacă dimensiunile secţiunii AB (cu 


a 


100 = 18,3%, 


notaţiile din figura care se află în tabelul 5.1) sint B = 4 cm, b = 2 cm. h = 6 cm, R, = 3 œm, 


Fig. 5.53 


Fig. 5.54 


se cere să se calculeze efortul unitar maxim și minim care se naște în secțiune, În secțiunea peri 
culoasă 4B, momentul incovoietor are valoarea maximă M = PR, iar forța axială N = P. 
Raza exterioară este : 


R= R+h=3+6=9cm. 
i Aplicind formula din tabelul 5.1, se obţine 


B +b 2 
Btt, 12o 
r = = — = 5183 em 
BR bR, Re FR 4:9— 28, 9 FER 2,193 em, 
n — 2 
h Rı i l 6 H € ) 
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Pe de altă parte, conform tabelului 5.1, poziţia centrului de greutate este 


2b 4 B 2-244 


e, h 6 = 2,666cm. 
* BBO 3472) 
Excentricitatea axei neutre este f 
e= CN = (R, + e) — r = 3 + 2,666— 5,153 = 0,513 cm. 


Celelalte mărimi care intră în formulele (5.56) sînt 
d, = r— R, = 2,153 cm; d, = hd, = 3,847 cm; 
= PR = 1000: 5,666 = 5 666 daN- cm; 


B-+b 
R= R, + &= 5666cm; A= 


h= 18 cm2, 
Se aplică formulele (5.56) 
N i M d, 1 000 i 5 666 2,153 
ë A = ; 
i 18:0,513 “3 


4 496 daN/em? 
A ae R 18 gi 


N M d 1000 5666 3,847 
A AR 18 18- 0,513 ` 9 


Omin 207 daN/em2. 


5.15. Să se calculeze eforturile unitare care se produc în fibrele extreme ale secțiunii AB 
a inelului din figura 5.55, cunoscînd că: Ra = 40 mm, R, = 140 mm, P = 2 000 daN. Diametrul 
secțiunii barei curbe este 


d= R,— R, = 100 mm, 
Poziţia axei neutre se c alculează conform formulei din tabelul 5.1 


a i 102 
3 = 8,242 cm 
4R- YAR B) 42- 9— 4-92 103) 
Rı+ R; 
R = SiR. 9cm 


e= R — r = 9 — 8,242 = 0,758 cm. 
În secţiunea considerată, eforturile sint 


M = — PR= -—-2 000* 9 = —18 000 daN > cm 


N = — P = —2 000 daN. 


Avind 
d d E 
A = 78,5 cm?, d = — — e= 4,242 cm, d, = — +e=5,758c¢m, 
Fig. 5.55 2 2 
se află eforturile unitare 
P M d 2 000 18000 4,242 
= — pi Des e a 346 daN yem? 
ge, ta R 78,5 78,5-0,738 4 
3 a 2 18000 5,758 
Gmin z — A . d w, $ x > 99 daN/em?. 
A Ae R, 78,5 78,5:0,758 14 a; 
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miei 


~ CAPITOLUL 6 


DEFORMAȚIILE BARELOR SOLICITATE 
LA ÎNCOVOIERE 


1. ECUAȚIA DIFERENȚIALĂ A FIBREI MEDII DEFORMATE 


ii ici î i interesează atit 

` iul deformaţiilor barelor solicitate la încovoiere in € t 
Ia mea re impun condiţii de rigiditate — adică anumite valori 
Bis deformatțiilor — cît şi pentru rezolvarea sistemelor statie nedetermi- 

e va vedea ulterior. 7 NI i 

Dal ie: studiu se cercetează forma pe care o ia după încovoiere axa, 
unei bare drepte. Această linie poartă numele de fibră medie deformată sau 
linie elastică a barei. p 


Dacă se consideră bara din figura 6.1, care în urma deformaţiei devine 


curbilinie, trebuie calculate deplasările pe direcția awei Oy, numite săgeți, 


Fig. 6.1 


„ta i r ` e ivește 
i unghiurile tangentei la fibra medie deformată. în ceea ce priv 
deplasările în Tinu axal Ox, ele sînt neglijabile. Într-o secțiune oarecare, 
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11—c. 1801 


cele două mărimi care caracteriz 


Studiul deformaţiilor constă, în ovi iar i-ar aa 


a cunoaște funcţiile 
v = flt); e = f2) 
pentru orice secțiune a barei. În sistemul de axe ales avem 


„do 
Ie (6.1) 


Întrucît deformațiile « i 
t e sînt mici, în t i î 
te o prin e. Se exclud din această, dare n edi stivă 


(de exemplu, arcul spiral al unui ceasornic, a pus pa anii forţa mari 


studiu n găsește în lucrări de specialitate. SP EN P elis 
erp oe pimen curentă v, fibra medie deformată are raza di ă, 
prese, în geometria diferenţială, este D 


E pr 

e (Lope! 

Cum unghiurile î 
j e sînt cel multde cît 

v? = ọ? este neglijabilă faţă de unitate 

pentru un unghi e = 5°42, 

total neglijabil față de uni 


grade; tangenta, trigonomėtrică 
„unitate paranteză. De exempl 
jase Mtie că v = tg e = 0,1, deci v2 = CoL, 
ate. Ca urmare, se poate serie Si 
1 2, 
Le 
e dg? 


„Pe de altă parte, din relația (5.7) rezultă 


daka 
e BL 


Din egalarea, celor două valori, se obține 


-v M 
de? BL `. 


Cu sistemul de axe Sici fi 
K i ; în figura 6.1 
pe cînd momentul încovoietor tepo 


z , derivata a doua, >”, este negativă, 
emn minus și rezultă ecuația diferenţia; 


tiv. Ca, urmare, trebuie int; 
iv. Ca, u e rodu 
lă a fibrei medii deformate dc 


dou 
E car Fl (6.2) 
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ă cu v şi o. 


În această relație, M este funcția momentului încovoietor. Studiul 
detormaţiilor se bazează pe efectuarea acestei integrale. Se observă că la 
barele solicitate la încovoiere pură (M = const) deformația are loc pe un arc 
de cere ` 


1 __M = const. (6.3) 
i HL 


'Pinînd seama, de relațiile (4.1) şi (4.2), derivînd de două ori ecuația 


(6.2), rezultă, 
do da ( M ) 


dg? dz | BI. 
(6.4) 
dw _ d ( M ) 
dat de | EL 
respectiv, la bara cu moment de inerție constant 
d T do pp (6.5) 
dz BL’ da EI, 


Expresia EI, se numeşte rigiditate la încovoiere a barei. 


2. INTEGRAREA ANALITICĂ A. ECUAȚIEI FIBREI MEDII DEFORMATE 


Integrarea, analitică a ecuaţiei (6.2) este recomandabilă în special la 
cazurile simple de încărcare, cînd momentul încovoietor are o ecuaţie unică 
pe toată lungimea barei. Prin integrare, se introduc două constante, care 
se determină pe baza condiţiilor la li- 


mită. În afara unor cazuri speciale, h h 
aceste condiții sînt : (0) © 
— în reazemul simplu și în articu- A f 


laţie, săgeata este nulă ; [A 

— în încastrare, unghiul și săgeala - 
sînt nule. . 

Dacă momentul încovoietor are ecu- 
ații diferite, pe intervale, se face inte- 
grarea pe fiecare interval, obținîndu-se. 
cîte două constante de integrare. În afara - 
condiţiilor de mai sus, se vor folosi con- 
dițiile de continuitate a fibrei medii defor-  , 
mate: în punctul de trecere de la un! 
interval la altul, săgeata și unghiul au 
aceeași valoare, pe ambele intervale. 

Conform ecuaţiei (6.2) și figurii 6.1, pe intervalele unde momentul 
încovoietor este pozitiv, centrul de curbură se află deasupra axei 02; 


Punct de inflexiune 


Fig. 6.2 
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invers pentru porțiunile pe care momentul este negativ. Acolo unde mo- 
meniul încovoietor se anulează, fibra medie deformată, are punct de in- 
flexiune, Pe baza acestor consideraţii, cunoscind diagrama de momente 
încovoietoaire, se poate trasa forma fibrei deformate, cum se arată în exem- 
plul din figura 6.2. i 


a. BARĂ ÎNCASTRATĂ LA UN 
0 AT 


ĂT, ÎN 
CONCENTR PĂRCATĂ CU 0 SARCINĂ 


„Se consideră, bara din figura, 6.3, la care momentul încovoietor în sec- 
ţiunea « este negativ și are expresia, 


Ecuația diferențială a fibrei medii deformate este 


a MM _ Pla) 
da? BL M, ` 


Se integrează de două ori şi se determină, constantele, scriind că în 
a dv 
încastrare, pentru æ = 0, se cunose Pia 9p=0şiv=0 
a 


do P g2 
— s= a 02 
dz A „rac 0 
P (la? g i 
al 5 E] FO; O =0. 


În capătul barei, pentru s = 1, se găsesc valorile maxime 


pia 
Omas = f = ZEL (6.8) 
2e l (6.5) 
? A, v 


icați i in fi forta P nu este 
Ca aplicatie, se consideră bara din figura 6.4, unde 

aplicată 4 aere liber. Între punctele A și B, momentul este nul, cora 
ce face v” = O, deci v' = const. Rezultă, că între A şi B fibra medie d or 
mată este o linie dreaptă care are aceeași înclinație ca tangenta dusă 


punctul A la fibra, medie. Cu notajiile de pe figură se poaie scrie 


Po _ PR 
32L) €4 281, 


PR Pa i (6.10) 
f= 0B = 0D + DB = v, + atg pa g py, 281, $ 


b BARĂ ÎNCASTRATĂ LA UN CAPĂT, INCĂRCATĂ OU 0 
SARCINĂ UNIFORM DISTRIBUITĂ 


în cazul barei din figura 6.5, momentul încovoietor într-o secţiune % 
este A 
2 
M Mo + Vo pz E + pis 


pe: P (210 + æ). 
2 2 


Fig. 6.5 
Ecuația fibrei medii deformate este 


iz M P_ q — 2e + a?). 
da? B, 2E 
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Se integrează de două ori 


do p i g3 
e læ? 
dg (e idilă +a 
p Ta? 13 gA 
v= ii fi fi 
2 2 3 Tao )+ Oa + Oz. 


Pentru determinarea constantelor se serie că în origine unghiul și 
săgeata sînt nule 
i d 
2=0; v=0; ip di 0, = 0, =0. 


Ecuațiile finale ale unghiului de rotire şi săgeții vor fi : 


= == TA (23 — 3la? + 3l) (6.11) 

v= E z (sh-dle? 4- 61272). (6.12) 

În capătul liber al barei, unde 2 = , unghiul şi săgeata maximă, sînt 
e = E (6.13) 

j= ra (6.14) 


e. BARĂ SIMPLU REZEMATĂ LA CAPETE, ÎNCĂRCATĂ CU 0 
SARCINĂ UNIFORM DISTRIBUITĂ 


Momentul încovoietor într-o secţiune & a barei din fig. 6.6 este 
2 
pr pl Pe 
2 2 2 


Se serie ecuaţia diferenţială a fibrei medii deformate și se integrează 
de două ori ; 


M = Va 2 (læ — 2). 


o _ pal — s), SR 
dg? -© 2ml, ’? 
w p (le a 
da TAF ra 
læs zi 
e ( Fi A H Cao + Oz 


Se determină constantele, folosind două dintre cele trei condiții- de 
mai jos 


Prima condiţie dă 02=0; ultima con- 
diție dă valoarea constantei 0, 


=- at 
e 2E, \ 8 24 zi 
E d 
o= 24BI, 


Rezultă ecuațiile de deformații 


-v p (= La 18 ) (6.15) 

dz DEI, 3 2 12 
apti id (5 læ? | = (6.16) 

2EI | 12 6 12 

Săgeata mazină, la mijlocul barei (2 = 1/2), este . 
BE (6.17) 
38451, 

iar unghiurile pe reazeme sînt ` 

RE LEE (6.18) 
a= AB, 


A BARĂ SIMPLU REZEMATĂ,AVÎND UN CUPLU PE UN REAZEM 


La, bara, din figura 6.7, momentul într-o secţiune oarecare este 
a 
l 


M = M, — Vs = M, — M, 


Se scrie ecuația fibrei medii deformate 


% 
Bo” = —M = —M,+ Map 


2 
Blow = — Ma + Me + Cu 


2 g 
Blv = —M, = + M I + Og H Cz 
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Condiţia v = 0, v = 0, dă C, = 0. Din condiţia v = l, v = 0, rezultă 


a E p 
=M E MEO; 
l 
au. 


Fig. 6.7 
Ecuațiile deformaţiilor devin 


Bg = — 2 ema 

e 2 + M ZI ii (6.19) 
g2 3 

HL & z le 
v i M, > + M, 3, MW, a (6.20) 
Se determină unghiurile pe reazeme, făcînd z=0, şi 4-1 în ecuația (6.19) 

ML ; E Mt. Ei 
gi Pb 6BI 27 (a) 


Dacă se anulează ecuația (6.19) se află, secţiunea, æ unde are loc să- 
geata maximă, ȘI, înlocuind în 6.20) se găseşte marimea, săgeţii. Făcînd 
1 ( i 


2 = 0,423 1; f = 0,064 MF. 


3. METODA PARAMETRILOR INIȚIALI 


Cînd de-a lungul barei momentul încovoietor are mai ii 
metoda descrisă anterior devine dificilă. Se va stabili o metodă. aiaiai 
pentru studiul deformațiilor barei drepte, numită metoda parametrilor 
inițiali, în care intervin numai douä constante de integrare : valorile ini- 
tiale (în origine) ale săgeții și pantei. 
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Se consideră o bară dreaptă (fig. 6.8), la care — la început — nu se . 
precizează modul de rezemare, încărcată oricum, de exemplu cu cupluri 
concentrate, sarcini concentrate, sarcini uniform distribuite ete. Se no- 
tează cu a, b, € ... distanțele de la origine la punctele unde ecuația mo- 


Fig. 6.8 


mentului încovoietor se schimbă. Se seriu ecuațiile momentelor pe inter- 
valele notate pe desen 


Mo =0 

M, = — mg — 0) 

Map = — m(æ — a — P(x — b) 

My = — m(x — a} — P(x — b) EP A 

Ma = — me — ap Po — t) pp pe. 


În scrierea acestor ecuații, se observă că 

— cuplul concentrat m s-a înmulțit cu (v — a) = 1, ceea ce nu-i 
schimbă valoarea ; 

— după secțiunea 4, unde sarcina p se termină, se consideră că ea ar 
continua pînă la capătul barei şi se aplică o sarcină egală şi de sens contrar 
cu ea, aşa că, de fapt, de la 4 spre dreapta nu mai există sarcina p ; 

— pe fiecare interval, ecuaţia de momente este cea de pe intervalul 
precedent plus un nou termen. 


Se procedează acum la integrarea ecuațiilor, ştiind că | 4 
EIv” = — M. (A An 
169 ARO. 


Cu această ocazie, toate bin i i y 
J , oamele din ecuaţia de mo inte- 
grează sub formele i i ici apă adu 


je ab dz = a a; fe b) de = C= ete, 


ceea ce duce numai la o schimbare a constantelor de integrare. 
Bfectuînd cele două serii de integrări, rezultă, : 
Pentru unghiuri 


Bliu = 0, 
Blois i 0, + mia — a) 


Blois = Oa + mo — a) + PEI 
2 
Boa = O, + m(z — a) -+ P (=b +9 (e — o} 
2 6 
og = Os + mæ — a) + P CË} p pF peA 
2 i / — 5 Fi b 
Pentru săgeți 
EIv, = O -+ D, 
Blu = Co + D, + m C 
Boss = Oe + Da +m? a} ple=t) 
6 
— a) _ 
Eos = Cao + Di + ml? 7 Dype = D ipe 
- 24 
Bo = Ose + D; P CE peo + (2 — c} __ (s — 4} 


Aplicînd prima ecuație a unghiurilor în origine, unde unghi 
valoarea eo; rezultă BI p = C,. Aplicînd prima, s a doua ea ai 
ghiurilor în secțiunea 7, la v = a, rezultă, în baza condiției de continuitate 
0, = Ca. Tot aşa, în continuare, se află C, = Cz = 03 = C, = Os. În mod 
analog prima ecuaţie a săgeţilor, aplicată în origine, la z=—0, dă Bo Du 
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iar condiţiile de continuitate dau D, = Da = D; = D, = Ds. Ca urmare, 
ecuaţiile deformaţiilor se pot serie sub forma concentraită 


Elg = Elqola + ma — aha + 


(a — dk (æ — ol. (x — dk 
HP t 6.22 
2 23 6 34 z 6 45 ( ) 
Blv = EIv, + BI golo + 
(2 — af (e — b)? (e — 0) (2 — = 
Are Po e | — p=] . (6.23 
arii 2 bg: 6 ge 24 la 24 js- (8:28) 


În aceste relații, semnul |z, arată că ecuația deformajiei pe intervalul 
2—3 este dată de toţi termenii care se află în stinga acestui semn. În scrierea 
ecuațiilor (6.22) şi (6.23) se observă că apar cu plus toţi termenii care în 
secţiunea æ dau moment încovoietor negativ, şi cu minus ceilalți. 

Metoda, va fi ilustrată prin cîteva exemple. 


a, BARA SIMPLU REZEMATĂ, CU 0 FORȚĂ CONCENTRATĂ 


La bara din figura 6.9, ecuațiile deformațiilor sînt 


i b æ (s — a} 
EI EI P—. P 
E TA l 2s $ 2 32 
3 — a)? 
Bio = Bio, + Blge — PÈ- 2 | + PEA 
1 6 ha 6 32 


Se vede că pe reazemul 7 săgeajta, este v, = 0. Unghiul q, se poate afla 
. din a doua, ecuaţie, scriind că în reazemul 2, la z = l, săgeata v este nulă 
13 ps pi 


b 
0=EIọl—P— : P 
Qıl 7 oE 6 


Ela = p (12—02). (6.24) 


Înlocuind în ecuaţia lui e 
și făcînd e = l, rezultă 


Ele=—P-> (2—a2). (6.25) 


Ecuația săgeţilor este 


b b g? (a — a) 
EIv = P 2 — bg — P— > P . 6.26 
l ) 6L 6 Sag 6 laz (6:25) 
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Dacă a> b, cum s-a luat pe desen, se vede că săgeata maximă are loc 
pe intervalul 7—3. Anulînd ecuația unghiului e de pe acest interval 


b b æ b 
BI P— (P—b? P—. P— (P — 02 — 322) = 0 
Pr si ( ) 1 2 a g?) > l 
se găseşte secțiunea unde săgeata este maximă 
[2 — b2 
2 = y r~ (6.27) 


Înlocuind această valoare în expresia (6.26) pe intervalul 7—3, rezultă 
Ph — Ve 

9/3 LEI 
Se obţine cea mai mare valoarea acestei săgeți cînd sarcina se aplică 


Í = Umas = 


în mijlocul barei (+ =b = 3) | 


pati (6.28) 


iar unghiurile pe reazeme devin 


PRE l 
= — 0 an, 6.29 
aF — 22 Gr (6.29) 


Din relația (6.27) se observă că pentru b — 0 rezultă ¢ = Pa = 0,5771, 
adică, orice poziție ar ocupa forța P pe bară, săgeata maximă are loc pe ] 
intervalul æ si + 0,077 l; aceasta permite. să se considere că săgeata 


maximă are loc practic în mijlocul barei. 


V.BARĂ CU CONSOLĂ 


La bara cu consolă din figura 6.10, reacțiunile sînt 


7 PE; VP | s). 


Ecuațiile deformațiilor sînt (cu v, = 0) 


a aj” a) (@—1)} 
EIo = Blg p PE. Ë| — p (144). COV 
$ Pik l 2h ( +7) 2 23 
3 pa 
Bo = Ela + PA. Z d (En la DI 
l 12 l 6 23 
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Aplicînd ecuația săgeţii în reazemul 2 (æ = 1, v = 0), rezultă 


al al 
33 bca die i = — P —. 
0 = Elgol + P si Pı GBI 


Fig. 6.10 


Făcând înlocuiri, ecuaţiile deformaţiilor devin 


a) æ — l} 
P|1 . 
12 ( i l ) 2 


á 


ži | | 
12 a 6 lz 


Din prima ecuaţie se pot calcula unghiurile pz şi 93 


al a æ 
=— P HP. 
Ele g 7 


23 i 


g3 
6 


i al a 
= —P P—- 
Elv î s+ 7 


E Q 
Flo = P s, BIg, = PE (21 + 3a). 


Din a doua ecuație, făcînd z = l + a, se află săgeata 


BIf, = pe. (l+ a). 


c. BARA CU ARTICULAȚIE 


Se consideră o bară avind o articulaţie intermediară, ca în figura 6.11, 
încărcată într-un mod oarecare, de exemplu cu un cuplu pe reazemul 3. 
Reacţiunile se determină uşor, separind bara în articulaţie. După aceea, 
se construieşte diagrama, de momente încovoietoare Se observă că momentul 
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încovoietor în articulație este nul. Se scriu deformaţiile, tinind 
seama, că în origine săgeata, şi unghiul sînt nule > 


Fig. 6.11 


— Eloalas 


a i æ 
Elo = M, — e — M, >- = 
i ca “1 a 


12 


e 2 4 3 
Bio = M, 2: ËM. E] ra — aly 


L 2 Il 6l 


| Particularitatea problemei constă în aceea, că în secțiunea 2 s-a intro- 
dus un salt de pantă æ», considerat negativ, arătat pe desen ; lo = pa — QF 


rime acorn salt se află scriind că pe reazemul 3 săgeata este nulă 
a =a +l, 


12 3 
0 = MO Lt Mo (ati? re 
i 2 i 6 
2a — 
Bla = (a + 1)2 s l 


pai ae mamamaaaŘŘŮamaaaaaeaeaeaeaeaeaeasasasauao 


Ca urmare, ecuațiile deformajiilor sînt 


2 2g 
srp ue in-H. E] Hapy 
[A t 2 la i 6 jz 
a MB. M ‘2a — 1 
Elo = M>- o. o(a +l. a —a 
°l 2 A 6 2" p | FO 6 ( 2 


Făcînd a = a, se află săgeata în articulație 
a? 
v = My 


De asemenea, făcînd s =.a în ecuația unghiurilor de pe intervalul 
1—2, se află 


iar prin scăderea ọ,— as se găsește pz. Fcăcînd v = a + 1 în ecuaţia com- 
pletă a unghiului, rezultă - 


Ă Ifl a 2a? 
Mat ( a ) 
mae a Aa aS T) 


În expresia lui aa, se vede că ea poate fi pozitivă sau negativä, funcție 
de semnul diferenței 2 a—?. Cu alte cuvinte, saltul de unghi este ca în figura 
6.11 cînd 2a—l>0 sau de sens contrar (ọ2> ọ2) cînd 2a—l < 0. De 
asemenea se vede că, în afară de salt deunghi, în secţiunea. 2 fibra medie 
deformată îşi schimbă curbura, căci momentul trece de la un semn la altul. 


d. APLICAREA PRINCIPIULUI SUPRAPONERII EFECTELOR LA CALCULUL 
DEFORMAȚIILOR PRIN ÎNCOVOIERE 


Ca, şi la calculul momentelor încovoietoare, pentru deformaţiile prin 
încovoiere se poate aplica, cu rezultate avantajoase, principiul suprapunerii 
efectelor. Dacă într-o secţiune dată za ` 
unei grinzi, încărcată cu un sistem de forțe , 
ZF; se produce o săgeată v, şi dacă în 
aceeaşi secţiune a grinzii, încărcată cu un: Z 
alt sistem de sarcini SF, se produce o să-l! 
geată va în cazul cînd lucrează simultan à 
ambele sisteme de sarcini, sägeata este Fig. 6.12 
v = V + Vo 

Aşa, de exemplu, la bara din figura 5.12, deformaţiile se obţin prin 
însumarea, relaţiilor (6.8) cu (6.14) şi (6.9j cu (6.13) 


pE PE pè 


pi. , 
=EL "32L “72L GEL, 


4. METODA GRINZILOR CONJUGATE 


Se consideră ecuația diferenţială a fibrei medii deformate 


d | 
EI = — M. 
da? | 
Dacă bara studiată se consideră încărcată nu cu sarcinile reale, ci cu 
o sarcină distribuită, care este tocmai diagrama de momente încovoietoare, 
numită sarcină fictivă, 
M =p; 
ecuația diferențială se poate serie 


d% _ 


BI —— = — pr- 6.30 
Fr pr (6.30) 


Grinda încărcată cu sarcina fictivă se numește grindă reciprocă sau 
conjugată a celei reale. : 
La rîndul său, sarcina fictivă satisface relațiile cunoscute 


d2M, dT, 
aa T OP 

dg? ` da 
ceea ce permite ca ecuația (6.30) să se integreze de două ori 


BIČ = 1,; Elo = My (631) 


Cu ocazia acestei integrări, s-a pus şi condiţia ca constantele de integrare 
să fie nule. Din relaţiile (6.31) rezultă că: 

— unghiul fibrei medii deformate a grinzii reale, într-o secţiune oare- 
care, este egal cu forța tăietoare a grinzii reciproce, împărțită prin EI; 

— săgeata, grinzii reale, într-o secțiune oarecare, este egală cu mo- 
mentul încovoietor al grinzii reciproce, împărţit prin EI. 

Este necesar să se precizeze şi modul de rezemare a grinzii reciproce 
spre a satisface condiția impusă, referitoare la constantele de integrare. 
Astfel la o grindă încastraită în capătul din stînga și liberă în. cel din dreapta 
(v. fig. 6.3), unghiul şi săgeata în origine sînt nule. Aceasta cere ca grinda, 
reciprocă să aibă în acel punct forţa tăietoare şi momentul încovoietor 
nule. Se ajunge la acel rezultat dacă grinda reciprocă are capăt liber acolo 
unde grinda reală avea încastrare și reciproc la capătul opus. Pe considerații 
similare se stabileşte modul de rezemare şi la alte grinzi reciproce, ajun- 
gînd la următoarele concluzii : 
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— reciproca grinzii încastrate la un capăt; şi liberă la caelălalt; este 
o grindă la, care reazemului încastrat de la prima, îi corespunde unul liber, 
iar celui liber de la prima îi corespunde o încastrare ; 

— reciproca grinzii sim- 
plu rezemate la capete este 
tot o grindă simplu rezemată 
la capete ; 

— reciproca grinzii cu 
două reazeme simple şi o 
consolă este o grindă la care 
reazemul simplu din capăt 
rămîne reazem simplu, reaze- 
mul simplu intermediar se R 
transformă în articulație, iar Si A 
capătul liber devine încas- 4 
trare; analog pentru grinda 
cu două console. 

Metoda, grinzii reciproce are avantajul că înlocuiește complet deter- 


Fig. 6.13 


` minarea constantelor de integrare. 


În schimb, datorită faptului că diagrama de momente reprezintă o 
sarcină destul de complexă, calculul forței tăietoare T, şi al momentului 
M, este dificil. Metoda, va interesa în special din punct de vedere teoretic, 
pentru alte demonstrații. Se va face o aplicaţie, la bara simplu rezemată, 


„avînd o sarcină concentrată în mijloc (fig. 6.13). 


Reacţiunile grinzii reciproce sînt 
2 
pi = pi 1 l PPR, 
2 2 4 16 


Unghiul pe reazem al grinzii este egal cu reactiunea grinzii reciproce 
împărțită prin EI, ; 
Q: = PP Fi 
A 1681, 


Se obţine aceeaşi valoare din formula (6.29). ; 

Într-o sectiune oarecare, panta fibrei medii deformate este egală_cu forta 
tăietoare a grinzii reciproce împărțită prin BI,. În cazul figurii 6.18, forţa 
tăietoare a grinzii reciproce în secţiunea w este 


2 2 
pot Pe, 
16 4 
ceea, ce dă înc inarea 
(e 
4 BI. 4 
12 — c. 180 177 


Se observă că în mijloc, la v = 1/2, rezultă e = 0. 

Săgeata într-o sectiune oarecare este egală cu momentul încovoietor al 
grinzii reciproce împărţit prin EI. După figura 6.13, în secţiunea z se 
poate serie i 


1 (2222. 2) 2e (2-2) 
EI, | 16 4 3 4EI, \ 4 3) 


Aplicind această ecuaţie în mijloc, se obţine 


PL 


f= TBH. 


PROBLEME 


6.1. Să se determine efortul unitar de încovoiere care se produce într-un cablu avînd fire 
de diametru d, înfășurat pe o tobă de diametru D. Aplicaţie numerică : d = 1 mm, D = 800 mm, 
E = 2,1 - 10% daN/em?. 

Cablul este format dintr-un număr mare de fire. Dacă ne ocupăm de un fir care este în 


d 
atingere chiar cu toba, putem să-i aplicăm formula (5.5), știind că el are ymaz = za fibra 


E D+a 
deformată a sa este un arc de cerc cu raza p = = 
d 
E— 
Ey 2 Ed Ed 
Li æ% 
ẹọ D+4 Dra D 
2 


Se neglijează d în comparație cu D. În cazul aplicației numerice date rezultă 


2,1*105%X0,1 $ 
Dă ar Ra = 2 625 daN/em?. 


Acest exemplu arată ce efect important are încovoierea pe tobă asupra solicitării cablului 
și interesul ca toba să aibă diametrul cît mai mare. S-a precizat mai sus că d este diametrul unui 
singur fir, nu al cablului. Este permis a se folosi această ipoteză de calcul, deoarece la cabluri 
nu se împiedică lunecarea longitudinală, fapt care face ca fiecare fir să lucreze ca o bară inde- 
pendentă solicitată la încovoiere. Dacă firele ar fi lipite, cablul ar fi înlocuit printr-o bară, iar 
în calculul de mai sus, diametrul firului s-ar înlocui prin al cablului întreg, fapt care ar mări 
considerabil efortul unitar și ar produce ruperea în urma înfășurării pe tobă. În consecință, la 
cabluri este necesar, tocmai contrar grinzilor, de a mări flexibilitatea, permiţînd o lunecare ușoară 
a firelor , lucru care se realizează prin îmbibarea cu ulei a inimii de cînepă a cablului. 

La problema de faţă, dacă diametrul firului ar fi numai de 0,1 mm, efortul unitar de înco- 
voiere pe tobă ar scădea la o = 263 daN/em?. Aceasta arată că este bine a se lua fire cit mai 
subțiri la construcţia cablurilor. Peste efortul unitar de încovoiere, calculat mai sus, se adaugă 
cel de întindere, precum și cel de răsucire, datorit înfășurării cablului. 
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6.2. Să se calculeze săgeata maximă a unei grinzi de lemn, de deschi i 
e , idere 1= 5 m, 
rezemată la capete, încărcată cu o sarcină uniform distribuită p = 400 daN/m, Ce 
așa fel ca efortul unitar maxim să fie cg = 100 daNjem?.. d ` 
Se face dimensionarea la încovoiere 


2 
m PE 4:5002 


Ga ca 8100 


2 
IV nec 1 250 cm? DE, 
6 


Alegind raportul A= 1,5 b se găsește 


bh 15:233 
b= 15cm; h= 23 cm; I, — = — = a 
bă 3 dz= 12 12 15 208 cmê. 
Săgeata maximă este dată de formula (6.17) 
5plt 5-4-5002 


384E 38410015208 7 Piti em. 


Faţă de deschiderea grinzii, săgeata are valoarea pas L 
234 


6.3. Să se dimensioneze o grindă profil I, ca în figura 6.3, dacă P = 500 daN, l= 4 m 
aşa ca săgeata în capătul liber să fie f= 5 A 


AL. 
; = 207 300 7 SS 
- Formula (6.8) dă 
E 500-4003 ocna 
SEI, 7T BEf  3:2,1-10°-2 40 ems 


Se alege un profil I 22, care are Iz = 3 060 cm4, 


6.4. O bară simplu rezemată la capete, încărcată cu o sarcină uniform distribui 
6 ) n , istribuită p, 

în mijloc săgeata f= 3cm, iar în origine unghiul este Pi = 0,02. Care este longigas darei? 
Se folosesc formulele (6.17). şi (6.18), care se împart una prin alta i 


5pli 

f o 34E7, 5l, 16 f 16 3 

Pı pe 16 535 om idem. 
SEI, 


6.5. La o bară încărcată ca în figura 6.14, cu sarcina uniform distribuită p şi cu forta 
se constată că săgeata în mijloc este nulă, Dacă p este dat, să se calculeze P, sase pieirii pi 
diagrama momentelor încovoietoare și să se scrie ecuaţia fibrei medii deformate. 

Sarcina uniform distribuită p dă o săgeată pozitivă dată de formula (6.17), iar forța P 


Aa 9 raporta dată de formula (6.28) ; prin suprapunerea efectelor se obţine săgeata 


N 5 
;P= a Pl $ (1) 


În acest caz, reacțiunile V} şi Vo, egale, sint date de ecuaţia de proiecţii pe verticală 


- 5 3 
vt V= 2V, = pl— -y Pl= P 
3 , 
V= V= pl (2) 
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Momentul încovoietor, într-o secțiune « între reazemul 7 și mijlocul barei are expresia 


ze 3 px? 
M= Vp gpl (3 


Ecuația fibrei medii deformate este 


dp pz?  3plz 
= -uM= 
Ela aa g 216 
do pz? 3plz? 
Bl -m =en C, 
Zde 6 32 F 
pz* ple? 
Elp = —— — Cr + Ca 
Om A a 


Se determină constantele scriind condiţiile pe reazem și în mijlocul barei 


LA 
z=0, v=0, C =0,; e 0 0 
pi př pb 
0 ca C. j C. . 
sea 336 fa! OT aud 
Ecuațiile de deformaţii devin 
d 3 3plx? “pl i 
pg d aian NEI a d 
dz 6 32 384 
zt lx? Ba 
EI = BEP R (5) 


Ca verificare, se găsește că panta fibrei medii deformate la mijloc este nulă 


dv p 3p pB 
(zx ) j — E 0. 


dz] z=z 488 128 384 | 
Formulele (4) şi (5) sînt suficiente, căci de la mijloc spre dreapta bara este simetrică. Se 
observă că aceste formule se aplică numai pentru 0 $ z < IP. 
Diagrama momentelor încovoietoare s-a construit în figura 6.14. Momentul în mijlocul 
barei este dat de formula (3), în care se face z= 1[2.: 


3 l UR pe, 
Mm = ag Piz 2Pl3 32 


Momentul încovoietor are un maxim algebric acolo unde forța tăietoare se anulează 


du „3 A 3 
dx T EET 

M, 5 pu. Sa 

mac = FP" i6 


Momentul încovoietor se anulează în sec- 
ţiunea x, dată de 


De ee a 2 oala 
12 ape Ea 


În acea secţiune, derivata d?oJdz? este 
nulă, deci fibra medie deformată are un punct 
de infiexiune. S-a figurat pe desen fibra medie 
deformată, pe care se văd punctele de infle- 
xiune Aşi B. 

Forţa P, determinată în această pro- 
blemă, poate fi reacţiunea din reazemul mije 
locin al unei grinzi static nedeterminate cu 
două deschideri. 


5. CALCULUL GRAFIC AL DEFORMAȚIILOR DE ÎNCOVOIERE 


Pentru sisteme de sarcini complicate şi în special pentru bare cu moment de inerție variabil 
metodele analitice descrise devin greu de aplicat. Problema se rezolvă ușor pe cale grafică, în 
special la bara cu moment de inerție variind în trepte. Se consideră o astfel de bară, în figura 6.15, 
la care se construiește diagrama de momente încovoietoare M. Într-o secţiune oarecare, unde 
momentul de inerție este 7;, ecuaţia diferenţială a fibrei medii deformate este 


Se observă că în această ecuaţie 7, se schimbă, prin salturi, pe diferitele intervale ale 
barci. Dacă se ia un moment de inerție de bază, de exemplu cel mai mare, Ip, se poate înmulţi 
ecuaţia de mai sus cu el 


h dv 
gr EAN Y 
I dz 
respectiv So 
En A? mM? M; 32 
; =- MIm — Mn i 
0 Te Fi şi (6.32) 


Se vede că în acest fel ecuația diferențială se reduce la cea a barej cu moment de inerție 
constant, Ip, cu condiţia ca, pe diferitele intervale, momentele încovoietoare M să fie transfor- 


Ie 
mate în momente încovoietoare reduse M, = M = „ Acest lucru s-a făcut în figura 6.15, în 
i 
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Sai care se vede că în secţiunile unde momentul de inerție 7 are un salt și diagrama M, are salt. 
Conform teoremei grinzilor conjugate, săgețile grinzii reale sint date de diagrama de momente 
a sarcinii fixctive M,. Ca urmare , se împarte diasrmama Mp în o serie de suprafețe somente; 
Oas Qy Qy Qy ---, cărora li se determină aria și poziţia centrului de greutate ; se construește 


Fig. 6.15 


poligonul de suprafețe Q;, iar poligonul funicular este tocmai diagrama săgeților v. Ducînd 
linia de închidere O’ și apoi o paralelă la ea, se află săgeata maximă f. Evident, dacă bară este cu 
moment de inerție constant, construcţia grafică descrisă se aplică diagramei reale M. 


Trebuie stabilite scările construcţiei grafice. Figura se cnstruiește cu următoarele scări : 
— scara lungimilor: 1 cm = acm; 

— scara suprafeţelor de momente : 1 cm = b daN: cm2; 

— distanţa polară : H cm efectivi în figură. 

Pentru momentele încovoietoare, scara momentelor este 


1 cm = abH (daN-cm]. 
Această relaţie este valabilă și pentru momentul sarcinii fictive, dacă mărimile, a, b, H 
au definițiile de mai sus . Conform teoriei grinzilor conjugate săgețile grinzii reale sint egale cu 


momentul încovoietor al sarcinii fictive, împărţit prin Elo. Ca urmare, scara Ja care se măsoară 
săgețile este scara de momente arătată, împărţită prin Elo 


z [em]. (6.33) 


Pentru a obţine săgețile în mărime naturală, se vede că trebuie luată o distanță polară 


Întrucît aceste săgeți sint foarte mici, uneori invizibile pe figură, se caută să se obţină 
mărite de n ori, ceea ce necesită alegerea unei distanțe polare 


EI 
abn 


H 


- (6.34) 


Fie următorul exemplu numeric; 

scara lungimilor: 1: 100; a= 100; 

scara suprafeţelor de momente : 1 cm = 105 daN-cm?; b = 10°; 
grindă de oţel cu: E = 2,1 . 10 daN/em?; I= 1 000 cmâ. 
Dacă se alege distanța polară H = 5 cm, rezultă scara săgeţilor 


abH 100-10%5 5 


1 cm cm 
Eh 2,1:10%-1000 21 


Invers, dacă se impune să se obțină săgețile mărite de n = 10 ori, trebuie luată distanța 
polară 


El 2,1:10°-1 000 
H= — => = 2,1 cm în figură. 
abn 100-105-10 


6. ARCUL DE FOI 


b Unul din rolurile arcurilor este ca, folosind elasticitatea materialului, 
să realizeze o amortizare a efectului şocurilor. Se vor examina pentru 
moment arcurile de foi, lucrînd în baza solicitărilor de încovoiere. Defor- 
majții elastice apar la oricare din solicitări : întindere, compresiune, încovo- 
iere, răsucire. Deformaţiile de întindere sau compresiune au însă, pentru 
metale, valori foarte mici. Numai cauciucul poate servi ca amortizor, 
lucrînd la compresiune. În cazul încovoierii însă se pot întilni deformajii 
elastice — săgeți — destul de mari, care pot amortiza şocuri puternice. 
Cu cît deformația este mai mare, materialul poate acumula o energie mai 
mare, deci poate amortiza un şoc mai puternic. a, 

Arcul de foi se bazează pe bara de egală rezistență din figura, 5.34. 
Această bară, încastrată la un capăt, reprezintă de fapt jumătate din 
arcul arătat în figura 6.16. Se va stu- 
dia deformația acestei bare, ţinind 
seama că are moment de inerție vari- 
abil în mod continuu. Conform figurii 
5.34, momentul încovoietor într-o sec- 
piune oarecare este Fig. 6.16 


M = —P1+ Po = — PU — a). 
` Lăţimea secțiunii oarecare este 


iar momentul de inerție al acestei secţiuni 
gh? _b(l—a)h l— g 


IL 
12 127 l 


Io 


3 
~ unde s-a notat cu Iy = w momentul de inerție maxim, din încastrare. 
Ecuația fibrei medii deformate este 
l Dia Mo BU a) Ee 
dg? EL: pp (2 Ele 
A 


BI = Pw +0, 
dz 


2 
BIw = r + Cu + Oz 


P Se ştie că la bara încastrată 
se obţine 0, = 0, = 0, deci 


2 
Bo = PÈ, 
2 


ceea ce dă săgeata maximă, la 
=l, 


o PP, 
2B, 


Dacă bara are moment de inerție 
constant. 7, săgeata este 


PR 
f= 381 


Rezultă f = = fea deci bara de 


egală rezistență, avînd aceeaşi re- 
zistenţă cu cea de secţiune con- 
stantă, poate acumula, cu 50% mai 
multă energie, deci este mai ayan- 
„tajoasă pentru amortizarea șocu- 
rilor. Ad) 

Forma de bară de egală rezistenţă din figura 5.34 este nepractică, 
datorită faptului că lățimea b ocupă spaţiu mult, iar fisurarea foii de arc 
duce la ruperea completă a lui. De aceea, în practică se foloseşte arcul 
trapezoidal, cu mai multe foi, ca în figura 6.17. Se împarte lățimea b, 


Fig. 6.17 
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determinată din calcul, în o serie de foi de lățime b, şi grosime h. Prin con- 
strucția geometrică din figura 6.17 se determină lungimile foilor 7,2, 
3, . - ., ete. Foaia preincipală, 7, nu se poate face ascuțită la vîrf, din cauză 
că aici trebuie executat dispozitivul de aplicare a sarcinii P. În general, 
dimensiunile b,, h sînt standardizate, pentru diferite tipuri de vehicule. 
Ca formă, arcurile de foi pot fi fără săgeată inițială (fig. 6.17) (la vagoane, 
locomotive) sau cu o săgeată inițială (la autovehicule). 

Se precizează că arcurile de foi se fac din oțeluri speciale, de mare 


„rezistență, pentru care se iau rezistențe admisibile c, = 4000 — 


—6 000 daN /em?. 


7. EFECTUL FORȚEI TĂIETOARE ASUPRA DEFORMAȚIEIDE ÎNCOVOIERE 


În studiul făcut pînă acum s-a luat în considerare numai deformația 
produsă de momentul încovoietor. Se va examina acum care este efectul 
forței tăietoare. Forţele tăietoare produc lunecări ale secţiunilor, una fată 
de alta, ceea, ce dă naştere unor săgeți suplimentare. Din cauză că eforturile 
unitare tangenţiale nu se repartizează uniform, secțiunile inițial plane se 
curbează în urma încovoierii, cum se arată în fig. 6.18. Elementele secţiu- 
nilor aflate în centrele de greutate (unde efortul unitar tangential este 
maxim) rămîn verticale şi lunecă unul faţă de altul. Ca urmare, este sufi- 
cient a studia deplasările centrelor de greutate ale secţiunilor pe axa y. 


` Dacă secțiunea din dreapta în figura 6.19 are o deplasare dv faţă de cea 


din stînga, forţa T, considerată exterioară pentru elementul din desen, 
produce lucrul mecanic (energia acumulată de bară) 


palmas 
2 


M 


I ; y 
Fig. 6.18 Fig. 6.19 
Aceeaşi energie se poate exprima pe baza relației 


u =| av 
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şi făcînd înlocuirile 


___78 

o, 

1 Tg 
E E E 
Er p yee 


Se egalează cele două expresii ale energiei, împărțind cu de 


Acațiu SE a + 
da GDI? 


Expresia se mai poate transforma 


do __T Aç Hay, 
ds GA Th b 


Notînd mărimea adimensional% 


Ar &dy 
k == - 6.35 
Ii f, b ( ) 
se poate serie- 
wrr, (6.36) 
da GA 


Aceasta este ecuația diferenţială a deformației datorite forței tăietoare. 
Dacă există sarcină distribuită, ea se derivează 


2, 
RE 2 (6.31) 
dg? GA. i 
iar ecuația diferențială completă va fi 
2, 
do Nb. (6.38) 


Un calcul simplu axată că pentru dreptunghi k = 6/5, iar pentru cere 
k = 10/9. 
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8. METODA CELOR TREI NECUNOSCUTE! 


Pentru barele cu moment de inerție variind în trepte, se va stabili o 
metodă analitică de calcul al deformațiilor de încovoiere. Se consideră 
(fig. 6.20) o bară solicitată prin forțe concentrate, uniform distribuite şi 


Fig. 6.20 


cupluri, cu moment de inerție variind în trepte. Se împarte bara într-o 
serie de intervale, determinate fie prin salturi ale momentului de inerție, 
fie prin discontinuități ale sarcinilor (puncte de aplicare a forțelor con- 
centrate sau cuplurilor, de începere sau terminare a sarcinilor distribuite). 
Se consideră două astfel de intervale succesive, de lungimi ly și lua, la 
care s-au notat: : 

— cu indicele capătului din dreapta : lungimile lz, lgti; Sarcinile uni- 
form distribuite Pr, Pra şi momentele de inerție Iy, Ina; 


1 Stabilită de M. Blumenfeld, de la catedra de Rezistenţa materialelor a Institutului 
Politehnic — Bucureşti. 
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— cu indicele punctului respectiv: forțele concentrate Pr, Pus 
momentele încovoietoare My- Mp, Mery Săgeţile v-a Or ȘI Vrey pantele 
pa Pe r+ eventual cuplurile exterioare. 

Se consideră porţiunea de bară între k şi k + 1 şi se iau axele de coor- 
donate mky (fig. 6.20, b). Pentru a serie momentul încovoietor într-o sec- 
ţiune oarecare, se secţionează bara ca în figura 6.20, d. Se observă că în 
forţele tăietoare Tp, Tp+ se includ şi forțele concentrate care eventual sînt 
aplicate în acele secţiuni (Pp, P++). Dintr-o ecuaţie de momente față de 
capătul din dreapta al acestei porţiuni se află forța tăietoare Ty 


7-a M Paha o y —0 
rhs t Mr BoA r = 


= Mr — M, Perileri , 


T, 
i eta 2 


Se poate serie momentul încovoietor într-o secțiune oarecare, între k 
şi k+i 


M =4, +{ Meta — Mr | Patatet ) b Prr? 
leti 2 2 


Se scriu, pe acest interval, ecuația diferențială a fibrei medii defor- 
mate şi integralele ei succesive 


Blyn dw _ u m, (== — M, + Peter) Pe Pita? 
az TA 2 2 
RER 2 3 
Bta d» __ Mo (=s M, Prrileti J: D Pnt 0 (6.39) 
dz TA 2 2 6 


2 (Mota Mr Petulta ) 2? Peru 
EL PESES” Ape ( ktl k a] kti + Oa + 0z 
ktr 7 A + 2 6T 24 1% + Va 
(6.40) 


Se determină constantele, punîndu-se condiţia ca la capetele interva- 
lului săgețile să fie v, şi vu: 
E = 0, V = W3 V= bip V= Vrp 


Cu aceste condiţii, se găsesc constantele 


Baal Deta — 24) (Mata + 2M,) bea e Batalia E 
Tita 6 24 


Oz = Bl Cu 
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Din relația (6.39), făcînd œ = 0, rezultă unghiul în secțiunea k, notat 
pe desen cu q; 
Os n 2 (Myry + 2M) uri J Penlri | 
Elia la GEL D4BIa 


" 
Fk 


În mod cu totul analog se poate studia intervalul de bară între k—1 
şi k, luînd originea tot în k, deci cu axele zzky. Se obține valoarea unghiu- 
lui qi, făcînd permutările necesare în expresia lui px’, 

7 Dea — Vr My- 2M) Li 
g; = Mi e d z-1 t adle Pilk 
ly 6EI, 2451, 

Se observă pe desen că unghiurile q; şi e, sînt egale, dar de sensuri 
contrare : unghiul q; se obţine rotind axa ka, spre axa ky, pînă se supra- 
pune cu tangenta, h; pentru unghiul q, rotirea axei 2 se face depărtin- 
du-se de axa ky. 

Ca, urmare, rezultă o + era = 0. Adunînd cele două expresii și gru- 
pînd termenii în mod convenabil, rezultă 


— Decat F Velle + leta) — Vetle = 


ll; 
Aa Ma + 2M,) a t (Merg + 2M,) Mrl + 


lata n A 
pa 17 șa Ata F Prlkh 6.41 
245 (Pralea Ara + Prle) „d ) 
unde s-a notat 
d = fIr; detr = Data] Deta (6.42) 


În cazul particular al barei cu moment de inerție constant, unde 
I, = Imn = I, relația (6.41) devine 


— Decalea F Velle F ota) — Deal = 


Ul 
5 AT: (Palk + Pra). 


(6.43) 

Relația (6.41) sau (6.43) poartă numele de ecuaţia celor trei necunoscute . 

Ea este relația de recurenţă între mărimile Vri, Vrs Vr+ı de la capetele celor 

două intervale considerate. Ea se va serie de atitea ori cîte perechi de 
intervale se pot stabili pe bară. 


lal : i 
RL TM s-a +2M (i T lita) + Mprrili+a] + 
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PROBLEME 


6.6. Să se afle săgeata v, la bara din figura 6.21. 
Cele două intervale sînt determinate de punctele 7, 2, 3. Se folosește relaţia (6.41), în care 
se înlocuiesc 


Vk- = 0 = 0; D= y= 0; Dea = 03 k=l; ua = a; Mk= M=0 


Ms = M = — Pa; Mru = M= 0; pk= P= P; Pkn = P= 0 
TEE EE 
k= E i ku = h= Ta 


Rezultă 


de unde 


Pa (i PL: pa 
v. 25 . 
* 38E Ur L 24 EI, 
6.7. Să se determine săgețile v, şi vg la bara cu moment de inerție constant din figura 6.22. 
Se aplică ecuaţia (6.43), succesiv pentru intervalele —2— 3 și 2— 3—4. În prealabil s-au 
determinat reacţiunile, care dau momentele încovoietoare 


M,= 0; M2= pP[8; M; = p?/27; M=0. 


Ținind seama că n= 0, = 0, l 


>= —, ln > Pa = 0, pPs= P, P, = 0, apli- 
carea ecuaţiei (6.43) dă sistemul 


Fig. 6.21 Fig. 6.22 
Rezolvarea acestui sistem dă soluțiile 
i tipi, 6plt 
= ? Us : 
1944 EI 1944E71 


CAPITOLUL 7 
RĂSUCIRE 


Răsucirea este solicitarea predominantă din arborii maşinilor. De 
asemenea, ea, este prezentă în multe piese de mașini sau construcţii (șasiuri 
de autovehicule, construcţia metalică a avioanelor etc.). 

Această solicitare este produsă de forțele care nu întîlnesc axa barei, 
respectiv nu sînt paralele cu ea. Efortul care produce solicitarea de răsucire 
este momentul de răsucire, avind vectorul dirijat pe axa barei. 

Studiul solicitării de răsucire este simplu pentru secțiunea. circulară 
sau inelară — de aceea se va începe cu acest caz — şi mult mai complicat 
pentru alte forme de secţiuni. 


1. CALCULUL MOMENTULUI DE RĂSUCIRE ' 


Pentru calculul momentelor de răsucire, problemele practice se întîl- 
nesc sub cîteva forme, care vor fi examinate în cele ce urmează. 


Uneori, pe un arbore se găsesc o serie de roţi de curea, ca în figura, 7.1. 
Dacă roata mare este motoare şi dacă $,>> Sz, momentul de răsucire 
transmis de ea este 


M: = (Su — SR. 


Condiţia, de echilibru cere ca acest moment; să fie egal cu cel preluat 
de roata mică, la care trebuie ca Sa > Ss. 


M, = (Sı — 82) R = (Sa — So. 


Pe toată distanța dintre rotile de curea, momentul de răsucire este 
constant. 
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Dacă este vorba de o tobă pentru cablu, ca în figura 7.2, momentul 
de răsucire este 
M, = SR. 


Şi în cazul momentelor de răsucire rămîne valabilă definiția, generală : 
momentul de răsucire într-o secţiune este egal cu suma momentelor de 
răsucire din stînga, secțiunii sau a celor din dreapta secţiunii, luate cu 
semn schimbat. 


Fig. 7.1 


Un caz practic curent este acela, cînd se dau puterile diferitelor maşini 
care produc sau consumă energie de la arbore, precum și turajţiile lor. 
Pentru o maşină de putere P și turație 2, cuplul la arbore este 


M = 95 460 -E [daN-em] (7.1) 
n 
în care P se dă în kW şi n în rot/min, respectiv 
M = 70 260 -È [daN era] - (1.2) 
n 


cînd P se măsoară în CP. 


2. STAREA DE FORFECARE PURĂ 


Se consideră o stare plană de eforturi unitare (fig. 7.3, a), la care pe 
cele patru fețe avind ca normale axele w şi y acţionează numai eforturi 
unitare tangenţiale, toate egale, conform principiului dualității. Se zice că 
-acest element; de volum se află în stare de forfecare pură. El se deformează, 
schimbîndu-şi unghiurile, fără a-și modifica lungimile laturilor. Este inte- 
resant; să se determine eforturiie unitare pe o secţiune înclinată cu unghiul a 
față de Oy. Acest lucru se face scriind echilibrul elementului de volum din 
figura 7.3, b, şi anume, proiecţiile forțelor pe direcţiile o şi v. S-a notat 
cu A aria feţei CD, deci faţa, OC are aria A cos a, iar OD, aria A sin «. E- 
cuațiile de echilibru sînt 

GA — TyrÅ COS &' SİN & — TryA Sin «cos « = 0 


TA Fe TyrÅ COS a: 005 & — TzyÁ Sin gesin « =0. 


192 


Cum ty = rezultă 
G = Ty Sin 29 i iza (1.3) 
T = — Try COS 20, 
; AEE fa g 
Se observă că pe secțiunea înclinată cu a = 45° rezultă 
p = 0. 


Gaso = Try} T4 


Fig. 7.3 A 

N g ee 

De asemenea, pe o secţiune perpendiculară pe aceasta, la a = 135%, 
rezultă . 


Fig. 74 


Aceste concluzii sînt ilustrate în figura 7.4, a. Reciproc, dacă se consi- 
deră starea plană din figura 7.4, b, cu eforturile unitare cz Și Oy = — Ga 
pe secţiunile înclinate cu + 45 are loc starea de fortecare pură. 
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A Practic, solicitarea de fortecare pură se poate realiza la un tub subţire, 
solicitat la răsucire, ca în figura, 7.5. Se observă, că, detaşind un element 
abed din tub se realizează tocmai stareade solicitare din figura 7.3. 


Dată fiind grosimea mică a peretelui, efortul unitar + poate fi consi- 
derat uniform distribuit, ceea ce duce la 


Me M, = 78 2xR- R, 
de unde 


(7740273 


j| ezo 
CT 
zoo 


- M, 


T = ——. 74 
2 x RS (rS) 


3. EFORTURI UNITARE ŞI DEFORMAȚII 
ÎN BARA DE SECȚIUNE CIRCULARĂ 


Rezolvarea problemei se face ana- 
lizind deformaţiile produse de un mo- 
ment de răsucire. Dacă se trasează pe 

"t 


He 
z 


Cp 4 
Fig. 7.6 


Fig. 75. 


conturul Darei o serie de generatoare şi cercuri paralele, construind o rețea 
de pătrăţele curbilinii, ca în figura 7.6, în: urma aplicării unui moment 
de răsucire, se constată că :. ; ; 

— o secțiune plană AB rămîne tot plană, A'B’; 

— pătrățelele curbilinii a bc d . se transformă în romburi, modificîn- 
du-și numai unghiurile, ceea, ce arată că are loc o stare de forfecare pură. 

În timp ce o generatoare BO (tig. 7.1) se înclină, datorită solicitării de 
văsucire, cu unghiul Ymar; Se constată că în secţiune o rază oarecare OB se 
rotește cu unghiul ș, rămînînd tot dreaptă, deci ajungînd în poziţia 0B’. În 
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CERE MR E a N E II E PRR E II a 


loc de a considera întreaga bară, în figura 7.8 s-a luat numai o lungime 
elementară dz respectiv numai o parte centrală, de rază oarecare 7 < R. 
Din consideraţii de deformaţii, se poate serie : are bb’ = ydw = rdọ, de 
unde ş | 


Fig. 7.7 


S-a notat unghiul de răsucire specifică (unghiul cu care se răsucesc, 
una, faţă de alta, două secţiuni transversale distanțate cu 1 em) 


= Gy= Ge, (7.7) 


Fig. 7.9 


Fig. 7.8 A 

s-a obţinut legea de variaţie a eforturilor unitare tangenţiale pe secţiunea, 

barei de secţiune circulară : ele sînt nule în centru (la r = 0), variază liniar 
cu raza r și sînt maxime lîngă conturul secțiunii 

“az = QYmas = GOR. (1.8) 
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de E (1.8) ! 


Întrucit Tmas este tangent la contur, deci perpendicular pe rază, se 
admite că în orice punct al secţiunii efortul unitar este perpendicular 
pe rază. Se obţine astfel diagrama de variaţie a eforturilor unitare din 
figura 7.9. În baza principiului dualității, se produc eforturi unitare şi în 


secțiunea, longitudinală, ca în figura 7.10. ° 


4 


Fig. 740 Fig. 7.11 


Pentru a stabili legătura dintre momentul de răsucire M, și efortul 


unitar, se scrie că momentul de răsucire este suma momentelor 
ale tuturor forțelor elementare față de centrul O (fig. 7.11) 


m=f dár = f Gr0a4 = GOI. 
A A 
Se obține 
CPES 
. În 
şi, înlocuind în relaţia (7.7), 7 
o Her 
Ta 


În vecinătatea, conturului, efortul unitar este 
MR M M, 


unde 


este modulul de rezistență polar al secțiunii. 
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-dA-F 


(7.9) 


(7.10) 


(7.11) 


Renunţind la indicele lui Tmas, formula (7.10) se serie sub diferite 


forme, după cum este vorba de dimensionare sau verificare. 
Pentru dimensionare 


M 
Wg nes = ik 
a 
Pentru verificare 
A, 
i : S Tas 
Wpes 


Pentru calculul momentului de răsucire capabil 
M, cap Wep Ta 


La sectiunea circulară, modulul de rezistență polar are expresia 


dă 


R a 16 
2 
La secţiunea inelară, modulul de rezistență polar este 


Kuk 4 gt 
O A 3a P aD), 
POR D 16D 

2 


(7.16) 


Secțiunea inelară este mai avantajoasă 
decit cea cireulară plină, întrucît la aceeasi 
mărime a suprafeței, deci cu aceeași canti- 
tate de material, are mođulul de rezistență 
polar mai mare şi deci poate suporta un 
moment; de răsucire mai mare. În figura 7.12 
s-a reprezentat variaţia eforturilor unitare 
tangenţiale pe o secțiune inelară. 

Din formulele (7.7) şi (7.9) rezultă, 

M, 


0 = =. Tair Zig 
GI, (7.17) Fig. 7.12 


(7.12) 


(7.13) 


(7.14) 


Cu această relaţie se poate calcula unghiul de răsucire specifică. Pe 


de altă parte, din relaţia 
dọ = 0 dg 
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rezultă unghiul de răsucire pentru o bară de lungime infinit mică 
Mds 
do= t z re CI 
a ETA (7.18) 


Dae se integrează pe o lungime 1 pe care momentul de răsucire este 
constant, se află deformația totală 


MA 
k Ap (7.19) 


4. EFORTURI UNITARE LA 45 FAȚĂ DE AXA BAREI. ÎNCERCAREA 
LA RĂSUCIRE 


f Se consideră elementul de volum BODE din figura 7.13., avînd două 
fețe în planele secțiunilor normale, două în plane longitudinale şi două în 
plane paralele eu planul tangent la cilindru. El este supus stării plane de 
forfecare: pură. Conform celor stabilite anterior, elementul de volum 
B'OD'E, avind patru feţe înclinate cu45° fată de cele ale elementului 
precedent, este solicitat pe o direcţie la întindere, cu c = 7, și pe cealaltă 
ia compresiune, cu ç = —- (a se vedea și fig. T.4, a). Ca urmare, în bara 
solicitată la răsucire se produc, pe secțiunile înclinate, eforturi unitare de 
întindere, respectiv de compresiune. i w i 

s „Dacă, se face încercarea. la răsucire a unei bare, înregistrindu-se va- 
riația momentului M, şi a unghiului Ac, se poate construi o curbă carac- 
teristică în coordonate M, — Ag. Cu ajutorul relațiilor stabilite mai sus 
ea se poate transforma în coordonate z — y. S-a arătat că pentru oţel ea 
„are forma din figura 1.20. í 


pr 
aaa a 
Tig. 7.13 Be Fig. 744 


E Fie cazul unei bare din material care rezistă mai puțin la întindere 
decit la foifecare, cum ar fi fonta. În acest caz, ruperea se face din. cauza 
eforturilor unitare de întindere c de pe fețele B'O’ ṣi D'E’ și cà apare 
o elice la 45 față de axa barei, ca în: figura TI gin 
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5. ENERGIA DE DEFORMAȚIE LA RĂSUCIRE 


Pornind de la o relație generală analogă cu (2.21) 
v= Zay 
= — d 
i, EYE 


se poate face o transformare, pentru bara de secţiune circulară, ținînăd 


seama că 


Mur av= d4de. 


? 


Făcînd înlocuirile, rezultă 


'Pinind seama că 


f r dA = Ip 
A 


relația de mai sus devine 


Mrde. ` 41.20) 


Pentru un arbore de secţiune circulară, de diametru d, lungime } și 
nn moment de răsucire constant pe toată lungimea, energia de deformație 


acumulată este i 
y i W n B e. si (7.21) 
201, vad so 


6. CALCULUL ARCURILOR ELICOIDALE CU SPIRE STRÂNSE 


Arcurile elicoidale, foarte des folosite în construcţia de maşini, sînt 
solicitate, în ansamblu, la întindere sau la compresiune. Forţa aplicată 
aicului este, în majoritatea cazurilor, de un singur semn, deci în cazul 
solicitărilor variabile eforturile unitare sint; oscilante. ` 

Conform figurii 7.15, se notează : P, sarcina aplicată arcului; R, raza 
de infăşurare; d, diametrul secțiunii transversale a firului; n, numărul 
de spire. 
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Dacă unghiul de înclinare al elicei v este mare, în secțiunea, firului se 
produc : forță axială, forță tăietoare, moment încovoietor și moment de 
xăsucire. La arcul cu elice de înclinare mică unghiul « este mic, ceea ce 
face ca forța axială şi momentul încovoietor să fie practice nule, iar mo- 
mentul de răşucire și forţa, tăietoare, arătate în figura 7.16, să aibă valorile 


M, = PR; T = P. 


Cu destulă exactitate, calculul arcu- 
lui elicoidal se face ţinind seama numai 
de momentul de răsucire, ceea. ce duce 
la următoarea, relaţie de dimensionare 


Fig. 7.16 


3 


Toa aa) 


ETa 


Rezistenţele admisibile ale oţelurilor de arcuri călite au valori ta = 
= 4 000 ...6:000 daN/em?. 

Se poate ține seama și de efectul forței tăietoare P, care a fost studiat 
în capitolul 5. Pe axa orizontală AC a secțiunii din figura 7.17, efortul 
unitar tamgenţial, produs de forța tăietoare P, are valoarea maximă dată 
de formul (5.27) 


4 P 16P 
mg ui 2DE: 
3 al 3na 
4 


Se vede pe desen că singurul punct din secțiune unde efortul unitar 
Ta se adună aritmetic cu +, — produs de momentul de răsucire — este 
punctul A. Aici are loc efortul unitar tangențial maxim 


IGPR 10E Sar (1+ z) a d 
d 3ra? za? 3R 3R 


Tmas =T F= 


). (1.23) 


Efectul forței tăietoare depinde deci de mărimea raportul d/3R: 
la arcurile unde acest raport este mic, efectul forţei tăietoare este negli- 
jabil și se foloseşte numai relația 
(7.22); din contra, cînd acest ra- 
port este relativ mare, este necesa- 
7ă o verificare cu relația (7.23). 

Studiul complet al arcului 
cere determinarea săgeți, adică a 
Scurtării sau lungirii pe direcția 
forţei P. Aceasta se face uşor ega- 
lînd lucrul mecanic produs de forţa 
P cînd arcul suferă o săgeată sta- 
tică f 


“di 
D=- Pf 


cu energia de deformatie dată de 
formula (7.21), în care se fac sub- 
stituțiile 


M, = PR; l = 2aRn 


16 P2R2-2Rn A 


32 P? Rèn 
Gai Ga 


U 


Aplicînd principiul conservării energiei, deci egalind cele două expresii 
ale ei, se obține formula săgeții arcului 


f= 64 PRn 
Ga 


(7.24) 
Uneori, se calculează variaţia săgeţii Af datorită unei variaţii de 

forţă AP 

64. AP. R3n 


ri (7.25) 


Af = 


Se observă, că între sarcină și deformajie există o relație liniară, fapt 
care ușurează, calculele și serveşte la numeroase aplicaţii industriale (dina- 
mometre). 

Pentru oţelurile de arcuri, se iau uzual constantele elastice 


E = 2,2:105 daN/em? și G& = 8,5 -105 daN/em2. 
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k PROBLEME 


7.1. Să se dimensioneze un arbore inelar al unei maşini, cunoscind P = 2250 kW şi 
n = 300 rot/inin, dacă se dă raportul d = 0,8 D şi Ta = 400 daNjem?, 
Relația de dimensionare dă 3 


pane 95400 2250. 
stiai 300 
Wop nec = = 105 = 1 790 cm? 
3 z(Di—dt)  =(D*—0,8tD) _ 0,597 D? 
2= iD 16D T ie 


D= 24,9 cm; d = 19,92 cm. 


Se aleg valorile rotunjite 
D = 250 mm; = 200 mm. 


de diametru d = 20 mm, se produce un efort 


7.2. În secţiunea arborelui unui motor, 
dacă deformația totală pe această lungitne 


unitar = = 700 daNfem:?. Se cere lungimea arborelui 


este Aọ = 4°. 
Formulele (7.10), (7.15), și (7.19) dau 


16M: Mail 32M: 
; Ag 


Poza Gip mc! 


împărțind între ete aceste relaţii, se obține 


ici Gd 
=  ; Ag = 4° = 0,0698 rad 


Ap 2U 


G- d: A9 810 000 - 2 - 0,0698 


= = - = 80,8 em. 
l 2r 2-700 


arbore de transmisie de forma din figura 7.18, lucrează un motor de 
putere P= 100kW şi trei mașini care consumă 40 kW, 20 kW, 40 kW, turaţia fiind de 300 rot/min. 
Să se dimensioneze arborele, pe intervale, luînd za = 500 daN/em?. . 
Se construiește diagrama care dă variaţia puterii transmise pe diferitele porţiuni ale arbo- 


relui (fig. 7.18). si 
Se aplică relația (7.1) pe cele trei intervale 


100 
300 


7.3. Asupra unui 


Meto = 95 460 = 31 820 daN cm 


60 
Misa = 95 460 — = 19 092 daN: 
Miis 300 cm 
40 
. Min = 93 460 —— = 12 728 daN- em. 
300 
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Se dimensionează, separat pe cele trei intervale, cu relaţia 


4 =6,87 cm, 
St ece 
a,- [02 
12 Ear a 79cm, 
3 
16:12 
da = FI =5,06em, 


Se. aleg valorile rotunjite : dp, = 7 cm, ds = Gem, d = 5em 
Tä. Asupra i arbore i înc a capet : 
PR iara p gara er Ale unite, le iacastrat la capete, se aplică un cuplu Ae așa 

E s 19. e să ai $ santa 10 î 28 ae pi 
ae arat să se determine reacțiunile în încastrări și unghiul maxim 

Este vorba de o problemă i 

ă static nedeterminată. Noti i 
ia de d t „ Notind cu M, și Ma răsucii 

care se produc în reazeme, ecuaţia de echilibru se serie id caiac 


M, + Alp Mo a) 
diţia > AER EEN iei de momente ca în figura 7.19. A doua ecuaţie se obține din con- 
feazeinie cdeci : a de aplicare a cuplului Mọ se rotește cu același unghi față de ambele 


Aha Mb, M b 
Z=. B 


GIp Glp M a 


| Fig, 7.18 
Rezolvind sistemul de ecuaţii (1) și (2), rezultă 


b 
M, = Mo Ti ‘M= Mp. 
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Unshiul maxim de răsucire are loc în secţiunea de aplicare a cuplului Ma 


A Ma Moab 
. T Gip Gilp 


Observaţie. Problema poate fi generalizată. Dacă asupra arborelui încastrat la finele 
capete se aplică o serie de cupluri de răsucire, se scrie că unghiul total de văsucire, în eea 
două capete, este nul. Această condiţie, impreună cu ecuaţi 
de echilibru, dă valorile momentelor din reazeme. Şi în pro- 
blema de faţă s-a procedat la fel, întrucit relaţia de cefor- 


kia maţii — ţinind seama de semne — mai putea fi scrisă 
Ma Mb 
n er” 
P 2 
să, x 
= CT : 
fiind identică cu cea folosită mai sus. A No 
7.5. Să se dimensioneze un arc clicoidal cu R = 5 cm 
pentru o forță P = 100 daN şi să se calculeze săgeata, dacă 
are n = 10 spire. Să se determine efortul unitar tangenţial 
: maxim care se produce in arc. Să se calculeze înălţimea 
Fig. 7.20 arcąłui liber. 


Cu ajutorul relaţiei (7.22) și alegind sa = 5 000 daN/em* se găseşte 


3 3 
-100-5 
d | J= 09 9 0,798 cm %8 mm. 
Tta 


z- 5 000 


Cu relaţia (7.23), ştiind că 7; = 7a = 5 000 daNjem?, se află 
1 
(+ } 4 ') = 5 000 (: 2) 5 267 daNjem?. 


Se vede că în cazul de faţă efortul unitar maxim întrece rezistenţa admisibilă cu o cantitate 


neglijabilă, de 5%. _ 
ii Săgeata arcului sub sarcină se calculează cu formula (7.24) 


64+PRn 64-100-53-10 


= 23 cm. 
Gat 850 000 : 0,38: 


Pentru a calcula înălțimea Jọ a arcului în stare nein ărcată, se observă în figura s că 
ca se compune din înălţimea A în stare comprimată săgeata maximă f. Înălţimea i, este 
formată din grosimea tuturor spirelor plus un spaţiu minimal lăsat intre spire în stare comprin sea 
Acest spațiu are rolul de a evita zgomotele şi şocurile care s-ar produce în cazul stringerii comp! 


a arcului. Fie acest spaţiu minimal s = 2 mm. Se poate scrie 


h= nd + (n — 1)s =.10:8 +92 = 98 mm; 
hp = h, + f= 98 + 230 = 328 mm. 
7.6. Să se dimensioneze un are elicoidal, cu raza R = 8 cm, montat sub o sarcină iniţială 
Po = 3 000 daN şi care la o variaţie a sarcinii AP = 2 000 daN trebuie să se scurteze cu Af = 


= 2,1 cm. Să se calculeze lungimea arcului în stare liberă,-în stare montată şi în stare strînsă, 
ştiind că în ultimul caz se lasă un spaţiu între spire s = 1 cm. 
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Pentru dimensionare se foloseşte relaţia (7.22), în care sarcina cea mai mare care solicită 
arcul este i 


P= Pg + AP = 3000 + 2 000 = 5 000 daN. 


Alegind 


4 000 daN/em:, 


-vezultă 


3 3 
160P, R 1[16-5000-5_,, 
d= = || — r = Bem. 


Ra z 4000 


Se poate lua valoarea rotunjită 
d = 40 mm. 


Dacă se face o verificare a efortului unitar maxim, cu formula (7.23), se obţine 


z 16P,R 1 d 16-5 000-8 
maz = — a (1HR a 1+ 


cesa ce este sub rezistența admisibilă aleasă, datorită faptului că s-a mărit diametrul d, rezultat 
din calcul, de la 3,7 la 4 cm. 
Pentru calculul numărului de spire, se aplică formula (7.25) 


4 
3 714 daNjem?, 
3.8 


G1-AP: Rn Gd- Af 
; n 
Gai G4-AP-RE 


850000-44-2,1 
64-2 000-8% 


6,97 %7 spire. 


Pentru determinarea înălțimilor, se notează: 

h — înălţimea arcului liber; 

hg — înălţimea arcului sub sarcina iniţială P}; 

fa — săgeata arcului sub sarcina iniţială Po; 

h, — înălțimea minimă a arcului, sub sarcina Pọ + AP. 
În mod analog problemei precedente, se poate scrie 


h, = nd + (n—1)s = 7:40 + 6:10 = 340 mm 
h= h + Af= 340 +21 = 361 mm, 


Pentru a afla pe h, se calculează săgeata iniţială sub sarcnina Pg. Săgeţile sint propo- 
tionale cu sarcinile 


b _ Af Po 3 000 z 
; h= Af "2,1 = 3,15 cm 
Po AP AP 2 000 


h= h + fo = 361 + 31,5 = 392,5 mm, 

9 
Două arcuri elicoidale, avind aceeași lungime liberă şi acelaşi număr de spire, sînt 
aşe: ncentric (cel cu raza de întăşurare mai mică în interiorul celui mai mare) şisintincăreate 
cu o sarcină totală P = 200 daN. Dacă razele de înfășurare sînt R, = 3 cm și R, = 5 cm și dia- 
metrele firelor d, = 7 mm și da= 10 mm, se cere să se calculeze partea din sarcina totală P cu 
care sc încarcă fiecare arc, admițind că sînt făcute din același material. 
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Fie P, şi P cele două fracțiuni din P.: Se poate serie 
= > H 
P= P, + Pe a) 


a : eă In ` : 2 “ina 
În timpul incărcării, cele două arcuri au aceeași săgeată. Aplicind relaţia (7.24) pe rin 
pentru fiecare arc, se obţine o nouă ecuaţie 


` 644P, Rn 64 P,Rîn 


Ga$ Ga$ 
P, ii w% A a 2) 
Pa Ri d$ 
Se rezolvă sistemul de ecuaţii, (1) și (2) 
P P P 
Pa = Bat sii sa oy 24111 
14 2 iei "a aa 


P, = 0,473 P a 0,473 “200 = 94,7 daN; P% 0,527 P % 0,527 - 200 = 105,3daN. 


CAPITOLUL 8 


ELEMENTE DIN TEORIA ELASTICITĂȚII 


Problema, generală a, teoriei elasticităşii, este de a găsi starea de efor- 
turi unitare şi deformaţii într-un corp, atunci cînd se dau : forma, corpului, 
forțele aplicate, condiţiile pe contur și constantele elastice E, G, v. Pusă, 


` în acest fel, problema are soluție numai în anumite cazuri particulare, care 


prezintă suficiente simetrii (de ex. bare drepte ete.). 


Introducînd în plus ipoteza lui Bernoulli, rezistenţa materialelor dă 
soluție aproximativă, însă suficient de exactă unei serii de probleme. 
acest. capitol se vor examina o serie de noţiuni de bază, ale teoriei 
elasticităţii, în special cele referitoare la starea de eforturi unitare și defor- 
matii în vecinătatea unui- punet. Capitolul se încheie cu studiul răsucirii 
barelor cu secțiune de formă oarecare. Ni oţiunile descrise vor servi în capi- 


tolele următoare, la, sudiul teoriitor de rezistenţă, al plăcilor plane, al tubu- 
rilor cu pereţi groși, ete. i 


1. COMPONENTELE TENSORULUI EFORTULUI UNITAR 


Se consideră un punct de coordonate 2, Y, 2 din interiorul unui corp, 
prin care trec trei axe rectangulare ayz. >> 


Spre a defini forța aplicată asupra acelui punct, de exemplu greutatea 
sa 6 =mg, este suficient a se cunoaşte cele trei componenie pe axe ale 
acestui vector. . 


. _ Dacă se examinează starea de eforturi umiiare în acel punct nu este 
suficient a da coordonatele sale 2,-y, z; ci trebuie precizată și orientarea - 
suprafeței pe care acestea, se măsoară, i 


Se pot imagina trei plane perpendiculare TY, YZ, z% care trec prin acel 
punct şi alte trei paralele cu ele, formînd un paralelipiped de dimensiuni 
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oricît de mici (care se poate reduce, la limită, la un punct). Starea de 
eforturi unitare în jurul punctului dat; este cunoscută cînd se cunosc efor- 
vuwile unitare pe fiecare din cele trei plane. însă pe fiecare plan, efortul 
unitar poate avea o direcţie oarecare şi se poate descompune în o componen- 


Fig. 8-1 


tă, a; paralelă cu normala şi două componente T, paralele cu cele două 
axe din plan. În acest fel, pe cele șase fețe ale paralelipipedului există 9 
componente ale tensorului efortului unitar (fig. 8.1, c) 


Oz Ta Y Taz 


D= o a (8.1) 


Tzy Ta Gz 


respectiv numai 6 componente distincte, în virtutea dualității eforturilor * 
unitare tangenţiale. Si 

După cum unele componente sînt nule sau nu, se prezintă trei cazuri : 

L starea liniară de eforturi unitare, cînd există o singură componentă, 
de ex. c, fig. 8.1, a; cazul a fost studiat în cap. 1; 

— starea plană de eforturi unitare, fig. 8.1, b, cînd toate componentele 
sînt paralele numai cu două dintre axele de coordonate ; 

— starea spaţială de eforturi unitare, fig. 8.1, e. 


2. SFAREA PLANĂ DE EFORTURI UNITARE 


Astfel de stări de solicitare se realizează într-o placă subţire solicitată 

. prin forţe în planul ei, în secţiunea unui baraj sau zid de sprijin, într-un 

tub cu pereţi groși considerat de lungime infinită ete. Liniile 0B, BC, CD, 

- DO din fig. 8.2 reprezintă suprafeţele pe care se aplică eforturile unitare. 

În mod uzual, se consideră că elementul OBCD are, perpendicular pe plan, 
grosimea egală cu unitatea. 
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a. VARIAȚEA EFORTURILOR UNITARE CU ÎNCLINAREA SECȚIUNII. 
EFORTURI UNITARE PRINCIPALE ȘI DIRECȚII PRINCIPALE 


Una, dintre problemele elementare ale stării plane de eforturi unitare 
va fi expusă în cele ce urmează. Se consideră prismacu bază triunghiulară 
00D din fig. 8.3, avînd, perpendicular pe planul desenului, grosimea 
egală cu unitatea. 

Se cunosc componentele o. Gm Tey ale tensorului efortului unitar 
pe fețele OC şi OD (perpendiculare pe planul desenului, avînd ca normale 
pe Oz şi Oy) şi secere să se determine componentele o, 7 ale tensorului de 
pe fața OD, înclinată cu unghiul o față de OC. 

Cele şase componente ale efortului unitar, notate pe desen, înmulțite 
m rii respective (suprafaţa, OD are aria A, OC are A cos « și OD are 

sin æ 


Fig. 8.2 


produce șase forţe care trebuie să fie în echilibru. Se seriu ecuaţiile de pro- 
iecții pe direcţiile c şi t 


gi — oå cos? a — oÅ sin? o—2TsyA sin g cos a=0 
TÀ — oÅ sin a COS e ko Sin a COS æ rap COS? d — TayA Sin? a = 0 
şi simplificind cu A, rezultă 

G = oz COS? o + oy SiN ? 4+2 Tay Sin 4 COS 4 

T = (Oz — Gy) SIN a COS e + Tzy(SiN?a — cos? a). 


Ținînd seamă că 


4 1 + cos 2o. i 1 — cos2 4 
00524 3 ; sina=; 3 ; 2sin a cose= sin 2g, 
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expresiile de mai sus devin ` 


as + ay Oz — G, 
PE. EL i a Se Oy cosa PE, 
3 + E COs2a + Tey sin2 o 


(8.2) 


_„__ Ss —Gy. 
T ~p Sin 2a — Tey COS 24. 


a 


Relaţiile stabilite permit a se calcula o şi = pentru ori irecți 
Problema importantă este de a găsi directie în. heh arăta E 
este maxim sau minim—numite direcții principali — și valorile respec- 
tive ale lui o, numite eforturi unitare principale. În acest scop, se deri: 
vează o în raport cu variabila 2« şi se anulează derivata i 


de ` Oz — 
da) a 


Gy ; 
Sin 20 + Tsy COS 2a = — 7 = Q. 


ia În primul rind, se observă că derivata calculată este— =, deci pe direc- 
pete principale eforturile unitare tangenţiale sînt nule. Din anularea derivatei 
ă ; i 


tg 2a = a i (8.3). 


Oxz — Gy 


i a funcţia tangentă, are perioada z, pe un cere întreg vor fi două 
soluţii, 2ai Şi 2a2, diferind între ele cu x, respectiv direcţiile a, şi «y diferă 
cu 3/2. Prin urmare, există, două direcţii principale, perpendiculare între 


ele. 
Din (8.3) rezultă, 
a i 2r, 
sin 2a = + m; cos 2a = H aa Ely O 
Vi Gz — y)? Faiy Vi Sz — S} + iz, 


Înlocuind aceste valori în (8.2), rezultă cele două eforturi unitâre 
( ) 


Ors + o n LR PE e SN i R 
ES t-z vi Gs — ay) F ariy (8.4) 


Ca = 


Luînd semnul plus u nus, cel 
3 rezultă, efortul unitar maxim oj; 
(0) nit Jar cu ml > 
FA A É üzs . 
| Se vor căuta, ŞI maximele sau minimele lui z. În acest scop se deri- 


dr Oz — Oy 
=U cos 2a t r, si = 
â(22) 3 Cos 2a + say sin 2a=0. 
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Soluţia este 


to da = ZOT = — E (8.5) 
Ptas tg 2« 


De aici se vede că direcţiile 2% şi 24’ sînt perpendiculare, deci direc- 
tiile a şi a' fac unghiuri de 45°. Prin urmare, eforturile unitare tangențiale 
sînt mazime la 45° fată de direcțiile principale. Dacă se înlocuiesc expresiile 

lui «' în (8.2), se găseşte 


nane A (8.6) 


2 


Deci, cele două eforturi unitare tangențiale maxime sint egale şi de 
sens contrar, ceea ce confirmă dualitatea eforturilor unitare tangenţiale. 


bv. REPREZENTAREA GRAFICĂ A VARIAȚIEE EFORTURILOR UNITARE 
PRIN CERCUL LUIMONUR 


Din cele arătate în paragraful precedent, s-a văzut că pe direcţiile 
principale eforturile unitare tangenţiale sint nule. Reciproc, dindu-se 
schema;reprezentată de figura 8.4, înseamnă că direcţiile axelor sînt direcţii 
principale, iar eforturile unitare cz Și cy sînt eforturi unitare principale. 


Fig. 8.4 


În acest; caz, se pot folosi notaţiile uzuale ale eforturilor unitare principale, 
deci se înlocuiește oz prin o, şi o, prin o. iar formulele (8.2) devin 


E o — o 01—00 
ıt 2 1 eos 2o; r= -1—2 sin 2a. (8.7) 


i= 
2 2 2 


Se poate elimina unghiul 2a între cele două relații 


_ atat, e [aey 
G ata +s ( - ). | (8.8) 
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Ecuația reprezintă cercul lui Mohr pentru starea plană de eforturi 


unitare. El are centrul pe axa Oc, la distanţa OD ae, și raza 


R= m, aşa cùm s-a reprezentat în figura 8.5. 

Eforturile unitare pe o secţiune 
înclinată cu unghiul « față de Oy 
se află ducînd raza DB, care face 
unghiul 24 cu axa c, şi măsurind co- 
ordonatele punctului B 


OC = c = c; OB = 3 = Try 


O secțiune perpendiculară pe 
cea reprezentată de punctul B se 
află ducînd diametrul BDB' cu care 
rezultă punctul B’. Ca şi pentru cer- 
cul din figura 2.26, se poate demon- 
stra că suma eforturilor unitare nor- 
male pe donă secţiuni perpendiculare 
este constantă, adică expresia 


Fig. 8.5 


Gz + Oy = c +02 
este un invariant, iar eforturile unitare tangenţiale pe cele două secțiuni 
perpendiculare satisfac principiul dualității. 

Se poate rezolva şi problema inversă, cu ajutorul cercului lui Mohr : 
cunoscînd eforturile unitare c, Gy, Tey pe două direcţii perpendiculare, 
ca în figura 8.5, să se afle eforturile unitare principale şi direcţiile princi- 
pale. Se construieşte cercul lui Mohr, aşezînd pe desen punctele B( cz, 
Tay) Şi B'(0,— Tay) Şi ducînd dreapta BB’ care reprezintă diametrul 
cercului. Construind cercul, se pot măsura eforturile unitare o, cg, precum 
şi unghiul 2g. Se ştie că « este unghiul unei direcţii principale cu axa Oy. 


e CAZURI PARTICULARE ALE STĂRII PLANE DE EFORTURI UNITARE 


Făcînd anumite particularizări la schema din figura 8.3, respectiv 
la formulele deduse pe baza ei, se pot găsi cazurile particulare de stări 
plane de eforturi unitare, analizate anterior. . 

«. Starea liniară de eforturi unitare (întindere sau compresiune 
simplă). Dacă în formula (8.4) se face o, = 0, Tey = 0 se găseşte cazul 
studiat anterior, al stării liniare de eforturi unitare 


o. Oz 
d măr e i Gi = oz) o =Q, 
iar din (8.6) 
1 
Tmar pi z (o1 — 02) =£ -> oz 
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ă caminat î itolul 7. La schema 
. Forfecarea pură. Cazul a fost examinat în capito. 
din Tai 1.4, a a dau cz = Sy = 0, iar înlocuind în formulele (8-3) 
şi (8.4) rezultă 


S i zi R sg la 
tg 24 = %0; a Ga 5 Gia Tay) Tay) 92 sy 


D 
$ 


Se găseşte rezultatul indicat pe figura 7.4, a. Pentru schema din figura 
7.4, b, direcţiile axelor sînt direcții principale, deci a5 Sa TE = Su 
Folosind relaţiile (3.7), se vede că pentru o = 49 rezultă a = e e 
Fo Cita Pie pe iveala pe două direcţii. În cazurile reprezen 
tate de figura 8.4 sau 7.4, b direcţiile axelor sint direcţii principale; Pn 
secțiune înclinată oarecare, eforturile unitare se află cu relaţiile (8. 
sau en cercul lui Mohr. PO Ă 

5. Eforturi unitare principale în bara colicitată la ieoor n 
þara solicitată la încovoiere, nu există efortul unitar cy, ceea ce face ca 
laţiile (8.3), 8.4) să devină 


2x Ga 1 STII š 
tg 2a H: G= pt Vo + tri (8.9) 


ă 
Oz 


Aici, og Şi Tey sînt eforturi unitare într-un punct oarecare i PCT 
situat la distanţa y de la axa neutră, date de formulele (5.9) şi (5.23). 

Dacă se parcurge secțiunea, de-a 
lungul axei Oy, întrucât oz, Și Tey Variază 
cu y, rezultă că direcţiile principale I 
si 2 se rotesc continuu, iar eforturile 
unitare principale cı, ca variază mereu. 
Fie secţiunea AB a unei bare (fig. 8.6) 
în care există moment încovoietor po- 
zitiv şi forţă tăietoare pozitivă. În 
punctul cel mai de jos al secţiunii, B, 
există numai efortul unitar de întin- 
dere, cı = oz iar ca =0. Ca urmare, 
direcția principală 1 este axa z, iar 2 
este axa y. În punctul superior A există 
numai efortul unitar principal, de com- 
presiune, oz = Gs < 0, iar o, =0; deci 
aici axa principală 7 este dirijată pe 
Oy, iax 2 pe Oz. În planul neutru unde 
6, =0 şi Tay#0, există solicitare de 
forfecare pură, iar formulele(8.9) dau 


Fig. 8.6 
«= AN a = Sr: Şi Ga = + Te Pe figura 8.6 s-au mai indicat 
4 4 g f 

RE D J z g aina de-a 
direcțiile principale şi pentru y = + hj4. Se observă că, mergîn 
lungul art: Oy, de la A pină la B, direcţiile principale se rotesc continuu — 
în total, de la A pînă la B, cu 7/4 — în sens trigonometric. Rotirea se face 
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în sens contrar atunci cînd forţa tăietoare este negativă, iar momentul 
încovoietor pozitiv. Cu ajutorul celor arătate, se pot construi liniile izos- 
tatice sau înfășurătoarele eforturilor unitare principale (fig. 8.7). Se ia un 
pinct A, în care se trasează direcţia efortului unitar principal o. Pe 
această, linie, se ia un punct infinit vecin B, în care se figurează noua 


& 


QI 4 


Fig. 8.7 


direcţie a lui cı. Continuînd operația de la o margine la alta a înălțimii 
barei, se obţine linia, izostatică a lui o, ca în figura 8.7, «, tangentă la 
axa Oz la un capăt şi la Oy la celălalt. În mod analog se trasează linia 
izostatică a, lui c}, ortogonală cu prima. Prin orice punct al barei tree 
două izostatice, ortogonale. Pe întreaga, bară, se pot trasa o infinitate 
„de izostatice, formînd o reţea de curbe ortogonale. Liniile izostatice au 
importanţă în cunoașterea direcțiilor pe care materialul este întins, res- 
pectiv comprimat. La grinzile din beton armat se caută ca armăturile 
din oţel să urmeze aproximativ traseul izostaticelor de întindere. 


PROBLEME 


8.1. Dintr-o bară solicitată la intindere se separă un element ca in figura 8.8, pe ale cărui 
feţe lucrează etorturile unitare cz = 625 daNjem?, Gy = 400 daNjem? și zzy necunoscut. Aria 
secțiunii normale pe axa barei este A = 3,14 cm?. Se cere să se determine : 

a) valoarea efortului unitar zzy; 

b) mărimea forţei de intindere N; 

e) valoarea efortului unitar maxim ma ; 

d) unghiul dintre direcția efortului unitar dat oz şi axa barci. 

Problema se poate pune ca la starea plană de eforturi unitare, la care se dau axele zy 
Şi eforturile unitare oz, Oy say și se caută direcțiile principale. În cazul de faţă, direcţia forţei N 
este o direcţie principală, pe care se produce efortul unitar principal o, = Njå. 

Perpendicular pe direcţia forței N, se ştie că efortul unitar este nul, deci Ga = 0. Se folosesc 
aceste rezultate in formula (8.4) inlocuind valorile cunoscute az, ay şi expresiile hui 67 Și 02 


N N 62440, 1 - 
Faero ta: 25— 2 -= 1 
i A BE 2 +3 V(625— 400) 4 4 că) [49] 
625 + 400 1 ym 
a=0= Sm — — V625 < 4000 F aZ, o 
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Din ecuația (2) rezultă valoarea efortului unitar Try 


2 ta 
zay = 500 daNfem*. 
Din ecuaţia (1) se află valoarea forței N 
a Bi [1 025 43252 + 45002] = 3 218 daN. tb) 
ý 2 


Efortul unitar tangenţial maxim este dat de relația (8.6) 


PRIN IRI E 3 Lasy = 4 512,5 daNjcmê, (0) 
mar >: 3 
în care 
= NT 3.218 = 1 025 daNjem?; c, = 0. 
A 3,14 


P A a 4 a găsi direcția 
A găsi unghiul dintre direcția axei barei, deci a lui c}, și direcţiacz înseanină a găsi direct 


principală 1, respectiv unghiul între planul BC şi axa Oy 
ta da = 22000 27500 — a4444 
S15 Gs ay 625 — 400 
2a = 77°19; a = 38°39. (d) 
9.2. Să se determine eforturile unitare principale şi direcţiile principale la,o stare plană 
de eforturi unitare la care aș= coy = Tzy = 100 daNjem?, 
Aplicind relaţiile (8.3) și (8.4) rezultă 
100-100. 1003007 EA T00 = 100 -+ 100 


Ga ——, 


2 2 
c, = 200daNfem?; cz = 0 
ta = E At Aa œo; 2a = 90°; a= 45şi 2g = 270%; ae = 135°. 
e 100—100 


i i inici = ? şi o= 300 daN/em2, se 
8.3. Dindu-se eforturile unitare prinicipale o, = 800 daN/em? şi ci pr a N 


cere să se determine cu ajutorul cercului Ii Mohr componentele o și 7 


215 


p = 3500 daN/em?, apoi să se calculeze direcţia planului pe care sc aplică efor i i i- 
narea lui p față de planul pe care este aplicat. ? pi 


z _ _ Se construiește în figura S.9 cercul 
lui Mohr, pe care se ia ia p= 0B = 
= 500 daNjemê, și rezultă 


c= OA = 445 daNfem? ` (1) 


z= AB = 227 daNjem?. (2) 


Formulele (8.7) dau unghiul æ al 
planului pe care se aplică p, cu direcția 
efortului unitar principal c}. 


Se inlocuiesc valorile numerice 


800 + 300 800 — 300 
ia 0300 + — oos 24 
2 2 
stara eforturilor unitare - 800 — 300 
MO O 400 200 300 400 300 Mda re aie sg fină 
De i iara = 
Fig. 8.9. cos2% = —0,42 ; sin 2g = 0,908 


e tg 20 = —2,162; 2g = 1111049. 


Cele două direcţii principale sint 


1 = 579257; aa = 147025, 


R 


Unghiul 2 se putea măsura şi direct pe desen. Unghiul efortului unilar rezultant, p cu 
normala la planul secţiunii este dat de 


Er 227 


tg z 0,510; 27002. 
55 o 445 mrp 2 


8.4. Dacă o prismă elementară ca în figura 8.3 este solicitată cu eforturile unitare cz = 
= 1000 daN/em?, Gy = 400 daNjom?, zzy = 500 daN jem?, să se calculeze o și = pe un plan 
care face 45° cu axele de coordonate, apoi să se afle direcțiile principale şi eforturile unitare 
principale. "a 

Pentru planul la 45°, se aplică relaţiile (8.2) 

1000 +400 — 1000 — 400 
G T 
2 


cos 90° + 500 sin 90° = 1 200 daN/em? 


1 
= > (1 000— 400) sin 90°— 400 cos 90° 


300 daN/em?. 
Direcţiile principale sint date de formula (8.3) 

2- 500 
1 000 — 400 


tg2g 1,666 ; 2x = 59°?” ; a, = 29931; æa = 299817 + 90° =119°31. 


Eforturile unitare principale se află cu formula (8.4) 


1 000 +400 


F. y R 
lai Sac E = m Va o0 400)? + 4 - 5002 = 700 + 583 


o = 1283 daN/em?; ce = 117 daN/em?. 


Se poate construi cercul lui Mohr, ca în figura 8.10. Se ia OC = az; OC'= oy; CB 
= C"B' = Tey, perpendicular pe axa o: se unește B cu B' şi se găseşte central D al cercului luj 
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Pol por NEA: Se a Sp) 


Mohr, cu diametrul BB”; se trasează cercul, care taie axa o în A și A? QA = 6; ODA” = Ga 
Se constată că 2g = 5927. 


%4 


% 
Tig. 8.11 


Sau, invers, după ce s-a făcut calculul analitic de mai sus, se poate lua OA = c; ṣi OA’ = Ga: 
Ca verificare, luînd unghiul 27 = 59°2 de la axa orizontală in sus, se găsesc punctele B și DB”. 
care trebuie să corespundă condiţiilor iniţiale ale problemei. În adevăr, se poate măsura pe desen 


OC = cz = 1 000 daNjem?; OC’ = cy = 400 daN/em?; CB = —C"B' = szy= 500 QaN/em:, 


Fig. 8.13 


Fig. 8.12 


9.5. Elementul din figura 8.11 este supus pe două feţe opuse unui efort unitar de intin- 
dere cg = 1000 daNjcm?, iar pe celelalte două fețe unui efort unitar de compresiune 
Sy= — 600 daN/em?. Se cere să se afle pe cale grafică efortul unitar pe o secțiune înclinată cu 30° 
faţă de cea normală la axa x. 

Neavind efort unitar tangenţial, direcţiile axelor x și y sint chiar direcţiile principale. Se 
desenează cercul lui Mohr din fisura 8.12, luind OA = 1 000 daN/em? şi OA’ = —600 daN/em?, 
Ducind raza DB, care face 60° cu axa c, se găsesc eforturile unitare pe planul dat 


o = OC = 600 daNjem?; == BC = 693 daNjemt, 


9.6. Să se deseneze cercul lui Mohr pentru elementul din figura 8.11, dacă elorturile unitare 
Gz și Gy sint egale în valoare absolută, şi să se arate ce eforturi unitare se produc pe secțiunea 
înclinată la 45° faţă de axe. 
„În acest caz, centrul cercului, desenat în figura 8.13, coincide cu originea axelor de coordo- 
nate c, =. Secţiunea la 45°, căreia îi corespunde punctul B de pe cerc, are eforturile unitare 


s= 0; t= DB= oz 
Pe această secţiune se produce o solicitare de forfecare pură. 
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3. STAREA PLANĂ DE DEFORMAHI 


Se consideră elementul de volum paralelipipedice din figura 8.14, de 
laturi dz, dy, dz, care se deformează numai în planul z0y. Peiormaţiile 
au loc în cadrul ipotezelor teoriei elasticităţii, fiind elastice şi mici. În 
urma deformaţiei, punctul O suferă, în cazul stării plane, o deplasare 
de componente u, v, cum se arată în figura 8.15. Deplasarea w este compo- 


nenta deplasării pe axa Oz, iar w este componenta pe Oy. Punctul A, situat 


: „0u 
pe axa Ov, la distanța dz, va avea o deplasare pe axa Oa, u -t TA dz. 
: : 7 2 


Cunoscînă deplasările punctelor O şi A, diferența lor va „reprezenta 
lungirea elementului : E. 
ðu ðu 


åd b ds — u = dz. 
simi da „da 


Împărţină această lungire cu lungimea, iniţială dz, se obţine lungirea 
specifică în direcția a A 


+" În mod analog, se determină lungirea specifică pe direcția Oy astfel 
că rezultă pentru starea plană de deformaţii 


SOUN st 0:00 (8.10) 


Ca da? =, dy 
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Să examinăm şi deformaţiile unghiulare, în funcţie de aceleaşi depla- 
sări u, v. În afară de deplasarea în lungul axei w, punctul A. are şi o depla- 
sare în lungul axei y, care se notează 


9 . 
v+ —da 
+ ap A 
iar B are o deplasare în lungul axei z, notată cu 
w+ u dy. 
i ôy | 
-~ În acest fel, dreptunghiul elementar OABC se deformează în parale- 
logramul 0'A'B'0'. (fig. (8.15). i 


Din cauza deplasărilor inegale ale punctelor O şi A în O’ şi A”, latura 
OA se înclină cu unghiul de, care, conform figurii 8.15, are expresia 


E > 
OE 3v 
tg da do da HR 23 - 


` 


De asemenea, latura OB se roteşte cu unghiul dọ, - 


A e S 
u +- — dy — u 
tE 2y si du 
dy ôy 


tg doa% do, 


Suma celor două unghiuri reprezintă lunecarea specifică în planul 
Oy, notată cu Ysy i : 
du ðv i 
Yay = paie 8.11 
ia = y Tae (8.11) 


Relaţiile (8.10) și (8.11) dau legătura între deformațiile specifice şi 
deplasări. 


4. EFORTURI UNITARE ÎN JURUL UNUI PUNCT 
a. EBORTUL UNITAR PR 0 SUPRAFAȚĂ ÎNCLINATĂ 


Pentru a cunoaşte starea de eforturi unitare într-un punct din inte- 
riorul materialului, se reprezintă un paralelipiped elementar, ca în fig. 
8.1, c, avînd centrul sau unul din colţuri în punctul considerat. Pe fiecare 
faţă a acestui paralelipiped acţionează un efort; de direcţie oarecare, ce 
poate fi descompus, după triedrul considerat, în o componentă normală 
și două componente tangenţiale. 
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Spre a cerceta variația efortului unitar, atunci cînd un plan trecind. 
prin punctul considerat ia orice înclinare, se consideră un tetraedru Oabe 
(fig. 3.16), avind trei feţe în planele axelor de coordonate, solicitate prin 
eforturile unitare cunoscute Cry Oy, Oz) Tey = Tom Tys = Yzy Taz T Tzar 
şi se caută efortul unitar pe planul înclinat abc, a cărui normală are 
cosinusurile directoare l, m, n. 

Pe 'acest plan acţionează efortul unitar p, de direcție oarecare, ce 
poate fi descompus în trei componente paralele cu axele, Pes Pyr Pz Dacă 
se notează cu A. suprafața triunghiului abc, atunci cele trei triunghiuri 
din planele axelor de coordonate an suprafeţele 

Obe > Al; Oac —> Am;  Oab —> An. 
Seriind ecuaţiile de 
proiecţii ale forțelor pe di- 
z vecţiile celor trei axe și 
simplificind cu A, rezultă 


Da = lOr FNT th aa 
Py => lags tM Gy htp: 
Pe = lazr tM Try TN Ga 
(8.12) 
Cunoscind aceste com- 


ponente, se poate afla efor- 
tul unitar 


p = Vp (8.13) 


Fig. 8.16 


Tensorul p poate fi descompus, de asemenea, în o componentă normală 
o, pe direcţia normalei N, şi una tangenţială =, conținută în planul secţi- 
unii. Componenta o se află proiectînd pe Ps, Pr, Pz pe direcţia normalei 
o = Ipe + MPy + Pz 
respectiv, înlocuind expresiile (8.12) 


o = Pos + Moy + N20, + 2 Ira F 2 mie H 2 MT (S.14) 
Cunoscind pe c, se află uşor valoarea lui = 
z=- è. (8.15) 


vb. EFORTURI UNLTARE PRINCIPALE 


Pe direcția normalei N din figura 8.16 se consideră un vector al cărui 
modul este invers proporțional cu rădăcina pătrată a lui c 


e PE 
Viei 
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respectiv 
o = + kje. 


(8.16) 


Extremitatea acestui vector, care are aceleaşi cosinusuri directoare 
ca normala N, are coordonatele 


=w, y =m, 2=m, 


de unde rezultă 


(8.17) 


Pentru a găsi locul geometric al extremității vectorului v, cind supra- 
fața abe ia orice înclinare, se elimină, l, m, n, între relațiile de mai, sus, 
substituind expresiile (8.16) şi (8.17) în (8.14) i 


Kr a? y? 2 zy yz 2% 
A L i AR L 92 T brg: z, 
Ty e Oz i ga Gy + ga + 2 pa s Tr 2 ge îpa TA y Tax 
sau, după simplificări, 
op? 4 Ga? H o2 F Tety H TY F dmat = +k”. (8.18) 


Ecuația reprezintă o suprafață de gradul II, pe care se deplasează - 
extremitatea vectorului v. Cuadrica este complet determinată de starea 
de eforturi unitare din punctul O; dacă se schimbă axele de coordonate, 
componentele Ss, Gy Gzy Teys Tuz Tzs Care sint coeficienți în ecuația (8.18). 
se modifică, însă cuadrica rămîne invariabilă în spațiu. 

Făcînd o schimbare convenabilă de axe, și anume raportind cuadrica 
Ja propriile sale axe, pot dispare termenii în care apar duble produse, 
respectiv cei care conțin eforturile unitare 7. Rezultă că este totdeauna, 
posibil să se găsească, într-un punct interior O al unui corp elastic, trei 
plane perpendiculare între ele, pe care eforturile unitare = să dispară, 
deci pe care să acționeze doar eforturi unitare normale. Acestea vor fi 
eforturi unitare principale c, Ga Ga, iar direcțiile lor, coincizîind cu direc- 
piile axelor, vor fi direcții principale. 

Se constată astfel eă tensorul eforturilor unitare dintr-un punct 
este complet definit dacă se cunosc cele trei direcţii principale şi mărimile 
celor trei eforturi unitare principale ci, Gz, 93: 

Pentru determinarea acestora, se presupune că planul abe este un 
plan principal, respectiv normala N este o direcție principală. În acest. 
caz, efortul unitar p este dirijat chiar pe normala N și se notează cu o, 
jar componenta + este nulă. Ca urmare, cele trei componente ale lui e 


pe axe sint A 
Py = mo; 


Pz = l6; De = no. 
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înlocuind aceste expresii în (8.12), se obţine 
Uor — 6) + MTry F haz = 0 
lys + M(Cp — 0) + niy = 0 f ` (8.19) 
lti H Mazy + n(o2 — 0) = 0 


Între cele trei cosinusuri directoare există relația 
Pa+mi+m=l, (8.20) 


Pentru ca sistemul de ecuaţii omogene (8.19) să aibă, pentru direcţia 
principală (7, m, n), soluţii diferite de zero, trebuie ca determinantul său 
să fie nul 


Op G “zy zz 
vz Gy—G . Ta =0 
Tez Tzy Gz— 0 


Dezvoltind determinantul, se obține ecuaţia de gradul al treilea 
o? — I + Io — I; = 0, (8.21) 
unde s-au notat invarianjii 


I, = os + oy + az 


ai 2 
Ia = OyO: + OOs F 0209 Taz ne EA 
| oz Tay Taz - | i - (8.22) 
I Tys Gy Tpz 


Tz Tzy Gz 


Rezolvarea ecuației (8.21) dă trei soluții reale, care sînt cele trei 
eforturi unitare principale, c} >c >c, Rezolvarea sistemului de ecuații 
(8.19), (8.20) permite determinarea celor trei direcţii principale. 


Tratarea completă a acestei probleme se găseşte în manualele de teo- 


ria elasticității. : 

Conform celor spuse, pe cele trei plane pe care acționează eforturile 
unitare principale, nu există eforturi unitare tangentiale. Se demonstrează 
că eforturile unitare tangentiale sînt maxime în plane la 45° față de triedrul 
format de cele trei direcţii principale ; valorile acestora sînt; 


E — G; Oa — C; Dea — O; 
a= mea E aee -să = nadt 2. (8.23) 
Luind ca axe direcţiile principale, relațiile (8.12) devin : 
Pa = lo Py = Moz Pa = NOg (8.24) 


respectiv (8.14) se transformă în 


o = Po, + mo + noz 
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l- 
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Fig. 8,17 


Expresia (8.1) a tensorului efortului unitar se serie acum 


a 0 0 
Ta = 0 Sa 0 
0 0 o 


În cazul particular G, = G = Ga, tensorul efortului unitar se numeşte 
tensor sferic: el are ca efect numai variaţia volumului, fără variaţie a 
formei. 

Cind c + c, + c, = 0, tensorul poartă numele de deviator, efectul 
său fiind o variație a formei, fără variaţie de volum. 

n cazul general, tensorul eforturilor unitare produce atit variaţia, 
volumului, cît și variația formei elementului asupra căruia se aplică, 


e CERCUL LUI MOHR 


La starea spaţială de eforturi unitare, se pot construi aceleaşi cercuri 
ca, la starea plană, dacă se consideră plane paralele cu una sau alta, dintre 
direcțiile principale, fig. 8.17. Pe un plan paralel cu direcţia principală 
Gy fig. 8.17, a, eforturile unitare sînt date de un cere de diametru O, — Og. 
Analog dacă planul înclinat este paralel cu direcţia. c; (fig. 8.17, b) sau cu 


a» (fig. 8.17, c). Pentru o suprafață înclinată oricum faţă, de direcţiile. 


principale — de felul suprafeței abc din fig. 8.16 — se face o construcție 
cu trei cercuri ca în fig. 8.17, d. Eforturile unitare pe această suprafață 
sînt date de coordonatele unui punct P din zona haşurată,. 


d. EFORTURI UNITARE OCTAEDRICE 


Cu ajutorul unui cub, se pot; construi 8 plane octaedrice, ducînd diago- 
nalele pătratelor, cum se arată în fig. 8.18. Pe un astfel de plan au loe 
eforturile” unitare octaedrice 
“o + oa + G3 

3 


oct = 


i Fi 
Tot = 3 [( a. — o2)-+-( 02 — 63) + 


F (03—01)? ]? 


e. ELIPSOXDUL EFORTURILOR UNITARE 


Se determină locul geometrie al extremității vectorului p, atunci 
cînd înclinarea, planului abe variază. Pentru aceasta, se elimină parametrii 
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1, m, n, între expresiile (8.24) ale coordonatelor extremității lui p şi relaţia, 
(8.20). Rezultă ecuația 


T 2 

Pi 4 2. +2 =1. (8.26) 
ci - 63 S$ 

Aceasta reprezintă un elipsoid, numit elipsoidul eforturilor unitare 
sau elipsoidul lui Lamé. Semiaxele acestui elipsoid reprezintă eforturile 
unitare principale din punctul O (fig. 8.10). La o stare plană de eforturi 
unitare, făcînd c, = 0 în ecuația (8.26), se obţine elipsa eforturilor unitare. 
La o stare liniară, făcînd şi oa = 0, elipsa se transformă într-o dreaptă. 


5. STAREA DE DEFORMAȚII ÎN JURUL UNUI PUNCT 


După studiul stării de eforturi unitare, se va examina starea de 
deformaţii în jurul unui punct. În cazul cel mai general, ea este reprezen- 
tată prin” tensorul deformaţiilor 


pe sal t, 
Ez 2 Yav 2 Yaz 
1 1 e 
T, za Pau Ey 3 Yuz (8.27) 
1, 1 


gie gwo e 


care are şase componente distincte: Ss, €y, Eze) Yay = Yues Yuz = Yzy 
Yzz = Yez: Făcînd un studiu analog cu al stării de eforturi, se găseşte că în 
orice punct al unui corp se pot determina, trei direcții principale de defor- 
maţii, pe care au loc valorile e,, ez, ca, ale lungirilor specifice, respectiv 
pe care lunecările specifice sînt; nule. Luînd aceste direcții ca axe, tensorul 
deformaţiilor devine . 


a 0 0 
7, = 40 z 0 (8.28) 
0 0. _ 


Se vor serie acum relaţiile care exprimă deformaţiile specifice e, y 
în functie de componetele deplasării, u, v, w. ` 

Prin generalizarea, relaţiilor (8.10) şi (8.11), între componentele ten- 
sorului deformajiilor și cele trei componente ale deplasării există relaţiile 


du ôv ðw 
Es = — j = — = — 
da ôy ôg 
(8.29) 
ðv u, dv, d, du „ ôw 
Yay Ja T dy ? Yn dy E o? Vaz pa j PR 
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6. LEGEA LUI HOOKE GENERAL:ZATĂ 


Întocmai ca la întinderea, simplă, în urma studiului stării de eforturi 
unitare și de deformajii, se examinează, în cazul cel mai general, relaţia, 
dintre eforturi unitare şi deformaţii. | 

Se consideră un element; de volum paralelipipedic (fig. 8.19), pe ale 
cărui fețe acționează eforturile unitare principale o, Os, S3. 

n cazul stării liniare de 
eforturi unitare, s-a văzut că 
există legea lui Hooke 


c = Be, 


iar deformația transversală are 
expresia 


Se aplică elementului de 
volum trei stări succesive de 
solicitare : 

1) Există numai c, iar 
Go = oz = Í. 

În acest caz, c, produce pe 
cele trei direcţii ale axelor ur- 
măstoarele deformaţii: o lungire specifică e; pe direcţia c, şi două 
scurtări (contracții) ez și es, pe celelalte direcţii : 


Fig. 8.19 


O, NO, YG; 
S= e =i s= me 
| E E E 
2) Există numai c» iar a, = c, = 0. În mod analog 
Vo; (r MIR va, 
e = 2, 4 =. 2; W= 2, 
E E E 


3) Există numai o, iar o, = c, = 0. Deformațiile sînt 


m VO, 


i ere -VO3 ver Sa 
1 1 
E 


E2 haik- 3 €3 $ 


E E 


Dacă acționează simultan cele trei eforturi unitare principale, defor- 
maţia totală se obține prin adunarea efectelor de mai sus 


e, = iE et + et” = Zeta, — Mos + c)] 


a = eh H ef + ai” = 


E Los — Mason] (8.30) 


1 n” ni 
E3 es -+ ss +t es 


[93 — (o, + 02)] 


Relațiile de mai sus se pot scrie în mod analog, folosind notațiile 
axelor de coordonate z, Y, 2 


Sz 


[oz — v(oy + ©2)] 


Loy — va: + o]! . (8.31) 


Ey = 


= 3 [62 — v(oz EAN 


În plus dacă axele æ, y, z nu sînt direcții principale, deci există şi 
eforturi unitare tangențiale, tunecările specifice sînt 


T, 7, Trg 


Yev a uz g temea (8.32) 


Relaţiile (8.31) împreună cu (8.32 sau (8.30) singure, exprimă legea 
lui Hooke generalizată. . 

Se va examina deformația volumică a elementului din figura 8.19. 
Volumul său inițial este AV = dæ -dy dz. În urma defọrmației, volumul 
devine 


ay + AdY = de(l + e4) dy(L + ey) de(l + e). 


Neglijind infiniții mici de ordin superior £z2yp EyEz, €zĒs, EzEyēz 
expresia volumului devine 


dF + AdV = de dy dal -+ sz + €y + 22) 
respectiv, scăzînd volumul inițial 4V, se obține 
AAV = de dy date + ey + ex), 


împărțind prin volumul inițial, se obţine deformația volumică specifică 


e= Fre Ez + Ey F Ez- (8.33) 


Înlocuind pe 22, €y, €: prin expresiile (8.31), rezultă 


po a, + oy + a) 
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Notind efortul unitar mediu 


sali, 
p e Oy Os, (8.34) 
3 
relația de mai sus devine 
i 1 — 2y i 
e = 3 ——— p. 8.35 
OP. (8.35) 


Ea poartă numele de ecuația lui Poisson. Se obișnuiește să se defi- 
nească modulul de elasticitate cubică | 
Parch e (8.36) 
3(1 — 2») 


cu care ecnaţia lui Poisson ia forma 
e = IE, (8.37) 
similară legii lui Hooke e = o/E. i 
n cazul particular al stării plane de eforturi unitare, făcînd c, = 
= myz = Ta = 0, relaţiile (8.31) şi (8.32) iau forma, 
1 


Ex = (Os — Vo); ey = (oy — Y0); 


B`” B 


n= -7 +o); Yey = a (8.38) 


Se observă că stării plane de eforturi unitare îi corespunde o stare 
spațială de deformaţii, întrucit s, # 0. 
Rezolvînd primele două relaţii (8.38) în raport cu c, şi Gp rezultă 


E 
92 aan (ez + Yey); oy = 


EIE EA (u + Yez). (8.39) 


7, RELAȚIA DINTRE CONSTANTELE ELASTICE E, G, v 


Eicmentul de volum MNPR din fig. 8.20 este supus, pe cele patru 
fețe normale pe planul desenului, eforturilor unitare principale or, oy, 
egale și de sens contrar. Din capitolul 7, se ştie că pe feţele elementului 
ABOD, înclinate cu 45° faţă de ale primului, se produce eforturi unitare 
de forfecare pură i 


T = G; = — Gy 
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popa 


Laturile elementului ABOD lunecă în poziţia A'B'0'D', iar unghiul 
OCA, iniţial de 45%, va, scădea, devenind 


(Prin definiţie, lunecarea spe- 
cifică y este scăderea, unghiu- 
lui zf2, deci unghiul x/4 
scade cu y/2). SN 

Se poate serie o primă 
expresie a tangentei unghiu- 
lui OC'A' prin dezvoltarea 
formulei trigonometrice, pi- 
nind seama că tgy/2 = yj? Ox 


tg00'4' = tg = - z] = 


te — ig 


T 


1 +tsyts-g LF 


` Fig. 8.20 


Pe de altă parte „se poate exprima acelaşi unghi, din raportul lungimi- 
lor O4' şi OC - an 


Lungimile 0A’ şi 00" pot fi scrise ținînd seama, de lungirile specifice 
00 =00(1 + s); OA' = OA( + a). 


Conform legii lui Hooke generalizate, 


1 aSa y% 
za = (o va) = Los — Mal. pi 2 di 
1 1 | BA Gz Lo Sa ip 
s= (Sy — vaz) zí Gs — Y6) E q >) i 


: i ' : P i nX = 04 
Se înlocuieşte op prin = şi se serie tg OC'A', ţinînd seama; că 00 = 0. 


L-a 1-24) 
soda Dee: ofi- 5i +9]. E o 
SUAE oo. ++] es eh 
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Indentificind relaţiile (1) şi (2), rezultă, 


At 
A gat» 


Ținind seama de legea lui Hooke = = Gy, relaţia, de mai. sus devihe 


| - : y _ Gl +») 
| | Le 


i : E 
: i G& = ——~— (8.40) 
i : 2(1 + ») 
Relația (8.40) este una dintre formulele de bază din elasticitate. 
În cazul oţelului, care are. E = 2,1106 daN/em? şi v = 0,3, se poate cal- 
cula modulul de elasticitate transversal d 
4 Ă 


__ 21 106) 


= = 807 700 daN /em?. 
2(1 + 0,3) 
În practică se ia valoarea rotundă G = 8,1 -105 daN/em?. 


8. VARIAŢIA DEFORMAȚIILOR SPECIFICE LA STAREA 
PLANĂ DE EFORTURI UNITARE. ROZETA TENSOMETRICĂ 


Se reia problema, din fig. 8.2 și 8.3. În fig. 8.21, în interiorul paraleli- 
pipedului OBOD s-a reprezentat altul, cu 4 feţe înclinate cu unghiul « 
față de ale celui dinţii. Pe feţele acestui 
paralelipiped, eforturile unitare c,, cy sînt 
date de relația stabilită anterior 
Ga" = O; COS? a + opsin? g + 
-+ 2 Taysin a COS a 


respectiv una analogă 


Gy = O; SiN? æ + cy COS? & 


— 2 Try SİN COS d. 


Conform legii lui Hooke generalizate, 


Fig. 8.21 praga specifice pe direcțiile înclinate 
> y sînt 
1 1 
e =g (T Yer) Ey > pi (T vez) 
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înlocuind pe cv Şi cy, rezultă 


er = -È [ogeos? a — vsin? )-+ a, (Sin? a—v cos?a)+(1 -+ Y) Tay sin 20] 
7 


e, = = [o(sin? e — v cos? u)-i a,(cos? a— y sin? g)—(1 +Y) Tay sin 2%] 
(8.41) 


Pe de altă parte, pentru axele inițiale v, y, pe baza relațiilor (8.38), 
(8.39) şi (8.40) 


E E , 
Ga Isg (Es -H Yey); Oy E (ey HYE); 
Piz 
3 G 
zy Yay 20 +») 


şi înlocuind în (8.41) 


(8.42) 


Ex = ep COS? 4 -+ Ey Sin? g + Yzy Sin & COS & 
y = Es SİN? æ F Ey COS?Æ — Yzy SİN & COS a 


Deformaţiile specifice principale se obțin derivînd una din aceste 
ecuaţii în raport cu 2g și anulind derivata, ceea ce dă 


tg 2a, = — 2.. (8.43) 

Eg — Ey 
înlocuind pe sin? a, cos?a, sin g cos « din (8.43) în (8.42), se găsesc 
lungirile specifice principale i 
asn tta iVa a E (8.44) 


Pentru materiale isotrope, direcțiile principale de deformaţii coin- 
cid cu direcțiile principale de eforturi unitare. Ă i 
Dacă si, ia, drepi sistem de axe de coordonate cel format de direcțiile 
principale 7, 2 — pe care lunecările specifice sînt nule — lungirile specifice 
gi lunecările specifice pe o direcție oarecare a devin 
PE Data 


= - cos 2 4 
2 


E& — E2 
Ea 2 


(8.45) 
Ya = (ea — £2) sin 24. 
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__ Fie (fig. 8.22, a), direcția principală 7, făcînd unghiul a, cu axa Oz 
şi trei direcţii oarecare, a, b, o, făcînd unghiuri oa, o 9, cu direcţia 1. 


"În baza primei relații (8.45), lungirile specifice pe cele trei direcţii sînt. 


Ea = sa + A S2cos2 e, 
TS ata g a cos 2 e, |: (8.46) 


E. 


(d 


ate + Eeo? o, 
„____Să presupunem că direcțiile a, b, c fac între ele unghiuri de 45°, ca 
în fig. 8.22, b : prima direcție, orizontală, este notată cu 0, a doua — cu 
45 şi a treia — cu 90. Relaţiile (8.46) devin 
1 Sa. Ei — €2 cos A 

2 2 


eg = Se 4. E eos (a, + 48°) | (8.47) 


Eso = —— + pa cos (ai + 90°) 


Cele trei ecuații (8.47) pot fi rezolvate uşor 
dacă se iau drept necunoscute z,, £a, a, ṣi rezultă 


` z z V2 Ã— 
Ei. Zo $ So E Neo Ea)? + (E15— 590)? 


5 a să 


te 2o; __ Eo — 2 Es t Eoo, 
7 j © ams 
o 30 
Fig. 8.22: i (8.48) 


Pe aceste relaţii se bazează rozeta tensometrică pentru calculul lungi- 
rilor specifice principale şi direcțiilor principale la starea plană.de defor- 
maţii, prin metoda tensometrică (ce va fi. expusă în cap. 19): se măsoară 
20 Sas» €90 ȘI, aplicind relaţiile (8.48) se determină e, e, oa. Apoi, cu aju- 
torul relațiilor (8.39) se află eforturile unitare principale -c,, oz. 


8. EXPRESIA GENERALĂ A ENERGIEI DE DEFORMAȚIE 


La un element de volum de laturi dz, dy, dz, asupra căruia se aplică, 
în mod progresiv eforturile unitare c, op oz, forţa finală, care acţionează 
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în direcţia a este o, dy dz. Pentru o deplasare pe direcția ei cu cantitatea 
Al = s, dx, ea produce un lucru mecanic elementar 


aL = = oda dy de s = dU 


egal cu energia acumulată de material. 

Factorul 1/2 rezultă din aceea că forța variază între zero şi valoarea, 
finală o, dy dz. 

Dacă deplasarea sce are o valoare finită, energia corespunzătoare 
elementului de volum AV = da dy dz este exprimată prin aria haşurată 
din figura 8.23: : 


47 = > Oz€sA V, 


iar energia pe unitatea de volum este 


Ținînd seama şi de eforturile unitare apli- 
cate pe celelalte două direcţii, se obține să 


U, => (6222 ra By + 6252). 

Dacă în afara eforturilor unitare normale . 
există şi eforturi unitare tangenţiale, energia 
se exprimă printr-o arie analogă cu aceea din 
figura. 8.23, avind ca axe şi y, şi rezultă expre- 
sia generală 


1 
UA aai + GyEy + oz8z + 


` 


Ee € 
Fig. 8.23! 
E TuzVuz F Tazfze + Tarta) (8.49) 
Dacă se înlocuiesc deformaţiile e şi y prin expresiile lor (8.31) şi 
8.32) se găseşte energia exprimată numai în funcție de eforturile unitare 


U, = 


5 (o8 of + of) — Z (ozay + ovos osos) + 
l (8.50) 


Hy (Th F Ta t Tah 


26 
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Din această relaţie se pot determina formulele valabile în cazuri 
particulare. Astfel, pentru o stare plană de eforturi unitare, 


1 


U, = 
+ 2p 


v J: ` 
(oa -+ o) — 920% + pA Tiy (8.51) 


Pentu solicitarea de întindere simplă, 


2 
Ga = 
= . (8.52) 
+ 2B 
Pentru solicitarea de forfecare pură, 
m 
U, = -72 (8.33) 


ai 


Dacă, cubul cu laturi egale cu unitatea are muchiile paralele cu direc- 

ţiile principale, expresia (8.50) a energiei devine 
1 
U, 25 Coi + o + o) 

Energia de deformatie acumulată de corp are, în general, două efecte : 
o variație a volumului şi o variaţie a formei. i 

Se obține numai variație de volum dacă, de exemplu, cubul este soli- 
citat pe toate fețele cu acelaşi efort unitar. , 

Dacă asupra tuturor fețelor se aplică efortul unitar mediu 


- (Go + oz03 +030). (8-54) 


1 i 
P? =y (at Ga F 53) 


el produce deformația volumică.-e, iar energia de variaţie a volumului este 


: Pie P al 2v 3(1 — 2v) > _ 3(4— 2y) (S1 + 32+ 03)” 
da ic Ta 238 29? 25 9 
respectiv, după simplificare, 
1 — 2y . 
Ur= (a + 62 + 03): (8.55) 
1 oF (a 2 3) 


Diferența dintre energia totală U, și cea de variaţie a volumului U,, 


reprezintă energia de variație a formei i ; 
Uy = U, — Up = 

1 

2E 


1— 2v 
6E 


y 
F (0162+ 0293F 0391) (o + 2 + ae 


(ct + oit a) 
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După transformări, această expresie devine 


lv 
6E 
Ideia de împărțire a energiei de deformaţie în două părți derivă de 
fapt din cea de împărţire a tensorului eforturilor unitare. Luind ca axe 
diecţiile principale, tensorul T, poate fi descompus într-un tensor sferice Te 


Uy = [a — 02)? + (62 — 93 + (03 — 047]. (8.56) 


Fig. 824 


de componente egale p, care produce variaţia de volum, și un tensor devi- 
ator Ta, care produce numai variația formei ha 


Te = T, + Ta 
sau sub formă explicită, 
a 0 0 p 0 0 a—p 0 0 
0 c 0;={0 p 0ț+10 o — P -0p (857) 
0 0 a 0 0 p L0 0 o —p 


Adunarea tensorială (8.57) este ilustrată în figura 8.24. 


PROBLEME 


8.7, Un cub cu latura a= 1cm se deformează elastic, în așa fol încit dintre cele tref 
muchii concurente una crește cu 0,1 mm, alta cu 0,2 mm, iar a treia scade cu 0,3 mm. Cit este 
de mare variația de volum? 

Considerînd cele trei deformaţii ca lungiri specifice principale, rezultă 


e= E+ E + £= 01 + 0,2 0,3 = 0. 


Volumul cubului nu variază. k : 

8.8. Pe două feţe ale unui paralelipiped dintr-un material izotrop se produc eforturile 
unitare o, = 1 000 daNjem?, op == 200 daN/em?. Care este valoarea efortului unitar o, dacă 
deformația volumică specifică este nulă? ză 

Se folosește formula (8.35), cu e= 0, 


1—2v 


E 


e= 


(0, + os + 0)=0, 
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de unde rezultă 


o= —0y— aa = —1 200 daN/em?. 


E 8.9. Să se calculeze deformația volumică specifică la o bară de oţel, cu v=0,3, solicitată 
da tracțiune cu. G, :=,1:000 „daNfem?, - e a i = 
<. Se folosește formula (8.35), în care p= oh 


T aday 1000 (1—2:0.3) 
Pa soul 23) ( ). —. 0,00019. 
E 21 - 166 


10. STUDIUL GENERAL AL RĂSUGIRII. TEORIA LUI SAINT-VENANT 


Baxele avind alte forme de secţiuni decit circulară sau inelară, soli- 
citate la răsucire, nu mai respectă ipoteza, secțiunii plane. O secțiune care 
înainte de deformaţie era plană şi normală pe axa bazei, în urma deforma- 
tiei devine strimbă. De exemplu, secțiunea ABC din figura 8.25. În pun- 
ctele acestei secţiuni au loc deplasări inegale, în lungul axei barei, ceea ce 
cauzează deplanarea secţiunii. 

Dacă suprafaţa laterală a unei bare de secţiune dreptunghiulară 
este împărţită în pătrăţele, în urma deformaţiei la răsucire se obţine 
imaginea, din figura, 8.25. Se constată că pătrățelele din vecinătatea muchii- 
lor (a) rămîn nedeformate, pe cînd cele din apropierea, mijlocului feţelor 
(b) se transformă în romburi. Rezultă că în zona pătrățelelor b au loc 
cele mai mari lunecări. Experienţa reușește bine cu un material care se 
deformează mult, cum este cauciucul. i 

Studiul răsucirii barei cu secţiune oarecare formează, una dintre 
poblemele clasice ale teoriei elasticităjii, rezolvarea: ei fiind dată de către 
Barré de Saint-V nani. Se vor de aici numai concluziile studiului, a cărui 
dezvoltare se găseşte în manualele de teoria, elasticităţii. 

După cum s-a arătat în capitolul 5, pe elementele de suprafaţă din 
vecinătatea conturului secţiunii transversale (elementului 7 din fig. 8.26) 
efortul unitar tangential are direcţia tangentei la contur. Dacă se con- 
sideră o secțiune cu colţuri, cum este cea dreptunghiulară din figura 8.26, 
şi un element; de arie 2, din. vecinătatea colului, din cuză că pe supra- 
faţa laterală componentele Tey Şi Tzz sînt nule, rezultă că şi componentele 
zyz Și Tzs de pe elementul hașurat; sînt nule. Deci, lao secțiune poligonală; 
în vecinătatea colțurilor, eforturile unitare de răsuciră sînt mule. 

Saint-Vânant a stabilit că pentru calculul eforturilor unitare de 
răsucire trebuie găsită o funcție a eforturilor unitare, p(z, y), care să fie 
constantă sau nulă pe contur şi ale cărei derivate parțiale, într-un punct 
oarecare al secțiunii, dau componentele efortului unitar tangențial în 


acel punct 


əp _ . 34 Ta ES (8.58) 


„Funcţia eforturilor unitare este legată de niomentul de răsucire 
prin. relația 4 


= 20 ga =2( Y-dydz, (8.59) 
4 A E a i 


. integrala efectuindu-se pe aria secţiunii. 
__Pentru secţiuni al căror contur are o ecuaţie 
$ analitică, funcția eforturilor unitare se poate expri- 
ma pe baza ecuației conturului. A 


Secţiune circulară. Ecuația conturului este 
A bilei c PH B=0; 
5 
a4 
Fig. 8.25 ; Fig. 8.26 


se ia funcția eforturilor unitare : 
Y = mg? ra — R?) (8.60) 
E Noua expresia (8.60) în (8.59) şi integrind pe secțiunea, cercului, 
rezultă 


M, = 2m (y + 22 — PdA = 2ml $ AA -2f aa] = — mR 
A A A 
m = — M, = — 4, g 
TR 2I, 
Făcînd derivatele funcției Ņ şi înlocuind pe m, rezultă 
Tes = MY} Tys = — mg 
z= V F h = ke om Vy H = t 2mr = A, 


.. . x 
S-a regăsit expresia (7.9), cunoscută. 


237 


În teoria lui Saint-Venani , răsucirea specifică este 


1 (24 84 
e=- 4+ ; 8.61 
Aa ) (8-61) 
Aplicind la secțiunea circulară, rezultă 
1 2m č M, 
0 = — — (2m +2m) = — -= =E. 
2G ( i G GI, 


S-a regăsit relația cunoscută (7.17). 

În esenţă, stabilirea, expresiei funcției v şi apoi aplicarea relațiilor 
(8.58), (8.59), (8.61) pot rezolva problema, răsucirii pentru orice secţiune. 
La secţiunea, eliptică, stabilirea expresiei funcţiei V este, de asemenea, 
foarte simplă. Pentru alte secțiuni, cum este cea dreptunghiulară, pro- 
blema începe să se complice. În literatura tehnică, problema răsucirii 
este azi rezolvată pentru numeroase forme de secţiuni, relaţiile finale 
care dau pe 7 şi 0 găsindu-se în diferite tabele. La forme mai complicate 
de secţiuni, studiul analitice devine practic imposibil și el se înlocuieşte 
printr-un studiu experimental. 

Secţiunea eliptică. Pentru elipsa din îig. 8.27, ecuaţia contului este 


Z n n 
ma e 
iar funcția eforturilor unitare 
g y? 
p= pF — r 
Y m( rir 1) (8.62) 


Se aplică relația (8.59) 


r 2 2 
u, =2$ m (rau. 
Pi €e P 
'Ținind seamă că 
3 
f dA = I, = mat. 
A 4 
3 
f fe TIE e nab ; 
A 4 
| dA = zab, 
A 
rezultă 
cab vab 
M, 2m(* + i mab ) zabm 
, M, 
m = — 
nab 
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Componentele efortului unitar sint 


2 oma 2Mg Mg 
e da a mad 2I, 


(8.63) 
=. dy 2my 2My Ma 
op pe ma 21, 


Se observă că în lungul axelor z și y, fig. 8.27, cele două componente 
ale lui = variază liniar. Valorile maxime sînt lîngă contur 


Ma 2M, 
E i 
(8.64) 
: O Mb__ 2, 
Teams = — oy T nab? 


Cel mai mare efort unitar din secțiune este Tze mar în punctul cel mai 
apropiat de centru, situat pe contur. Pe o direcție oarecare OC, raportul 
celor două componente este 


Tis 2 E 


adică are o valoare constantă. Rezultă că pe linia 00 efortul unitar are 
direcție constantă, paralel cu tangenta la contur în punctul 0. 
Pentru studiul deformației, se aplică relația (8.61) 


1 fay 92) 1 m (i 2) 
9 eF 2G p a 
p ma t-d) u, +t _ _ M, 
STO epa mad ab naba 
a? + b2 


Expresia de la numitor se notează 
vab? GQ At GA 
ab qm IL, OL 
şi poartă numele de rigiditate la răsucire. Se vede că GI, + G1,, cele două 
mărimi fiind egale numai la secţiunile circulare și inelare. 

Cu notația de mai sus, 


(8.65) 


Gla =G 


M pp 492 m (8.66) 


Secţiune dreptunghiulară. Pentru bara de secţiune dreptunghiulară, 
solicitată la răsuoire, concluziile studiului lui Saint- Venant pot fi rezumate 
în cele ce urmează, În secţiune, de-a; lungul axelor de simetrie şi de-a lungul 
laturilor conturului, efor- 
ZX MAK turile unitare tangențiale 
variază cum se arată- în 
figura 8.28. Cel mai mare 
efort unitar are loc în apro- 
pierea conturului, la mijlo- 
cul laturii mari, iar va- 
loare sa este 


N 
p: 
| pes ii 


Sim a 
4 A z Tmax = Tue mas = T Fă 
(8.67) 


ei 
=] 
ZI 
T 

c 

on 

ut! 

t 


La mijlocul laturii 
mici, efortul unitar este 


Taz max = Y*Tyamare (8.68) 


= 


Unghiul de răsucire 

specifică este 
H, 

Bu 

Coeficienţii-e, B, y, funcţie de raportul k/b, sînt daţi în tabelul 8.1. 


Numitorul relaţiei (8.69), care se poate nota GI, = Bhb*G, este righ 
ditalea la răsucire a barei. 


= (8.69) 


Tabelul 8.2 


— 1,00 | 1,50 | 1,75 | 200 | 250| 3141 o| s | 10 | co 

a 0,208 0231] 0,289] 0,246] 0,258] 0,267] 0,282] 0,299] 0,3071 0,313 0,333] 

B 0,141|_0,196)_0,214| 0,229] 0,249| 0,263| 0,281] 0,299] 0,307| 0,313] 0,333 

Xy 1.000] 0,859|:.0,820| 0,795 0,70] 0,753| 0,743] 0,243! 0,742] 0,742] 0,742 
PROBLEME 


8.10. Un arc elicoidal cu n = 10 spire are raza de întășurare R = 5 cm şi suportă o forță 
P = 100 daN. Se cere să se dimensioneze arcul avind za = 5 000 daN/em: şi să se calculeze. 
săgeata, în două alternative: a) spira are secţiune circulară; b) spira are secțiune pătrată, 
Momentul de răsucire este 


Mi= PR = 500 daN. :em. 
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Dimensionarea spirei de secţiune circulară dă 


3 3 S 
16M; 16-500 z 
d vete 70 0,798 cm. 
Ta = 5 000 
Sc ia d = 8 mm, 


La firul de secţiune pătrată, formula (8.67) dă 


= 3 a= 0,208, 


de unde 


— PAE ERA 
Mi 500 
aa 0,208 + 5 000 


a = Smm. 


3 
0,783 em. 


Se ia rotund 


Dacă se compară secțiunile rezultate din calcul inainte de rotunjire 


zd? m: 0,798? ` 
Ae 4 4 
S= = 0,815, 
åp e 0,7332 


se vede că secţiunea circulară este mai economică, necesitind mai puţin material. 
Pentru arcul avind spira de secțiune circulară, expresia săgeţii este 


64 PR?n 


Gas 
Făcind să apară in această formulă răsucirea specifică 


Me 32M, 32 PR 
Glip zGd? zGd 


> 


se obține 
[= 27 nR20. 


Această formulă este valabilă pentru orice fel de secţiune. Trecînd Ia aplicaţia numerică, 
rezultă : îi 


— pentru spira de secţiune circulară 
32 Me 32+ 500 1 vad 


mGdt  7*850000-0,8% 684 cm 


1 
f= 23,14 10 32. 
: 68,4 


= 23 cm; 


16=c. 1851 241 


— pentru spira de secţiune pătrată, din formula (8.69) se obţine 


Me 500 1 rad 
BaiG 0,141 : 0,8% -850 000 98,2 ` cm 


1 
f= 20 3,14 10* 52 —— = 16 cm. 
98,2 


11. STUDIUL RĂSUCIRII PRIN ANALOGIA CU MEMBRANA 


Pentru secţiuni al căror contur are forme mai complicate care nu pot 
fi exprimate uşor pe cale analitică, stabilirea, expresiei funcției V(y, 2) 
devine imposibilă. Prandil a imaginat o metodă experimentală — analo- 
gia cu membrana — care rezolvă problema în asemenea cazuri. 

Într-o tablă subţire se taie o-gaură al cărei contur are forma, secțiunii 
care este solicitată, la răsucire. Pe acest contur se aplică o membrană 
foarte fină (de exemplu, film de săpun), care astupă gaura. Dacă tabla 
cu această membrană se aşează drept capac al unei cutii, în interiorul 
căreia se realizează o presiune mică p, membrana ia o formă bombată. 
Conturul membranei se află în planul 20y al secţiunii studiate. În urma, 
bombării, un punct oarecare al membranei, de coordonate y, Z, are o 
deplasare æ pe direcţie normală la planul yOz. Dacă deformaţiile œ sînt 
mici, cele două curburi principale ale membranei în punctul considerat 
sînt 

1 9 1 322 


fı ap? P2 3z? 


TȚinînd seama de ectiaţia vaselor cu pereţi subțiri” 
G, O. 
ay SP, 
Pa Ps 


în care p este presiunea din interiorul vasului şi k grosimea peretelui, pre- 
cum şi de faptul că la o membrană subțire şi cu deformajii mici eforturile 
unitare sint egale pe toate direcţiile (o, = cz = o), relaţia de mai sus se 
scrie 


Pi Pz - ch 


Înlocuind curburile şi notînd oh = H (tensiunea pe unitatea de lun- 
gime a conturului, daN/em), rezultă 
de de p 
pe. 10 
ôy? 022 H (8.70) 


1 Această ecuație se va stabili în capitolul 15, 
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Se obseřvă analogia perfectă cu relația (8.61) 


De EN toti, 
Oy2 Oe 


Deci deformaţiile z sînt analoage cu funcția eforturilor unitare ọ, cu 


- condiţia, d&-a face analogia 


2. > 200. (8.71) 
H 


Realizind membrana deformată şi ducind o serie de curbe de nivel ale 
ei (2 = const, analog cu V=const, fig. 8.29), analogia, cu condiția, (8.71) 
duce la -următoarele concluzii : 

a) În baza, relaţiei (8.59), momentul 
de răsucire este dat de dublul volumului | 
cuprins între planul conturului şi supra- | 
fața deformată a membranei, | | 

| 
| 


M, >2V= 2( vdd. 
` 4 


b) În orice punct al secţiunii, tan- 
genta la curba de nivel dă direcţia efor- 
tului unitar în acel punct. 

c) Derivatele parţiale ale deformaţiei #= cons? 
æ în raport cu y ṣi z dau componentele 
lui 7. Derivata lui z în raport cu linia 
de cea mai mare pantă, adică panta maximă 2 membranei într-un punct, 
dă valoarea, efortului unitar = în acel punct. Acolo unde curbele de nivel 
sînt cele mai dese, efortul unitar este cel mai mare. 


Fig. 8.29 


12. ANALOGIA CU MEMBRANA APLICATĂ LA SECȚIUNEA 
DREPTUNGHIULARĂ ÎNGUSLĂ 


Se consideră secţiune dreptunghiulară îngustă aceea la care raportul 
laturilor este h/b >4. În figura 8.30, a se observă că, în afară de regiunea 
din vecinătatea capetelor, membrana deformată are forma unui cilindru 
parabolic. Ca urmare, oriunde am duce o linie AB, în afară de vecinătatea 
capetelor, distribuţia eforturilor unitare în lungul ei este aceeaşi; cu 
alte cuvinte, se poate spune că eforturile unitare + sînt constante de-a 
lungul laturilor mari și de sensuri contrare, cum se arată în figura 8.30, c. 
Ecuația diferenţială a parabolei ACB din figura 8.30, a, analoagă cu a 
curbei funiculare, avînd forța orizontală H şi sarcina distribuită p, este 


La AER 


Se integrează de două ori 


da po 
ag T a pl ui 


g= 


pF 


` Figi 8.30 


şi deci 


H g t Ciy + Ox 
Punînd condițiile în origine 


y=0; — = 0, T= Dmaz 


Aplicind ecuaţia în. B, unde 
b 
y = a şi æ = 0, rezultă 


pb 
8H 
Volumul cilindrului parabolic este 


£ 


maz = 


oZ E P L 
3 83 


Înlocuind pe. p/H din relația (8.71) 
. T 
V = 260- E 1 gobh, 
l „12 6 i 


respectiv pe V prin $ M, rezultă 


1 m, = 0 bb 
2 6- 


M, 


(8.72) 


- “Panta,” menibranei deformate: este 


dai. p $ 
— = — -> e} 
| < ay H A 
iar valoarea sa maximă are loc în margine, la y = + 2, 
(E 2.2.. 
ay a H 2 
i Š PORTE i : [ax 
Făcind substituţia (8.71) şi 3 — Tmaz rezultă 
iti dy max 
znas = 260 -Ż = GOD a : 
2 Z 2) 
i 3 


13. RĂSUCIREA PROFILELOR DESCHISE SUBȚIRI 


(8.73) 


Dacă bara solicitată la răsucire are forma unui sector inelar subțire 
(fig. 8.31) se poate aplica, relaţia (7.13), făcînd substituţiile k = re și b = è 


; „n M 
i y mar — 


4. 82 ra 

3 

Pentru un inel complet, însă crestat de-a lungul 
j generatoarei, a = 2r 

: M, 


Trà? 


T" pe a (8.75) - 
= iad, 


Formula (8.73) se poate aplica şi la o cornieră, 
(fig. 8.32), înlocuind pe b prin 3 şi k prin lugimea medie 
2b — ô a aripilor 

M, 
1 
— 92(2b — è 
3 2( ) 


maz = 


printr-o sumă 
M 


Die M 
1 az, 
3 
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Tig. 8.31 


(8.76) 


În general, la un profil deschis, care poate fi descompus într-o serie 
de dreptunghiuri, expresia de la numitorul relaţiei (8.72) se înlocuieşte 


(8.77) 


La stabilirea relaţiei (8.73), expresia, lui 6 a fost înmulțită cu Gb. În 
cazul profilului format din mai multe dreptunghiuri, de grosimi diferite, 
efortul unitar maxim se produce în dreptunghiul de grosime maximă 


M baz 


Tmas = b° Gbmas = 1 
A Zu 
3 


(8.78) 


Așa, de exemplu, la profilul U din figura 8.33, efortul unitar maxim 
are loc în tălpi 
____ Mda 
AOL EEL (8.19) 


Întrucât pe fiecare aripă a-unui profil deschis efortul unitar are, pe 
cele două margini, sensuri diferite, iar pe linia mediană este nul, rezultă că, 


profilele subțiri deschise au capacitate redusă de a prelua momente de . 


răsucire. 


LE, 


Fig, 8.32 Fig. 8.33 


14. RĂSUCIREA PROFILELOR SUBȚIRI ÎNCHISE 


Studiul profilelor subțiri închise, solicitate la răsucire, se poate face 
tot cu ajutorul analogiei cu. membrana. El poate porni însă, mai simplu, 
„de la observarea, secțiunii inelare (fig. 8.34), pe care efortul unitar este 
practic constant. A 

Se serie expresia momentului de răsucire 


m=f Te (A:r = T: 2718, 


A 
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de unde rezultă 


ea He. (8.80) 
2mr28 


Valoarea aceasta este mult mai mică decît (8.75). Ca urmare profilul 
subţire închis poate prelua un moment mult mai mare decît cel deschis, 
de aceeaşi formă şi secțiune. | 

Se consideră un profil subțire închis, de formă oarecare (fig. 8.35), 
avînd grosimea peretelui subţire, constantă sau variabilă. Conform ipotezei 
lui Bredt produsul ză, numit fluwul efortului unitar tangential sau fue de 
Jorfecare, este constant de-a lungul liniei mediane a secţiunii. Luind un 
element de lungime ds, căruia, îi corespunde aria elementară dA = 3.- ds, 
se poate serie expresia momentului de răsucire 


M,= | raar =Í z- ò- rds. 


s 


Scoţind constanta ză de sub integrală, rămine de efectuat integrala 
curbilinie de-a lungul liniei mediane a profilului 


=Z 


Fig. 8.34 
M, =7:3 $ rds. 


Întrucît produsul rds este dublul suprafeţei triunghiului Oab, integrala, 
curbilinie măsoară dublul ariei închise formate de linia mediană a profilului 


$ rds. = 2Q. 
Prin urmare, 


M. 


8.81 
208 ' j 


T 


Relaţia (8.81) se mai poate serie 
M, 


zò = . 8.82 
20 (8.82) 
Efortul unitar 7 este maxim acolo unde grosimea è este minimă ï 
M, 
da - 8.83 
* 730 Spn Sa 


Relația (8.81) sau (3.82) poartă numele de formula lui Bredt. 
Pentru determinarea unghiului de 'răsucire specifică, se va folosi 


expresia energiei de deformaţie. Pentru un element de bară de lungime 1, 


lucrul mecanic produs de cuplul M, este 


U => t 34,0. 
2 


2 


Acesta poate fi exprimat cu ajutorul relaţiei 


dă za 


Întrucît lungimea, barei este 1, rezultă dV = d4-1 și integrala se 
reduce la o integrală de arie, pentru care elementul este dA = 3: ds. Prin 
urmare, 


"AY. 


U = -ò ds. 


|z 

Se înmulteşte și se împarte cu 3 şi se scoate de sub integrală produsul 
7292 = const, iar integrala se transformă în integrală curbilinie de-a lungul 
conturului s al liniei mediane a profilului 


2 -292 
1 a,- 0 2 „pas, 223 ds 
2 4 2G ò 2G è 
Se substituie expresia (8.82) 
mpa d. 
40% è 
şi rezultă 
: M, fä $ 
Eat A 8.84 
4002] 3 ata 


Aceasta este a doua formulă a lui Bredt. 
Ținînd seama, de expresia generală a răsucirii specifice 


M, 


= e 
GI, 
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şi comparind-o cu relaţia (8.84), rezultă formula momentului de inerție 
convenţional la răsucire 


402 | 
Prq (8.85) 


În cazul particular al secțiunii dublu conexe cu grosimea ò constantă 
și lungimea liniei mediane s, relațiile de mai sus devin 


M, . Ms- Să, Să 
Ti = st; 101 a 2) Ca 
= 05 const; 0 = Gai Bă e ? ; 
2 3 az Hz 
jad; (8.86) Ga a] 
s F 
Sh 

Pe baza rezultatelor de mai sus, se poate Fiu, 8.36 


trece la studiul unor secțiuni complexe, for- 
mate din mai multe conturuii închise, cum se întilnese, de exemplu, la 
aripile de avioane. Fie secțiunea din figura 8.36, formată din două con- 
taruri de arii O,, Q., avind grosimi constante 3,, dz, 33, pe lungimile de con- 
tur respectiv 84, Sa; Sa. Se porneşte de la concluzia stabilită mai sus, că în 
tot lungul unui contur închis fluxul efortului unitar, adică produsul 73, 
este constant. Din formulele (8.82) şi (8.84) se poate serie, pentru un 


contur închis, 
2680 = $ = ds 


Pentru conturul FBOF din figura 8.36, avind aria Q4, se serie 
2600, = IS, 73 Sg. i (8.87) 
Analog, pentru conturul FODEF l 
20007 = TaS — Tasg- (8.88) 


Pe de altă parte, s scriind formula (8.81) pentru toate contururile care 
formează secțiunea, rezultă 


M, = 208 + 22T. (8.89) 
Se mai poate obține încă o ecuație, din condiția că fluxul efortului 
unitar este constant pe un contur închis. Pe linia OF se poate considera că 


fluxul de efort unitar 7354 rezultă din diferența fluxului 7,å, al conturului 
din stînga şi a fluxului 7282 al conturului din dreapta ~ 


T1, — Tadg = 73839 
deci 
Ta = aði — Tad, ` (8.90) 
de 
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Sistemul de ecuații (8.87)—(8.90), avînd necunoscutele zi, Ta; Ta 0, 
permite rezolvarea problemei. i 
Făcînăd calculele, se găseşte 


Basah H Besl% + 02) 
2 [81S H- 82835103 Sas + 02)2] 
„asi 0et- ÒS +92) 
2[3 82S] + 82838105 + 88S -t- Q) 
x, 88304, — das Oe 
2[813a3204 H 828a505 A dras, + 02)”]. 
În lucrările de specialitate din domeniul aviației se găsesc generalizări 
ale problemelor: descrise mai sus. 


PROBLEMA 


8.11. Se consideră o secţiune inelară subțire, cu grosimea peretelui 5 şi rază medie r, în 
două variante: cilindru închis și cilindru tăiat pe o generatoare. Dacă în ambele cazuri tubul este 
solicitat prin acelaşi moment de răsucire Mg, se cere raportul eforturilor unitare şi al unghiurilor 
de răsucire specifică. Aplicaţie : r = 103. 

Se notează cu z; 0, mărimile respective la secţiunea inelară închisă şi cu za Oz— aceleaşi. 
la secţiunea inelară deschisă. E - 

Pentru secțiunea închisă, relaţia (8.80) dă 


q= M 


sp = M, (8.91) 


Ta = 


Me 
E zrs 
Pentru secțiunea deschisă, în baza relaţiei (8.75) 
Me 
z = —— . 
2 
zr% 
3 
Raportul celor două valori este 
$ = 3r 
= 30. 
zi è 
Unghiul de răsucire specifică la secțiunea închisă este dat de relația (8.86) 
Mis M2ar „Me a 
iT IGOS AGRAS mG S 
La secțiunea deschisă, relaţia (8.72) devine 
Mi 
pe. 
2 şa 
— Gr 
3; 


Raportul lor este 


Oa ry 
— = 3| — | = 300. 
6; ( ) 


Exemplul arată cit de mult scade capacitatea de rezistență Ja răsucire a unui tub dacă este 
tăiat în lungul unei generatoare. 
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CAPITOLUL 9 


TEORII DE REZISTEN 


1. CONSIDERAŢII GENERALE 


O bară făcută dintr-un material cu rezistenţa la rupere 6, solicitată 
la întindere, se va rupe atunci cînd efortul unitar atinge valoarea op. 
Concluzii la fel de clare rezultă dacă este vorbă de atingerea limitei de 
curgere c, a limitei de elasticitate c,; acelaşi lucru se poate spune în 
cazul unei solicitări la compresiune, la îricovoiere, la încovoiere cu forță 
axială. ai i 

În aplicațiile tehnice există numeroase piese, supuse la, stări plane 
sau spaţiale de eforturi unitare, la care un răspuns de felul celor citate 
este gret de dat. Dacă într-un element de placă există o stare plană de 
eforturi unitare, dată prin eforturile unitare principale cı, cz se poate 
pune întrebarea : la ce valori cı, og se va produce ruperea, curgerea, plas- 
tică ete. ? La, exemplul dat, dacă c, atinge valoarea c,, iar og este inferior 
acesteia, ne putem întreba : această stare de solicitare este mai pericu- 
loasă — sau, din contra, mai puţin periculoasă — decît cea de întindere 
simplă cu o, = œ? 

La întinderea simplă, efortul unitar c, care poate avea o infinitate 
de valori, cauzează ruperea atunci cînd atinge starea limită c = cr. La 
întinderea pe două direcții, eforturile unitare o, şi gz pot'avea de asemenea 
o infinitate de valori; se pune întrebarea : ce combinație de valori og, Gg 
poate duce la starea limită, deci poate produce ruperea ? 

În lungul timpului, rezistența materialelor s-a străduit să dea un răs- 
puns mulțumitor la această întrebare, care să poată fi confirmat de expe- 
riență. Cum se va vedea, răspunsul nu este univoc. 

S-au stabilit diferite relații matematice, între eforturile unitare prin- 
cipale'— Sı Ga G3 SAU Gi, Gz — corespunzătoare atingerii stării limită. 
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Aceste relaţii poartă diferite denumiri : teorii de rupere, teorii de rezistenţă, . 
teorii ale stărilor limită. Întrucît relaţiile respective sînt bazate pe ipoie- 
zele teoriei elasticităţii, extinderea lor pînă la rupere nu este corectă. În ce 
priveşte stările limită, aşa cum se va vedea în partea, II, cle pot fi definite 
uneori prin eforturi unitare, alteori prin forțe și cupluri. Dat fiind că 
relațiile ce se vor stabili în acest; capitol se xeferă numai la eforturi unitare; 
este mai potrivit a se folosi denumirea, de „teorii de rezistență”. 

În cele ce urmează se va lua drept stare limită atingerea unei anumite 
caracteristice a materialului, naturală (limita de curgere, de elasticitate, 
de proporţionalitate) sau convenţională (rezistenţa admisibilă) pînă la 
care se consideră aplicabile relaţiile teoriei elasticităţii. Fie, de exemplu, 
această mărime, limita de elasticitate c, (putind fi înlocuită, după nece- 
sitate, prin Ges Gps Ga) 

Pontm formularea teoriilor de rezistență se porneşte de la observația 
că, la întinderea simplă, atingerea limitei de elasticitate poate fi constatată 
cantitativ, prin atingerea oricăreia din mărimile : 

— efortul unitar de întindere: ce; 

— lungirea specifică: e, = c/E; : 

— efortul unitar tangenţial, pe o secţiune înclinată cu 45 faţă đe 

axa barci: te = 6,2; 

— energia de deformaţie pe : unitatea. de volum: Up = 0;/2E 3 

— energia de deformaţie pe unitatea de volur, pentru variația formei, 
obţinută din (8.56), făcînd . i 

o = 6220, o3 = Ca Uy= a+ v)o2E. 

Teoriile de rezistență stabilesc relații între eforturile unitare cı, 
Ga, Ga, Care duc la atingerea uneia sau alteia dintre cele 5 mărimi caracte- 
ristice ale stării limită. Prin aceste relaţii se stabileşte un efort unitar 
echivalent cen al stării plane sau spaţiale, care permite compararea cu 
efortul unitar la starea, limită de la întinderea simplă,- ce. În wma deter- 
minării efortului unitar echivalent, dacă se ia drept stare limită rezistența, 
admisibilă, relaţia de verificare este e Tra 


C Gen L Sa si A (9.2) 


2. TEORIILE CLASICE DE REZISTENȚĂ 


a TEORIA EFORTULUI UNITAR NORMAL MAXIM 
În baza, acestei teorii, starea limită se atinge atunci când efortul unitar 
masim din corp atinge valoarea efortului unitar al stării limită. de la solici- 
tarea de întindere simplă. De exemplu, limita de elasticitate în corpul 
supus stării spațiale se atinge, dacă joi] > losl: atunci cînd 


01 = Oe 
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| 
| 
| 
| 
| 
| 


Rezultă deci că efortul uniter echiralent, după tegria I de rezistenţă, este 


Cer = Gu. (9.2) 

S-au făcut; încercări pentim verificarea, acestei teorii. Conform ei, 
vuperea ar avea. loc atunci cînd a, = c, Încercindu-se pietre, care la 
compresiune monoaxială au rezistența de rupere cji, s-a constatat Că 
supuse la presiuni hidrostatice (adică o, = oz = c, = p), rezistă mult 
mai mult decît la compresiune simplă. Rezultă de aici că singur c; nu poate 
caracteriza corect starea limită a corpului. 


bœ TEGRIA BEPORMAȚIEI SPECIFICE MAXIME 


Conform teoriei a II-a de rezistență, starea limită se atinge atunci 
cînd lungirea specifică maximă din corp atinge valoarea lungirii specifice 
corespunzătoare stării limită de la solicitarea de întindere simplă. Luind 
ca stare limită valoarea limitei de elasticitate, se poate serie ” 


1 
Emas = pla (Ga + sa)]= E 


sau, simplifiind cu E, 


Sı — Y(c2 + a3) == Gea 
Rezultă, că efortul unitar echivalent; după teoria a II-a este 


(9.3) 


Gun = Gi — Y(02 + 63). 
e. TEORIA EFORTULUI UNITAR TANGENȚIAL MAXIH 


Observindu-se, la unele materiale, la încercarea de întindere sau 
compresiune, că fisurile apar pe secțiuni la 45° — unde este maxim — 
şi nu pe secțiuni normale, s-a emis ipoteza că ruperea se datoreşte atin- 
gerii unor valori naximale ale eforturilor unitare tangenţiale. În baza 
acestei teorii, starea limită se atinge cînd efortul unitar tangential mawim 
atinge valoarea efortului tangențial corespunzător stării limită de la, încer- 
carea de întindere simplă. Luînd ca stare limită pe ce, căreia îi corespunde 
T, = c,[2 şi ţinînd seama, de relaţiile (8.23), care dau 5 


Tmas = 


se poate serie 


«cea ce arată că efortul unitar echivalent, după teoria a III-a, este 


Gun = 61 — 63: (9-4) 


d. TEORIA ENERGIEI TOTALE DE DEFORMAȚIE 


Conform acestei teorii, starea limită se atinge atunci cînd energia de 
deformație specifică egalează energia specifică corespunzătoare stării limită 
de la întinderea simplă. Folosind relaţiile (8.52) şi (8.54), se poate serie 


e SARE e IE EL | 2 
= (ai + oi + 63) — 2 (ace F G203 + osa) = Se? 


respectiv, după simplificăril, rezultă, după teoria IV de- rezistență 


Gech =V + 63 + o3 — 2w(o162 + 6203 + 6301) (9.5) 
e TEORIA ENERGIEI DE VARIAȚIEA FORMEI 


Experiențele făcute au arătat că, pentru metale tenace, teoria energiei 
de deformație (teoria a IV-a) concordă destul de bine cu realitatea, în 
a Gt oto 

cazul cînd peace ae es >0. Pentru cazul p < 0, se folosește va- 
- vianta Huber-Hencky- Mises a ipotezei energetice, care ia în considerare 
numai energia de variație a formei. Întrucît p < 0, la starea de solicitare 
monoaxială este vorba de compresiune simplă, deci în relaţia (8.56) se 
păstrează numai og iar cı = 02 = 0 ceea ce fade să se obţină (la limita, 
de elasticitate) $ 


i+v 


Us = 
1 6E 


-2 2. (9.6) 


Criteriul stării limită se obţine prin egalarea relaţiilor(8.36) şi (9.6) 


1 + v 


2 2 1 ` 
ap Mor — oat + (0 at (ss — al = ad, 
«le unde rezultă teoria V de rezistență, 
3 A 
Grea = E Lor — a)? + (02 — 63)? + (aa — au]. (9.7) 
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e ra 


PR NNE Si E Sg A 


3. APLICAREA TEORIILOR DE REZISTENȚĂ LA STĂRI PLANE 
DE EFORTURI UNITARE 


Făcind, în relaţiile de mai sus, o; = 0 și caracterizind starea plană, 
prin eforturile unitare principale oz, Gz; relațiile cre dau eforturile unitare 
echivalente devin 


Gecn = Ga (í) 
Cen = 61 — YOz (11) 
Gen = C1 — Ga (II) (9.8) 
ecn = y oi + 03 — 2Y6102 (IY) 
Gen = Vo + 0 — c10 v) 


Înlocuind valorile lui c, și oz şi folosind condiția (9.1), se poate face 
calculul de rezistență al piesei. 


Bgalind valorile date de relaţiile (9.8) cu limita, de elasticitate, rezultă 


0 = Se a) 
de; (EI). 

64 — Gz = Ge i (II) 
TES Daca. = o (Iv) 
VAF n= op D 


Locurile geometrice ale combinațiilor a. c care satisfac aceste 
condiţii au fost reprezentate în fig. 9.1 și anume: 

— pătratul A BOD al ipotezei I; 

— rombul LNMP al ipotezei II; 

— exagonul neregulat E BFGCHE al ipotezei III ; 

— elipsa ERFGSHE a ipotezei IV; 

— elipsa PBFGOHE a ipotezei V. : 

Se vede că în punctele de pe axe, adică la întindere sau la compre- 
siune simplă, toate ipotezele de rezistenţă coincid. Suprafața hașurată, 
interioară reprezintă stările plane c}, o2 care nu depăşesc limita de elastici- 
tate, după toate ipotezele; analog, suprafaţa, haşurată exterioară repre- 
zintă stările care, după toate ipotezele, duc la depăşirea limitei ce. Supra- 
fața albă reprezintă zona în dispută între diferitele teorii de rezistenţă... 


1 Fiina vorba de stare plană, în relaţia (9.4) s-a înlocuit o, prin Gz. 
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Este interesant să se aplice relaţiile (9.8) pentru o stare plană parti- 
culară, forfecarea pură, lucu ce se realizează substituind 


Luînd pentru ca valoarea limitei de elasticitate, Ger = Ce reln- 


şiile de mai sus vor da limita: de elasticitate la forfecare, =, 


(I) a= rt; Ti = 6, 
(UD a=s+ws; m = SE = 017 o, 
1 + v 
(II) ce =7 g] Te c./2 = 05 a (9.5) 
(IV) o = PERENE; e Te = 0,62 o, 
Va +») 
(V) o =YP PEP); e Te = 0,577 o, 


f Coeficienții 1; 0,77 ; 0,5; 0,6; 0,577 reprezintă abseisele punctelor 
F, T, X, U, V din figura 9.1. Solicitarea de forfecare pură, c} = — o 
este reprezentată de punctele de pe diagonala AOD a fig. 9.1. 


N 
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Admiţînd că relațiile din teoria elasticității folosite la formularea 
celor cinci teorii de rupere pot fi extinse pînă la imita de curgere, se pot 
scrie, analog formulelor (9.9), expresiile limitei de curgere la forfecare 


(I) Te = cc; (II) se = 0,17 o, 


(III) te = 0,5 ce; (IV) te= 0,62 oc; (Vire = 0,577 ce (9.10) 

Aceste expresii arată că folosirea uneia sau alteia dintre ipotezele de 
rezistență, la verificarea unei piese supuse unei stări complexe de eforturi 
unitare, duce la rezultate destul de diferite. În stadiul actual al cercetării 
ştiinţifice, există o serie de alte variante ale teoriilor de rezistență, apro- 
piate în special de teoria a III-a sau a IV-a. Unele dintre acestea se găsesc 
expuse în lucrarea [88]. 

Experiențele au arătat că pentru materialele tenace există o concor- 
danţă destul de bună cu teoria a III-a sau cu a V-a, (Huber-Hencky-M ises). 
Din acest motiv, cele două teorii sînt preferate la studiul materialelor 
tenace. Din contra, pentru materiale fragile, se preferă aplicarea teoriei 
a I-a. 

Relațiile (9.8) se aplică la calculul oricărei piese supuse unei stări 
plane de eforturi unitare : bară, placă, tub cu pereți groși ete. În cazul 
particular al barelor, la care există numai eforturi unitare o = oz de-a 
lungul axei și T = Tay în secțiune, cele două eforturi unitare principale sînt 


mnd iy +4, 


care, înlocuite în (9.8), transformă aceste formule în 


To= 
our = H7 Voti < ca (i) 
San = 0,350 + 0,65/ PFE S oa (UI) 
(9.11) 
Cun = Y PFET S ca (II) 
Cen = Vo? F 2,672 S oa : (V) 
Sar = V PFI S oa V) 


4. TEORIA STĂRII LIMITĂ A LUI MOHR 


După cum s-a arătat în capitolul anterior, starea de eforturi unitare 
pe o suprafață oarecare din: interiorul unui corp poate fi reprezentată 
prin coordonatele c, = ale unui punct oarecare din zona hașurată a figurii 
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9.2. În baza teoriei a III-a, de rezitenţă, starea limită este definită de efor- 
tul unitar tangențial maxim . 


— Si a 93 
2 2 3 
deci este independentă de valoareă 
efortului unitar principal o. Prin 
urmare în definirea stării limită 
interesează numai cercul de dia- 
metru maxim, cı — Oş; GU Cen- 
trul 04. Efortul unitar tangenţial 
maxim este ordonata punctului B. 
Prin urmare, se zice că B este pun- 
ctul caracteristic al stării limită. 
Se consideră, în figura 9.3, o 
serie de cercuri ale lui Mohr (de 
diametru c; — o) care reprezintă 
starea limită, la diferite feluri de 
: solicitări. i 
Fig. 9.2. i Drept stare limită se admite 
$ 3 f atingerealimitei de curgere o, (pînă 
la care se presupune că curba caracteristică este rectilinie). Cercul 03, tan- 
gentlaaxa q, reprezintă o solicitare de întindere simplă, deci segmentul OM 
este limita de curgere la întindere : OM= ca. Analog, cercul C, reprezintă 


Fig. 9.3 


compresiunea simplă, deci ON = ce. Cercul cu centrul în origine, avînd 


Os = — o, reprezintă forfecarea pură. Alte cercuri intermediare repre- ` 


zintă diverse stări limită care duc la atingerea limitei de curgere. Punctul 
O pentru care cercul dispare, reprezintă solicitarea de întindere egală pe 
două direcţii. Linia ABODE, înfăşurătoarea acestor cercuri, reprezintă 
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curba limită în interiorul căreia se pot înscrie toate cercurile care reprezintă, 
stări limită ce duc la atingerea limitei de curgere. e aa ded 

Se consideră, în mod simplificat, că s-ar înlocui curba stării limită 
prin o dreaptă EFD (fig. 9.4), tangentă la cercurile care reprezintă întinde- 
rea simplă şi compresiunea simplă. Pentru o stare oarecare de solicitare 


Fig. 94 


definită prin eforturile unita 


re principale cı, Ga Se construieşte cercul 
cu centrul O, avind raza — > >00 o? 


0F= rr Sa, 
iar abscisa centrului l i 
o0 = 255, 
2 


Efortul unitar tangențial maxim, corespunzător acestei stări de soli- 
citare, este egal cu raza cercului. Se poate stabili o relație între eforturile 
unitare principale oy cs Și limitele de curgere Sce, Geer dată de condiția 
tangentei comune la cele trei cercuri. | 

Considerind triunghiurile asemenea ACH şi ABG, se poate scrie 


CH BG 
OA BA 


respectiv 
OF — AD _ BE — AD 


0A — O00 BO+0A` 
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Făcind înlocuiri, cu notaţiile din figura, 9.4, rezultă, 


91 — S3 Sa „_See Sat 
2 2 2 2 
Sa __ Ca + 93 Oce oa ? 
2 2 2 +t 2 


„iar după simplificări se obține 


În această relație, a, intă imi 
TAR aeo a tie, cu reprezintă starea limită pentru încercarea 
întindere simplă, luată aci egală cu limita de dirgara Oa urmare pia 
înții al relaţiei este efortul unitar echivalent stării limită i 


| Cech = Oz — 33 
Oce 
sau, notînd constanta 
E = oal Ses : i (9.12) 
se obţine relaţia, lui. Mohr 
Cen = 6 — Koz- (9.13) 


În cazul particular cînd 
materialul are limite de curgere 
egale, K =.1 şi relaţia (9.13) se 
traiistormă în relația (9.4) a, te- 
oriei a III-a; de rezistenţă, iar li- 
nia stării limită devine paralelă 
cu axa Oc, ca în figura 9.5. 

Pentru solicitarea de forfe- 


care pură, făcînd o, = — o= 
= T ȘI Cen = Gu relația. (9.13) 
| devine 
Fig. 9.5 E o = (1 +E); = Ga, 
1-+K 
(9.14) 


În mod analog relaţiilor (9.11), pentru o b icitată pri i 
EE en sapa dp ni TS ( A )p o bară solicitată prin etorturi 


1—-K ,1+K 
Cer = +a FEF S oa (9.15) 


2 
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5. VERIFICAREA ŞI DIMENSIONAREA BARELOR SUPUSE LA EFORTURI UNITARE 
NORMALE ŞI FANGENȚIALE 


În aplicaţiile inginerești se întîlnesc numeroase piese în care solicită- 
rile produce simultan eforturi unitare normale şi tangenţiale. Arborii, 
solicitaţi la încovoiere și răsucire, constituie exemplul tipic în acest sens. 
Astfel de piese se verifică cu ajutorul expresiilor eforturilor unitare echi- 
valente, stabilite anterior. 

Prima, etapă de calcul o constituie determinarea separată a eforturilor 
unitare o şi t. Acestea, pot rezulta din solicitări simple, fiind calculate cu 
relațiile cunoscute, sau chiar din solicitări compuse : 


Pentru eforturi unitare normale 


Pentru eforturi unitare tangenţiale 


u M TS M 
TtT = — sau Tt =—~ sau t = — sau tT =- ——, 
bI Ws Wa bI Wa 


În aplicarea acestor relații sau altora similare, se va ţine seama de 
valorile pe care le au eforturile unitare în punctul din secțiune considerat, 
precum și de semnele lor. 

După ce s-au aflat valorile de calcul pentru o şi + în punctul consi- 
derat, se aplică una, din relaţiile de verificare ale teoriilor de rezistenţă 
(9.11). 

Este de observat că relaţia (III), bazată pe ipoteza efortului unitar 
tangenţial maxim, se mai poate serie 


“ INE JG FAA <n O). (9.16) 


În general, piesele supuse la solicitări compuse ce dau eforturi unitare 
o şi vse dimensionează în mod aproximativ la una din solicitări — cea 
predominantă — şi apoi se verifică pe baza teoriei de rezistență. 

În cazul particular al arborilor de secţiune circulară, solicitaţi prin 
moment; încovoietor şi moment de răsucire, relaţiile (9.11) pot fi transfor- 
mate uşor în relaţii de dimensionare. 

Fie, de exemplu, relația teoriei I de rezistenţă, în care se face Sen = Ga 


oa=0,50 + AA + 4r? 
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Se exprimă eforturile unitare o şi + 


a MM a MMM 
wW zas’ W, zd? 23W 
32 16 > 


Se fac substituțiile 


os = 0,5 [Z + IE pa AE J — aer F 
LW tW 4ye III cs 


Se observă că se poate face dimensionarea, 


; 0,5(4 2 
Waa = S EVI EH) — Mu, 017) 
- Oa Oa :' ` 
Rezultă că arborele se dimensionează ici i 
e se dime ază, ca şi cînd ar fi solicitat i la 
omite, cu momentul încodoietor echivalent s definit de rect 
pă cele cinci teorii de rezistenţă, acest moment are expresia, : ti 


Ma = 0,5(M, + VU F H) mj 
„Mu = 0,35 M+ 0,65 F+ I; (0) 
Mu = VBF I} amt. | 918) 
Mu = VW; 40,65 H? o i 
Mu = VW 40,75 M} i [04] 


si ala Buda) de mai sus, al arborilor solicitați la încovoiere şi răsucire 
: iau considerare eforturile unitare produse dë forţa, tăietoare, 


PROBLEME 


9.1, Un arbore de secțiune circulară cu di 
s „ cu diametrul d = 4 cm, este. solici i 
ezite ec vai uni M; şi altul de răsucire M,, egale în valoare iarnă lieet 
acestor două momente, așa ca să nu se ă i sibi 
= 800daN/cm? după teoriile I şi II de rezistenţă. co dăduse cica da gT 


"Fie M valoarea comună a cel E i E 
două ipoteze, este dat de rodia fite momente. Momentul încovoietor echivalent, în cele 


red ai Í i 
Mie = -5 (M+ VU = MU + V2) = 207M o 
Mi = 0,35M -+0,65 VM? + M? = 1,27 M. UD 
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e SI NE Ma e SR 


Modulul: de rezistenţă Ja încovoiere este 
l i ră m: 42 
82 32 
> Se găsește valoarea momentului echivalent capabil 
i Mie = W- da = 6,28- 800 2 5 024 daN cm. 


Valoarea M a celor două momente, în cele două ipoteze, este 


a Mi — 4162 daN- em (93) 
1,207 i 


r 


Mı 


M 
Mu = ri = 3 956 daN: cm. UD 


Se vede că valoarea obţinută după prima teorie este cu 5,5% mai mare decit cea calculată 
cu a doua. Diferenţa este neglijabilă și se poate lua o valoare medie 


M = M; = M, = 4060 daN: cm. 


9,2, Se cere să se dimensioneze arborele din- figura 9.6, solicitat cum se vede pe desen, 
Glametrele roţilor de curea și tensiunile în curele fiind egale, Se dă oa = 800 daN/em? iar 
dimensionarea se va face folosind teoria a III-a de rezistenţă. 

Se consideră în figura 9.7 una dintre roţile de curea, și anume cea solicitată prin forțele 
orizontale. Dacă se face reducerea în raport cu centrul O al roții, sistemul celor două forțe se 
poate înlocui printr-o rezultantă P, aplicată în O, şi un moment de răsucire M, avind valorile 


P == S, + Sa = 900 daN; M = (S; — Sa) = (700 — 200) 75=37 500 daN- cm. 
Forțele verticale de pe cealaltă roată se compun la fel, dînd o rezultantă şi un moment 
de răsucire de aceleași valori, Arborele este deci solicitat printr-un moment de răsucire con- 
stant M; între cele două roţi, o forţă verticală de 900 daN pe roata din dreapta și una orizontală, 
de 900 daN pe roata din stinga. Se construiesc, separat, diagramele de momente încovoietoare 
pentru forţele verticale și pentru cele orizontale. Forţa orizontală P din figura 9.8, a dă in rea- 
zemul ł un moment a * 
Mın = 900: 30 ==127 000 daN - cm 


„8; =700da N 


S= TOdalaW 


P=5+ 52 


e Sp =200daW 


Sp 700da N 
- Fig. 9.6 . Fig. 9.7 
și în reazemul 2 un moment hul, ceea ce dă diagrama momentelor forțelor orizontale din figura 


9,8, b. Forţa verticală P din figura 9.8, c, cu momentul maxim 
900- 80 $ 
My = E E 18 000 daN + cm. 


dă diagrama gin figura. 9.8, d. 
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Se compun apoi diagramele M '7 şi My, spre a găsi secţiunea în care momentul încovoietor 
M; este maxim. Se calculează momentul încovoietoar rezultant în secțiunea 3 
M, = V18 0007+ 13 500 = 22 500 daN- em. 
Se trasează diagrama din figura 9.8, e, care arată că momentul încovoietor este maxim 
în reazemul 1. Se poate calcula acum momentul încovoietor echivalent şi se face dimensionarea 


arborelui 
46 200 daN - cm 


V27 0002 +37 500: 


Mie = VMF M 


E Mie 46200 
Wae = == = 57,75 cms 
ae = "39 i 300 5 


d = 8,38 cm & 85mm. 
9.3. Să se refacă problema precedentă dacă în locul roților de curea sìnt două tobe» 


fiecare de greutate G == 100 daN, și cite un cablu cu tensiunea S = 500 daN. 
De pe tobă se desfășoară un singur fir și tensiunea lui S, aplicată tangenţial, se înlocuiește 


prin o forţă S în centrul roții şi un moment de răsucire 
M, = S: R = 500: 75 = 37 500 daN- cm, 


Diagrama momentelor forțelor orizontale este cea din figura 9.9, b. 


P=900daN 


| | Ps) LL l d e 
(e Să Mn PER Pai + 
e f 
i z y, S+G=60 |% f 
N | EP F & Tah CEE lam | 
M, EE SS Saar aa kil ET 
i l Aa Tam i | 2 
Boo | i | 
Mi e 


| proi 
e rn | Mi | 
| 27005 Zoo | n! 15300 | $ 
P e a 


K 37500 


Fig. 9.8 Fig. 9.9 
Pentru forţele verticale, la schema din figura 9.9, c se calculează reacţiunea V, prin mo- 


mente faţă de 2 
100: 110 — V,- 80 -+ 600: 40 = 0; V, = 437,5 daN. 
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Momentele în punctele 1 şi 3 sînt 
M, = — 100- 30 = — 3 000 daN: cm 


M, = — 100-70 + 437,5- 40 = 10 500 daN - cm. 


Se obține diagrama din figura 9.9, d. Prin compunere, rezultă figura 9.9, e, care arată că 
momentul maxim este în reazemul 1. Se determină momentul încovoietor echivalent 


Mie = V15 300% +37 5002 = 40 500 daN- cm 


şi se face dimensionarea 


d = 8 cm. 


Se observă că la construcția cu tobe, pentru aceeași valoare a momentului de răsucire 
este necesar un diametru de arbore mai mic, cu toate că s-a luat în considerare și greutatea 


tobelor. 


CAPITOLUL 10 


STUDIUL DEPLASĂRILOR PRIN METODE ENERGETICE 


1. ENERGIA POTENȚIALĂ DE DEFORMAȚIE 


a. CONSIDERAȚII GENERALE 


Sub efectul forțelor şi cuplurilor, corpurile solide se deformează. Ca 
urmare, punctele de aplicaţie ale forțelor suferă deplasări, iar planele de 
acţiune ale cuplurilor se rotesc, deci forţele şi cuplurile exterioareprodue 
lucru mecanic. Ctt timp solicitările se află în regim elastic, lucrul mecanic 
produs de forțele exterioare se acumulează, practic în întregime, ca energie 
potențială a corpului deformat. 

Scriind expresiile analitice ale energiei potenţiale de deformaţie, în 
funcție de eforturi, de eforturi unitare sau de deformaţii, se obțin relaţii 
care pot servi la rezolvarea a numeroase probleme, cum sînt: studiul 
deplasărilor şi deformaţiilor, studiul sistemelor statie nedeterminate, 
calculul eforturilor unitare produse de şocuri, probleme de vibrații, sta- 
bilitate etc. i 

Metodele de calcul folosite în diferite capitole ale rezistenței materia- 
lelor, teoriei vibrațiilor, teoriei stabilităţii elastice, bazate pe expresiile 
energiei de deformaţie, poartă numele de metode energetice. În acest; capitol 
se studiază modul de calcul al deplasărilor şi deformajţiilor, în sisteme static 
determinate, prin metode energetice. În capitolul următor 
metodele energetice se vor aplica la studiul sistemelor static nedeterminate, 
iar ulterior, la probleme de stabilitate. 
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În prealabil, se vor stabili expresii generale ale energiei de deformaţie, 
funcţie de eforturi, pornind de la relaţiile obținute în capitolele 2, 5, 7 


b EXPRESIILE ENERGIEI IN FUNCȚIE DE EFORTURI 


„_. Pentru barele solicitate prin forță axială, moment încovoietor sau 
moment de răsucire, se cunosc expresiile. (2.19), (5.32), (7.20) ale energiei 
de deformaţie $ i 


={ Mda, an ! Mide, _¢ Mide 
o 2BA ’ f, 2EI ? f, 261, 


Ultima relaţie se serie, pentru bara cu secțiune de formă oarecare, 


pop Mae, 
), 201, 


În mod analog se stabileşte o expresie a energiei de detformaţie acu- ` 
mulată datorită forțelor tăietoare : 


i 2 
0 =$ p Tae 
o 2GA 


unde k este un coeficient care ţine seama că eforturile unitare t nu se 
distribuie uniform pe secțiune. Valoarea acestui coeficient pentru o anu- 
mită formă de secţiune se poate stabili pornind de la formula: lui Juravski. 
Pentru dreptunghi, k = 6/5, iar pentru cerc, k = 10/9. 

Ca, urmare, în cazul cél mai general de solicitare, energia de deforma- 
ție acumulată de o bară dreaptă este 


N2da Tede Mås wa 
f, : i +f iZ. (10.1) 
Li 


2BEA + 2GA +i 2BI 2GIa 


Evident, dacă M, şi T au componente pe ambele axe din secțiune, 


- expresia, (12.1) ia forma mai generală 


+ 


v=} N2da N i me | k TA í, e | 


2BA ” GA & RA 


M2 à M? 4 
HEJ í zde 3 (10.2) 


5 f, 281, 2Q1, 
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Pentru bara curbă, elementul infinitezimal dz se înlocuieşte prin ds. 
Pentru un sistem de bare, se face însumarea integralelor 


N?ds 72 ds 172 ds Mds 
Y = K v Ie z Li 
5f, aa 5) id ATR), i za t E), 201, 
Mds Mọ ds 
ai deasă $ 10.3 
t f, 2BI, > f, 2GI; 0) 


unde integralele se înţeleg de-a lungul fiecărei bare, iar însumările pentru 
toate barele. De menţionat că atunci cînd expresia analitică (ecuaţia) a 
unui efort; se schimbă pe diferite intervale ale unei bare, integrala se 
înlocuieşte printr-o sumă de integrale cu limitele corespunzătoare inter- 
valelor. i 

În aplicaţiile practice, nu se folosește expresia generală a energiei 
sub forma relaţiilor de mai sus, deoarece : : 

— de cele mai multe ori unele dintre componentele eforturilor sînt 
nule; : 

2 energia acumulată prin unele solicitări este cu totul neglijabilă 
față de cea datorită altor solicitări ; de exemplu, energia datorită forțelor 
tăietoare este de obicei neglijabilă ; cea datorită forțelor axiale este negli- 
jabilă față de cea datorită momentelor încovoietoare etc. : 

Prin urmare, la barele solicitate la eforturi M, T, N, de obicei se 
ia în considerare numai energia de încovoiere. 


c. EXPRESIILE ENERGIEI ÎN FUNCȚIE DE DEFORMAȚII 


Uneori este necesar să se exprime energia în functie de deformaţii. 


La bara solicitată prin forță azială constantă, dacă se notează deformația 


` în mod prescurtat Al = ă, se poate serie 


Nde NAI NP i EBA EA: & (10.4) 
í, 2EA 2BA EA 2A 2 i 
Pentru bara, solicitată la încovoiere, folosind relaţia, 
2 
u=- u”, 
dg? 
expresia energiei devine 
M2 2a X2 
U f ido. f 2I Ẹ A dz. (10.5) 
, 2BI ız 2 da? 
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2. LUCRUL MECANIC AL FORȚELOR EXTERIOARE 


Să presupunem că asupra unei bare drepte se aplică o forță de întin- 
dere, a, cărei valoare creşte progresiv de la zero pînă la P. De asemenea, 
considerăm că relaţia între forța P şi lungirea corespunzătoare Al=ù este 
liniară, adică se poate scrie : ` î 

$ = PL = kP. 
BA 


Conform. definiţiei din mecanică, lucrul mecanic elementar al unei 
torţe P, corespunzător unei deplasări dł a punctului de aplicaţie, este 


aL = P- di = P - dl cos «, 


unde « este unghiul între direcția forței şi cea a deplasării. În cazul barei 
solicitate la întindere, cos œ = 1, iar dl = dò, aşa că se poate serie 


dL =. P - dè = P-hdP. 
Prin integrare, rezultă 
| z=ţ Lp ap =H. (10.6) 
Relaţii de această formă se pot serie şi pentru ale solicitări simple. 


Astfel, la bara din figura 10.1. momentul încovoietor este constant și ener- 
gia acumulată este 


_¢ Mar Mg 
f, 2BI  2BI 


La rîndul său, unghiul în capătul liber al barei este 


_ Mad 
BI 


ceea, ce face ca lucrul mecanic al cuplului exterior M să se serie 


AE Te K; (10.7) 


Analog, pentru bara din figura 10.2 se poate serie 
M = — Pg 
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i 2m2 x 
=f arsin; jafi 
, 227 621  3EI 
pe BA 
2 


Fig. 10.1 Fig. 10.2 


Dacă asupra unui arbore se aplică un cuplu exterior de răsucire M, 
care produce o deformație Ag, lucrul mecanic este 


a Ma: Ao, 
2 


L (10.9) 


În consecinţă, în toate cazurile în care relaţia între forța sau cuplul 
exterior şi deformația corespunzătoare este liniară, iar aplicarea sarcinii 
se tace static, lucrul mecanic al forței exterioare — egal cu energia de defor- 
majţie acumulată — are o expresie de forma (10.6) — (10.9). 

Astfel de expresii se interpretează grafic prin suprafaţa triunghiului 
OAB din figura 10.3. sie 

i cazul cel mai general, cînd forțele, cuplurile şi deplasările sînt date 
prin proiecţiile lor pe axe, lucrul mecânic al forțelor exterioare are expresia 


D= ggu + Yo + Zw) +> K Maos + Myg + Meg). (10-10) 


w| = 


Trebuie observat că existența unei relații liniare între forța exteri- 
oară și deplasarea corespunzătoare nu este acelaşi lucru cu relația liniară- 
între eforturi unitare și deformaţii specifice (legea lui Hooke). 


3. TEOREMELE RECIPROCITĂȚII LUCRULUI MECANIC ŞI DEPLASĂRILOR 


Se consideră că asupra unui corp elastic se pot aplica două stări - 


succesive de solicitare, produse de două grupe succesive de sarcini. 


Aplicînd asupra corpului prima stare de solicitare, punctele de aplicaţie 
ale forţelor suferă deplasări, deci forțele produc lucru mecanic, iar corpul 
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acumulează energia La. Cei doi indici identici arată că este vorba de lucrul 


„mecanic datorit forțelor din prima stare de solicitare şi deplasărilor din 


prima, stare. Pe corpul astfel deformat se aplică a doua grupă de forţe, 
deci à doua stare de solicitare, care cauzează a doua grupă de deplasări. 
Ca urmare, forţele din a doua stare pro- î 
duc, corespunzător deplasărilor produse 
de ele, lucrul mecanic Lez. În âcelaşi tirăp 
însă, forțele din prima stare, care se aflau 
aplicate pe corp, produc, datorită deplasă- 
rilor produse de a doua stare, lucrul me- 
canic Luz. În total, după aplicarea celor 
două stări succesive de solicitare, energia 
acumulată de corp, egală cu lucrul me- 
canic al forţelor exterioare, este 


0 B z 
La + La + Larg DERF 
Schimbînd ordinea de aplicare a sar- - Fig. 10.3 
cinilor — deci începînd cu a doua şi apli- 
cînd același raționament, rezultă lucrul mecanic total 


Loz + La + Da 


- unde Ly este lucrul mecanic datorit forțelor din a doua stare şi deplasărilor 


produse de prima. | 
Este evident că lucrul mecanic total este acelaşi, independent de 
succesiunea, aplicării sarcinilor, ceea ce duce la relaţia, 


Dau (10.11) 


Această. egalitate exprimă teorema reciprocităţii lucrului mecanic sau 
teorema lui Betti care se formulează astfel : dacă asupra unui sistem defor- 
mabil se aplică două stări de încărcare succesive, lucrul mecanic efectuat 
de forțele (și cuplurile) din prima stare cu deplasările (săgeți şi unghiuri) 
din a doua este egal cu lucrul mecanic efectuat de forţele din a doua stare cu 
deplasările din prima stare de încărcare. 

Ca aplicație a teoremei reciprocității lucrului mecanic, se va deter- 
mina, la bara din figura 10.4, a, săgeata la mijlocul deschiderii dintre 
yeazeme. În asemenea cazuri se ia drept primă stare de încărcare cea reală 
a barei, iar drept a doua stare. (fig. 10.4, b) se aplică o forţă egală cu 
unitatea, în secțiunea unde urmează a se afla săgeata. 

În afara, celor două forțe (P și 1) bara mai are reacţiuni, care însă 
nu produc lucru mecanic deoarece reazemele nu se deplasează. i i 

Lucrul mecanic, al: forțelor din. prima, stare — adică al forței P — 
cu deplasarea, corespunzătoare de la a doua stare este . 


Lg = —Po.. ii 
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Analog, forţa unitară de la a doua stare cu deplasarea din dreptul ei 
de la prima stare dă : - 


La = — af. 


Fig. 10.4 


Semnele minus se datorese faptului că forța unitară s-a luat de sens 
contrar săgeţii f, ceea, ce face ca și v să fie de sens contrar lui P. Bgalin 
cele două expresii, rezultă i 


f= Po. 


La rîndul său, săgeata v din figura 10.4, negativă, se calculează 
destul de uşor. Conform formulei (6.29), unghiul pe reazem este 


A 
16 EI 


ọ=-—iİ 


Cum consola este neîncărcată, în afara reazemului fibra medie defor- 
mată este dreaptă, deci 


PE SER Va 
? = — Tea 
şi în consecință 
Pla 
= Po = — . 
f 16 EĻ 


În cazul cînd se caută unghiul de rotire într-o secțiune, în a doua stare 
de încărcare se aplică, în secțiunea respectivă, un cuplu egal cu unitatea. 

Mult mai importantă în aplicaţiile care vor urma este teorema reci- 
procităţii deplasărilor. 

Se consideră aceeași succesiune de încărcări ca la demonstrarea 
teoremei reciprocității lucrului mecanic. De astă dată, se ia o bară simplu 
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xezemată la capete, ca în figura 10.5, la care prima stare de încărcare este 
formată din forța P, aplicată în secţiunea 7 (fig. 10.5, a). A doua: stare, 
suprapusă peste prima, este formată tot de o forță P, aplicată în secțiunea, 
2, ca în figura 10.5, b. Se notează: . . 

Va — săgeata, în secţiunea 7, datorită primei stări de încărcare ; 

va — Săgeata în secțiunea 2, datorită primei stări de încărcare ; 

vı — Săgeata în secţiunea, 1, datorită celei de-a doua stări de încărcare ; 

Və — săgeata în secțiunea 2, datorită celei de-a doua stări de încăr- 

care. 


Pentru prima stare de încărcare, lucrul mecanic produs de forța P 
aplicată static este, conform formulei (10.6), 


1 
Lu = 3 Pon. 


După aplicarea celei de-a doua stări, se adaugă lucrul mecanic, con- 
form figurii 10.5, b 
i 1 
La + ia = 3 Pon + Por 


Ultimul termen nu conține factorul 1/2, întrucît; forţa P din secţiu- 
nea 1 se află pe grindă şi parcurge, cu întreaga sa intensitate, drumul 


Fig. 10.5 


Vız. Ca urmare, la finele stării adoua, energia totală acumulată de bară este 
1 1 
= = Po, + — Pv, Pvg 
g ut fe + P og 


Schimbînd succesiunea stărilor de încărcare şi egalind energiile, se- 
ajunge la exprimarea teoremei reciprocității sub forma 


Po = Poz, 
respectiv 
Dig = Var (10.12) 
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Relaţia, (10.12) poartă numele de teorema reciprocităţii deplasărilor 
sau teorema lui Mazwell şi se interpretează, în baza figurii 10.6, astfel : 
deplasarea produsă în secţiunea 1 a unei bare cînd o forță oarecare este apli- 
cată în secjiunea 2 este egală cu deplasarea produsă în secțiunea 2 când 


Fig. 10.6 


aceeași forță calcă în secțiunea 1. Ambele deplasări sînt măsurate pe direc- 
viile forţelor respective. i 
Întrucât în relaţia (10.12) mărimea forței P a dispăruț, aceasta poate fi 
luată egală cu unitatea, iar teorema se mai numeşte ṣi teorema recipro- 
täții deplasărilor unitare : de- 
plăsarea, produsă în secțiunea 
1 a unei bare, pe direcția for- 
ței care se va aplica în acea- 
stă secțiune, de către forța 
unitară aplicată în secţiunea, 
2, este egală cu deplasarea pro- 
dusă în secţiunea 2 de forţa 
-unitară aplicată în secţiunea 7. 
4. STUDIUL DEPLASĂRILOR 
- PRIN METODA 
MOHR —MA XWELL. METODA 
DE INTEGRARE 
A LUI VERESCEAGHIN 


Se consideră bară din fi- 
gura 10.7, solicitată printr-un 
sistem oarecare de forțe apli- 
cate de-a lungul axei sale și 

Fig. 10.7 . „se caută deplasarea pe direc- 
; ` Ri i ţia axei a unui punct oare- 
care, de exemplu a capătului B. Problema se poate rezolva pe baza teo- 
remei reciprocităţii lucrului mecanic. În asemenea, cazuri se ia, ca primă 
stare încărcarea reală a barei (fig. 10.7, a), iar ca stare secundă se aplică o 
forță egală cu unitatea, în secțiunea şi pe direcţia deplasării căutate 
(fig 10.7, b). ` 3 
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Asupra unui element infinitezimal din bară, dz, acţionează, în prima 
stare, forța axială N (fig. 10.7, c), iar în a doua stare o forță axială n (fig. 
10.7, d), care în cazul de faţă este egală cu Z (neglijind greutateaproprie) 
dar în cazul general are o valoare oarecare n. Se va exprimaluerul mecanic 
AL, pentru elementul dz. Acest lucru se datorește forței N de la prima 
stare şi deplasării produse de forța ù de la a doua stare, care se poate serie 


Ada) 222. 
BA. 
Ca urmare 
i Nn 
dL = N A(da) = da. 
12 (dv) BA a 


Integrînd această expresie pentru întreaga bară, rezultă 


EA 
BA 


dg, 


Lie =f 


unde N este forța axială într-o se- . 
cțiune curentă datorită încărcării 
reale a bazei, iar n forţa axială 
în secțiunea curentă, datorită sar- 
_cinii unitare aplicată în punctul 
şi pe direcţia deplasării căutate. 

Se va serie acum lucrul me- 
canic La. Conform figurii 10.7, a 
şi b, acest lucru mecanic este 


Lu =1:5=3. 
Aplicînd teorema, reciprocită- 
ţii rezultă 


Nn 
è = \ — ds.. (10.13 
(za (10.13) 


În mod cu totul analog se 
poate aplica teorema reciprocită- 
ţii la o bară solicitată la încovo- 
iere (fig. 10.8). Prima stare de în- 
cărcare este cea reală (fig. 10.8, a) 
şi ei îi corespunde diagrama de mo- 
mente încovoietoare M. Dacă se 
caută săgeata în secţiunea 7, la 
distanţa a de reazem, a doua 
stare de încărcare este cea din figura 10.8, c, cu forţa unitară aplicată în 
secțiunea considerată și pe direcţia săgeții căutate. Bi îi corespunde dia- 
grama de momente din figura 10.8, d. Asupra unui element; de lungime 


E iesea 


Fig. 10.8 
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da din bară, din prima stare acţionează cuplurile M, iar din a doua, cuplu- 
rile m. Cuplurile m din a doua stare produc un unghi de rotire 


iar lucrul mecanice dL, este 


dLa = M- Ap = E ås. 


HI 
Pentru întreaga bară, rezultă 
Mm 
Lyp = \— do. 
á j EI 
Conform desenului, se vede că 
Lu =1-85=ă, 


ceea ce duce la expresia deplasării (săgeţii) 


(10.14) 


Relațiile (10.13) şi (10.14) sînt forme particulare ale teoremei Mohr- 
Maswell pentru calculul deplasărilor. i 

În cazul cel mai general, cînd aplicarea forței unitare în secțiune şi 
pe direcția deplasării căutate poduce eforturi n, î, M M, expresia 
deplasării devine 


Na. Ti Man, Mm, 
sl Ana piha a dz, (10.15 
í, BA aj GA aj, BI a+, g 27: (10419) 


unde n, t, Mm Mu sînt, respectiv, forța, axială, forța tăietoare, momentul 
încovoietor şi momentul de răsucire produse de sarcina unitară într-o 
secţiune curentă. Analog, pentru bara curbă se înlocuieşte elementul 
infinitezimal dæ prin ds. 

Dacă se caută deplasarea unui punct al unui sistem de bare, drepte 
sau curbe, se însumează integralele de mai sus pentru toate barele 


Nn 
EA 


Miem 
BI 


= x] ao + Sha + > | da + y pe as (10.16) 


Relaţiile (10.15) şi (10.16) se reduc la forme mai simple atunci cînd 
efectele unor eforturi, sînt neglijabile în comparaţie cu ale altora. 
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Aşa, de exemplu, în barele solicitate la încovoiere se neglijează ener- 
gia datorită forțelor axiale şi tăietoare, ceea ce conduce la expresia depla- 
sării 
Mm 
BI 


dz. i (10.17) 


=f 


De asemenea în sisteme de bare cu zăbrele, la care eforturile N, n 
sînt constante în lungul unei bare, expresia deplasării devine 


LLă 
3= 5 Nou y, (10.18) 
= BA: 

Observaţie. Calculul prin metoda Mohr-Mawwell nu dă semnul depla- 
sării. Atunci cînd deplasarea rezultată din calcul este pozitivă, înseamnă 
că ea are sensul forței unitare. Semnul deplasării rezultă din sistemul 
de axe folosit. De aceea, este comod, de cîte ori este posibil, ca sensul forței 
unitare să fie ales acelaşi cu al deplasării. 

efectuarea, integralei (10.14) — ca şi a tuturor celor similare — 
apare produsul a două funcţii, M(x) şi m(2). Ultima dintre ele este, pentru 
bare drepte, o funcţie liniară, fapt care permite elaborarea unui metode 
comode de integrare, grafico-analitică, datorită lui Veresceaghin. 

În figura, 10.9 s-a reprezentat diagrama M, de formă oarecare, şi dia- 

a m, liniară. Considerînd rigiditatea barei EI constantă, trebuie 
să se efectueze integrala 


f Mmdg. Diagrama M „Mizx 
Conform desenului se f s p] 
poate scrie Ei 


Elementul de arie al dia- 
gramei M este 
dA = Mda. 
Cu aceste notații, inte- 
grala devine 


(az m = aA- stg a = 


ea 


Diagrama m H WE 


g 


Fig. 10.9 


=bg afvaa = tg «- Å, 
unde A este aria totală a diagramei M. Se observă că 


& tg a = Yo, 
Ceea ce duce la expresia 


(arm dæ = A-yc. (10.19) 
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Deci pentru efectuarea integralei (10.19) se înmulțește aria întreagă 


a diagramei M cu ordonata y Yc pe care o are diagrama liniară m în dreptul: 


centrului de greutate al primei diagrame. 
Acolo unde diagrama m este formată dintr-o linie frîntă, relaţia (10.19) 
se aplică pe intervale, făcînd însumarea | 


| uri da = ŞI Ayo, 


unde i reprezintă numărul de segemente de dreaptă care formează dia- 
grama m. 

De notat că dacă vreuna din diagramele din figura 10.9 trece prin 
zero, deci schimbă de semn, regula lui Veresceaghin se va aplica, de aseme- 
nea, pe intervale. 

Pentru un calcul ușor al relației (10. 19), pentru cîteva forme curente 
ale diagramei M se dau rezultatele în tabelul 10.1. 

În consecință, deplasarea căutată are expresia 


1 
3 = 5 Fr Ade (10.20) 


Aplicarea, practică a metodei Mohr-Mazuxll, la o grindă solicitată la 
încovoiere, va fi tăcută pe exemplul din figura 10.10 : la bara încastraită, 
încărcată cu sarcina uniform distribuită p, se vor calcula săgeata în 
capătul liber, unghiul fibrei medii deformate în capătul liber și săgeata 
în mijloc. 

În prealabil, se ile diagrama reală de momente M din figura 
10.10, b. Într-o secţiune v, măsurată, ae la extremitatea, din dreapta, 
momentul este 


M = — pa?/2. 
Pentru calculul săgeţii în capătul liber, se aplică aici forța unitară (fig. 
10.10, c) şi se construiește diagrama m (fig. 10.10, d), care, într-o secțiune 
oarecare, are 


m=—l'a=—a 


Se aplică relația (10.14), observind că 
pe toată lungimea barei 


RI a 


á funcțiile “u k m sînt aceleaşi 


Diagrama M 


ti 


Expresiile integralelor È Mmdr 


o 


„ Diagrama m 


Tabelul 10.1 


ug Ihh 1’ 
Th aS S g Cits + huhs) 
asili 3 3 6 
: Ihuha uz l 
i ICI T T Oht M 


l 
D n i L hyh +: hah) + 
X — t 
4 hy gaeut) > ha(2h, -+ ha) de o te 
L + hsh + hyh] 
_ Porobelă de gradul I : 
ifh lfih : 
t 
Parabolă degradul X pi 
p ih 1fah tf; 
P i ta a a (Bhs + l) 
7 E 
je predul” 
Parobelă ve gradul I fha Ifha if 
ih Hia y s t o) 


Parabol degradul r 
ASIA 


i 
ş h(2h; + ka) 


l . 
2. taha + k) 
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l ; 
g stu + Ahlat la) 


Cu ajutorul teoremei lui Veresceaghin, ştiind că centrul de greutate 
al parabolei se află în poziţia notată pe desen, rezultă, 


1 pl. pe 3 
PDL PR a PRE Re 
3 ( z) rE A 
EE EE A E 
EI EI 6 4 SEI 


Se vede că pe ambele căi se obţine 
acelaşi rezultat. 

Pentru calculul unghiului în capătul 
liber, se aplică aici un cuplu egal cu uni- 
tatea. (fig. 10.10, e) şise construieşte dia- 
grama m din figura 10.10, f. Cu ajutorul 
celor două diagrame, aplicând regula lui 
Veresceaghin, rezultă, 


S-au regăsit rezultate cunoscute din 
capitolul 6. 

Pentru săgeata în mijloc, se aplică 
forța unitară ca în figura 10.10, g. De 
astă dată diagrama, m are ecuaţii diferite 
pe cele două intervale, aşa că se poate 
serie : h 
intervalul 1—2: 


M = — pa]; m=0; 0< z si; 


Fig. 10.10 
intervalul 2—3 : 
2 l 
M = — p?]2; m 1(2 =); CA a 


În asemenea cazuri, trebuie dată atenţie modului de măsurare a vari- 
abilei v şi ca urmare, limitelor de integrare. Cum pe intervalul 1—2 mo- 
mentul m este nul, rămîne numai expresia 


J 2 Li 4 
è = v f pe (2- =) ze P? f a(o Tea AI pi ` 
i2 


2) BI 2BI 2) 192m 
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Pentru săgeata v, se putea aplică şi direct relația din tabelul 10.1 : 


PROBLEME 


` 10.1. La bara din figura 10.11, să se determine unghiurile pe reazeme, py, ea, prin metoda 
Mohr-Maxwell. 
Se construieşte diagrama M, precum și diagramele m, datorite cuplului unitar, aplicat 
pe un reazem, respectiy pe celălalt. 
Diagrama M are suprafața 


Ml 
4A= 
2 
Se determină cele două unghiuri 
E) 1 Mi 1 M4 
fo pro si a 3 ci 
1 1 Mà 2 Ma 
Pe o pr 0 gr 2 3 3EI 
© CP ARC, 
T 
Pi 
| He 
ha 
zi g| a 
m E Om 
Fig. 10.11 Fig. 10.12 


Se regăsesc rezultatele date de formulele (6.21). Este de subliniat faptul că nu apare din 
calcul semnul negativ al unghiului ọ,. S-a obținut pentru pa o valoare pozitivă, ceea ce arată 
că unghiul este de acelaşi sens cu cuplul unitar aplicat pe reazemul 2. Conform convenției 
stabilite, acest unghi este negativ. 

10,2, Să se determine săgeata în capătul liber la bara cu consolă din figura 10,12. 
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Se desenează diagramele M şi m. Pentru. porțiunea parabolică a diagramei M, arja este 


3 
iar centrul de greutate se află la Za de la capătul 3. Se aplică relația (10.20) pe intervale 


1 [: p 2 1 pa 3 ] pa3 
E a 


a| 20 2 03t ga AE 


f (4l + 3a). 


10.3. La grinda cu zăbrele din figura 10.13, se cere să se determine deplasarea pe verticală 
a nodului 6, dacă toate barele au aceeași rigiditate EA. 
Se determină întîi eforturile din bare, conform schemei reale de încărcare din figura 10.13,a 


Na = Nu = 22; Ne= — 2P; N= Na 0 
Scriind echilibrul nodului 3, rezultă E 
Va y2 


P 2P P P+ Na + Nau = 0; Neg tNs=0 


Nas = — VăP + Na) = — VRP — 2P) = V2P 
2 
Naz- pu de ca 
2 3 
Na = Nes = — P; Ny = Nas = V2P. 


În mod analog, în baza schemei din figura 
19.13, b, se determină eforturile n din bare: 


1 
g = Na = — -yi Pas = Nas = 0; Nse = 0. 
2 


Se scrie echilibrul nodului 3 


y2 y? 


na to ac > 0; —Z Pas t has = 0 


a Va 
ms = — Vâna = Z? 
; yZ.. 1 
i i Pag ner yii = — gi 
Fig. 10.13 i 2 2? 
Va 1 
se Sh Si NS pe 


Se aplică relaţia (10.18) pentru toate barele, ținind seama că diagonalele au lungimea V2a 
şi lăsînd la o parte pe acelea la care N sau n este nul: r 


Nyan, Nash Nan: 
3=2 +2 ii i = le; 
2 1 1 = 3- Š 2Pa 
è = -— | 2P- — > P-—=> 2P- 2 + Va SC 
za 2ta a + rap: Tiya] (+) EA 
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10.4. La cadrul din figura 10.14, a, format din trei bare identice, se cere să se calculeze 
săgeata orizontală f, și unghiul de rotire q, în secțiunea unde se aplică forţa P. 


` Fig. 10.14 


Pentru calculul săgeții prin metoda Mohr-Mazwell se aplică sarcina unitară în figura 
10.14, c şi se construieşte diagrama m din figura 10.14, d; Se găsește 


. 1 A 1 (pn 2 PR a 2) _5pE 
în pd TET za tP "3 | 73E 


Pentru calculul ugtiuliai servesc figurile 10,14, e şi 10.14, f 
PE pe 2PE 
Sanz a a pea ip 1= EAN 
a E Ave [2 zi 1+ PR-1 4 Taa] EI 


10,5, La bara în formă de sfert de cerc (fig. 10.15), se cere să se determine, în punctul de e 
aplicație al forței P: deplasarea v pe direcția forței, deplasarea h, perpendiculară pe direcția 
forței, şi rotirea 6. ` 

Într-o secțiune oarecare ẹ, momentul încovoietor este 


= — PR sin ge. 
Pentru deplasarea o, forța unitară, de aceeaşi direcţie cu P, dă 


m = — Rsing. 


Se obţine 
1 (72 1 (72 m i 
azi! Pecs în 9: Red E i 
S= zh, am de = irh, PR sin 9: R sing- R de 1 "BI ! 


Analog, folosind forța unitară orizontală rezultă 
m= — RU — cos ọ); 


ni2. $ PR? i 
f PR sin e: R(1 — cos 9): R dẹ ET — cos ọ z 
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Unghiul de rotire se află din relaţiile 


m=—1 


1 (2% PR? 
3=0= 5f PR sin e: 1: Rdọ = s 
EI) EI 


10,6. Barele din figura 10.16 sînt echivalente din-punctul de vedere al unei solicitări 
statice, ele avind același diametru minim d. Să se compare energia de deformaţie pe care o pot 
acumula cele două bare, întinse cu aceeași forță N. 


Pentru bara cu diametru constant (fig. 10.16, a), energia este 


i N*âx Na 
Ua = ==. 
b 2EA 254 


Pentru a doua bară, se aplică aceeași relație, pe intervale 


4 1 
Nel Mi 
5 5. 


5 Ne 
0 3E-4A | 2EA BEA | 


Se vede că a doua bară, deși de volum mai mare, acumulează o energie mai mică. Rapor- 
tul celor două energii este 


Ub 


2 
D= 2 = 04 
Ua 5 


Cum se va vedea ulterior, capacitatea de rezistență la șoc a unei bare depinde de energia 
de deformaţie pe care o acumulează. Rezultă că, din punctul de vedere al șocului, bara cu varia- 
ţie de diametru este inferioară celei de diametru constant. zi 


F 


Fig. 10.15 : Fig. 10.16 


10.7. Inelul din figura 10.17, avînd secţiunea circulară, de diametru d, este tăiat şi acţio- 
nat în cele două capete de către forţele P, perpendiculare pe planul său. Se cere să se determine 
distanţa f cu care se depărtează punctele de aplicaţie ale forţelor P. 
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Dacă forța este aplicată în punctul A, într-o secţiune oarecare B, determinată prin unghiul 
æ, se produce un moment perpendicular pe planul format de forța P şi linia AB, deci dirijat 
pe linia BC, avînd mărimea ` 


Lă 
M = P: AB = 2PR sn > - 


Fig. 10.17 


Acest moment se descompune, în secțiunea B, într-o componentă. M; aflată în planul 
secțiunii, deci dirijată pe raza OB (moment încovoietor), şi o componentă M, pe tangenta la: 
cere D 


a æ A 
M; = 2PR s Seos: PRsing 


M; = 2PR sin? 2 = PR( — cos a). 


În calculul de mai sus, s-au luat forţele situate de o parte a secţiunii (între A şi B), deci i 
nu interesează cum este rezemat şi încărcat arcul mai departe; Acesta este motivul pentru eare- ; 
s-a reprezentat arcul ca și cînd ar fi încastrat în C. Ecuațiile stabilite sînt valabile pentru între- 
gul arc, adică 0 < as 2r. A CI zi 

Pentru a afla săgeata f, în locul forței P se aplică sarcina unitară, Se obţin relaţii analoge 
pentru momente e. â 

m; = R sina; m = R(1 — cos). 
Expresia deplasării este 
22 25 


í 1 1 
s=1= 2) PR sin a: Rina: Rda + zy | PR(1 — cos a): R(1 — cos &¢)R da 
EI Jo Gl Jo 
PR: (7 PR (7 t.3 
2, aair = 2 arpi [ap n 
ra] T $, lată AA 1 (1 — cos a) a] T. (+ îi, 


'Ținind seama că Ip = 21, se mai scrie 


toate trei barele, În acest fel, la bara 1—2 momentul de răsucire este M,, la 2—3 este Mgr, 
iar la 3—4 este My. În ce priveşte momentul încovoietor, în general el are două componente, 
după cele două axe din secţiune. S-au reprezentat pe desen diagramele Mi cu cele două com- 
ponente, şi Mg. i 

Pentru calculul deplasării pe direcţia forţei Q, se aplică în capătul liber forța unitară, 
paralelă cu Q şi se construiesc diagramele my, Mt. 

Analog, pentru deplasarea pe direcţia forței P, se folosesc diagramele Mie Şi Mpg. 

Se va calcula întii deplasarea pe direcţia forței Q, folosind diagramele M; cu ms, și Me cu 
My. Aşa cum se arată pe desen, pe fiecare bară, variabila curentă, purtind notația axei cu care 
este paralelă, este cuprinsă între zero şi lungimea barei : de exemplu, la bara 1—2, variabila 
este 0S 7 <4. 

“Ținind seama că unele componente ale lui ma sau Mg sint nule, deplasarea căutată este 


se poate scrie 


10.8. Bara cotită din figura 10.18, formată din trei bare, de lungimi a, b, c, toate cu aceeași 
xigiditate EI (după ambele direcţii principale) şi GIg, este încărcată în capătul liber cu forțele 
P şi Q. Se cer deplasările în capătul liber, pe direcţiile celor două forțe date, g 


Z 


b 


1 a 
g = — [5 Mzmzdz+ | 


e e 1 b 
Mama dx + f Mm dy + f Mamgdy | -+ Mmda. 
EI o o G. o 


o la 


şi, în baza relației = Pentru rezolvarea problemei, se alege un sistem de axe ca în figura 10.18, acelaşi pentru 
| o 


Calculul se face comod cu metoda lui Veresceaghin 


. 1: [ Qa? 2a Q? 2 Q5 + Qb+ Pe i 1 $ 
Sg EI | Za + 53 + z e-b4-0ae: a| + ta Qab: a 
1 fa B Peb Qa?b 
=- — +h 20 | + —. 
do = zi UE Pape e+ ae) a ] Gla | 


În mod analog, deplasarea pe direcția forței P se obține cu ajutorul diagramelor M; cu. 
Mia şi Mg Cu Mia Goss 


s= A Pa? 2a pn Kok e „PE 2e Îi pat 
o Er| 23 ci ae lea i | a e 


În paranteza mare, ultimii doi termeni se referă la suprafaţa trapezoidală M,, care a fost: 
înlocuită printr-un dreptunghi și un triunghi, cărora li s-a aplicat regula lui Veresce aghin. 
Făcind calculele, rezultă 


i n 1 a? ca Qb? Pa2e 
âp = — | Pl— pp e = 
` EI | | 3 dă 3 E: | j 


2 Gla 


În cazul în care lungimile barelor sint egale, rezultă” 


i 3 a 8 optre) Æo; a a? 5 pal a CE 
"%* za 2 dr 9i %=zrisPta0|to 


Dacă există numai P sau numai Q, în relaţiile obținute se anulează cealaltă forță. 


5. TEOREMA LUI CASTIGLIANO 


U n corp elastic este solicitat de un sistem de forțe P}, Poy... Pa, indepen- 
dente una de alta. Corpul este astfel rezemat încît nu are deplasări cinema- 
tice, ci numai deplasări elastice. Teorema lui Castigliano permite să se 


E miz * 
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calculeze deplasările punctelor de aplicaţie ale 
Jo rielor pe direcţia forţelor (proiecţiile pe direcţiile forţelor ale depla- 
sărilor punctelor de aplicaţie ale acestora). | 


„Lucrul mecanic al forțelor exterioare se transformă în energie poten- 
ţială de deformație U a corpului elastic. Dacă se dă uneia din forțe, 
de exemplu P,, o creștere dP,, energia, potențială, variază cu 


deci creşte, de la U la 
dU. 
U +- —— dP, 
+ IP, A (10.21) 


i Să aplicăm cele două, serii de forțe în Ordine inversă. La început se 
aplică forţa dp, sub efectul căreia se produce o deplasare (pe direcţia 
forţei) dò, iar energia potenţială acumulată este i 


1 ap,- ds. 
2 


Dacă se aplică apoi sistemul de forțe P}, P}, ..., Pa, Care este inde- 
pendent de dP, corpul acumulează o energie U datorită lucrului mecanic al 
acestor forțe ; în acelaşi timp, pe direcţia forţelor P,, respectiv dP,, siste- 
mul de forțe produce o deplasare 5,, deci forța dP, produce lucrul mecanic 


aP; S; 


Acest termen nu este afectat de factorul z întrucît în timpul aplicării 
forțelor Pa. . +3 Pas forta dP; se găsea pe corp şi a rămas invariabilă. La 
finele aplicării grupului de forțe, energia acumulată de corp va fi 


r l 
F Prad + U + APu-ău. (10.22) 


Egalind cele două expresii ale energiei (10.21) şi (10.22) şi neglijînd in- 
finitul mic de ordin superior z dP; dò; rezultă 


-ðU 
ap, = aP; 3, 
respectiv 
ò; = A - 10.23 
= ap, (10.23) 
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Expresia, (10.23), reprezentind o formă a teoremei lui Castigliano, se 
exprimă astfel : deplasarea de direcția unei forje exterioare P, este egală cu 
derivata. parțială a întregii energii de deformaţie a corpului în raport cu 
mărimea forței P,. à 

În mod analog, dacă în loc de o forță P, raționamentul se face în 
raport cu un cuplu M,, se află unghiul de rotire al axului cuplului 


30. 


10.24 
3M, ' } 


òr = pr = 


~ Teorema lui Castigliano poate fi aplicată la orice solicitare. În cazul 
solicitărilor compuse, se va ține seama de faptul că unele componente ale 
energiei sînt neglijabile. 

Teorema lui Castigliano măsoară deplasarea pe direcția, unei forje exte- 
rioare. Această deplasare poate fi uneori identică cu deformația (de exem- 
plu, la încovoiere; deplasarea în dreptul unei forțe normale pe bară 
măsoară, săgeata barei), alteori este legată de deformație prin anumite 
relații geometrice (deplasarea unui nod al unei grinzi cu zăbrele). 

Se va scrie, mai jos, forma explicită de aplicare a teoremei lui, Casti- 
gliano la solicitările simple. i 

Pentru bara dreaptă solicitată la întindere, prin o forță exterioară P, 
energia este : j 


___PA 
~ oBA 


iar deplasarea, adică lungirea barei este 


i >. ôP BA 


Se regăseşte expresia cunoscută a lungirii unei bare. 
Pentru o grindă cu zăbrele, se scire întii expresia 


, v=% Nih 


(10.25) 
T 2Pyå; 


şi apoi se aplică relația (10.23). 

Trebuie subliniat că, spre a putea deriva în raport cu o anumită forță P; 
a sistemului, aceasta trebuie să apară explicit în expresia energiei. Atunci 
cînd asupra sistemului acţionează mai multe forțe, cu notații smilare sau 
identice (cum sînt forțele P și 2P din fig. 10.13), şi se caută deplasarea 
în dreptul uneia din ele, este necesar ca în prealabil acea forţă să fie notată 
cu un simbol diferit de celelalte, pentru ca ea să apară independent în 
expresia energiei. După efectuarea derivatei (10.23), se poate reveni la 
simbolul inițial. Cele arătate se referă, la orice fel de solicitări. 
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Pentru bara solicitată; la răsucire prin un cuplu exterior constant Mo, 
energia de deformaţie este i . í 
; ! W ds Mal 


o 26I 2613 


w- 


iar unghiul de răsucire este 


adică se regăseşte, de asemenea, o expresie cunoscută. 
La bara solicitată, la încovoiere, derivata cerută de relația (10.23) se 
aplică sub semnul integrală din expresia - `` | 
Mdg 
f, 2BI 


a energiei de deformaţie. Se găsește deplasarea în dreptul şi pe direcţia 
unei forţe P, i 


dz. i (10.26) 


a= ôU d. | u GAA 
ôP, BI) 92, ; 
Analog, unghiul de rotire în dreptul unui cuplu exterior M, este 
p= 27| mi Pai (10.27) 
EI) ôM, ` 


În relațiile de mai sus, M este functia momentului încovoietor care 
trebuie exprimată şi integrată pe inervalele pe care ea nu se modifică, 
iar P, M, sînt o forță sau un cuplu exterior. 

S-ar părea că teorema lui Castigliano este imposibil de aplicat 
atunci cînd în secţiunea considerată nu există o forță exterioară. De 
exemplu se cere să se determine săgeata şi unghiul de rotire al fibrei 
medii deformate, în capătul liber al barei din figura 10.19, încărcată 
numai cu sarcina uniform distribuită p 

g Pentru a determina săgeata, se aplică în 

P 1/2 capătul liber o forță fictivă, P, = 0, care ser- 

veşte numai la exprimarea, derivatei 92M3 Py 

din relația (10.26). Se scrie momentul într-o 
secţiune curentă, i 


Fig. 10.19 


precum şi derivata sa 
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după care se anulează P, din 'expresia lui Jt 
M = — pate. 


Se obţine săgeta în dreptul forţei Po 


DA 
de = 
o2 ITRI 


p 1 f “iM 1 t : 
o 


= da = 
BI '98Pp EI 
deci se regăsește un rezultat cunoscut. Ă e edi 
Analog, dacă. s6 caută unghiul e în capătul liber, se aplică cuplul 
Mg = 0 şi rezultă i = i 


. 2 A 2 
M = pr Me; oM Iy H Pr, 
2 Mo x 2 
4 j 1 2 3 
s A] x GASA da 1 f 2% ay pP 
BI d ôM, , Bb2 ,: 6BI 


Mărimile fictive Pe, Me se iau de acelaşi sens cu deplasările căutate. 
Pentru bare curbe, relaţiile de mai sus se menţin, înlocuind pe dz prinds. 


sînt identice cu ex- 


Se observă că derivatele A, respectiv 


0 0 
presiile momentului m, produs de sarcina unitară, respectiv de cuplul | 
unitar. Rezultă că teorema, lui Castigliario și teorema - Mohr--Maabell, sînt; 
două moduri de prezentare ale aceleiași teoreme energetice. 


x 


6.. ENERGIA POTENȚIALĂ COMPLIMENTARĂ 


La stabilirea teoremei lui Castigliano, s-a admis că există, relâţii liniare 
între sarcinile aplicate corpului elastic și deplasăiile punctelor de aplicaţie 
ale lor. Există însă şi corpuri care fac excepţie de la această regulă. În pri- 
mul rînd sînt materialele care nu ascultă de legea lui Hooke, la care. atit rela- 
piile dintre eforturi unitare şi deformaţii specifice, cât şi cele dintre sarcini 
şi deplasări, sînt neliniare. În al' doilea rînd, la anumite forme de corpuri 
făcute din materiale care ascultă de legea lui Hooke relațiile dintre sar- 
cini şi deplasări sînt; de asemenea neliniare. Se consideră în fig. 110.20 
o caracteristică, neliniară P—3. Lucrul mecanic al forței P, egal cu energia 
potenţială acumulată de corp, se poate exprima prin aria haşurată 
din figura 10.20, a . 


v= (P -d3. (10.28) 
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Se obișnuiește a se da numele de energie potenţială complementară 
mărimii reprezentată prin aria haşurată din figura, 10.20, b 


[Ue = f 5-42. (10.29) 


Această [mărime nu are o 
semnificaţie fizică, dar introdu- 
cerea ei este utilă pentru cele ce 
urmează. 


10.20 s-ar măsura o şi e (mate- 

rial care nu ascultă de legea lui 

Hooke), expresiile celor două 
ô energii ar fi: 


U = f, rasar; 


Fig. 10.20 Uc = f erdo-dF. 
o T 
Dacă se diferențiază relațiile (10.28) şi (10.29), rezultă 

G 

P=- : 10.30 

38 ; ( ) 
dUe . 

ò =. . 10.31 

IP (10.31) 


Prin urmare : derivata parțială a energiei de deformaţie în ráport cu o 
deplasare este egală cu forța aplicată ; derivata parțială a energiei complemen- 
tare în raport cu o forță, este egală cu deplasarea măsurată pe directia forţei. 


În felul acesta s-a găsit o expresie mai generală a, teoremei lui Castigliano. 


Atunci cînd relația P — 5 este liniară, cele două arii haşurate din figura, 
10.20 sînt egale, deci Uc = U, ceea ce face ca în relația (10.23) să apară 
energia de deformație U, nu energia complementară. 

Se observă că, oricare ar fi traseul curbei P — 5 Gin figura 10.20, 
există relaţia, i 

Uc +U=P-8 7 (10.32) 


. 


în care P -ò este suprafaţa dreptunghiului definit; de forța și de deplasarea, 
finală. Folosind relațiile uzuale pentru calculul lui U, pe baza relației (10.32) 
se poate afla energia complementară Uo. 


PROBLEME 


10.9; Să se calculeze săgeata şi unghiul fibrei medii deformate în capătul 7 al barci din 
figura 10.21, încărcată cu forța P, și cuplul M,. 
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Dacă pe axele din figura 


Scriind momentul încovoietor într-o secţiune şi aplicîind teorema lui Casligliano, se găsește 


M=- M- Pas 
am 24 o 
ðP, ôM, 
1 č m?” a 1 ca ME Pe 
= — — dr = -—\ 0 x) z dz = -— 
h= zi $, 3P, EI $, i n Ser "BEI 
i 1 e 
1 3M 1 Mi Pe 
= —Ą\ M = — (M, Px) dr = — e 
a= f, am, T I f 1+ Pae) EI $ azi 


10.10, Să se determine aceleași deplasări de la problema 10,4, folosind teorema Iui Casti- 
gliano (fig. 10.14). 

Pentru aplicarea teoremei lui- Castigliano, se 
ia originea în punctul 7 și se parcurge cadrul în sen- 
sul 7, 2, 3, 4. 


A 


Ma = — Pr; My =-— Pl; Ma PU — 2) 
ôM, ðM, ôM, 
I a; 23 di A = — (lla) 
ôP ðP ôP š Fig. 10.21 


i F Li 
n= Ei | Czpnaz+ | (— P) (— nasa È PU — 2) (l — x) dz |i= 
EI Jo o o 


P (8 peL B 5PP 
EIs "3 3EI 
Pentru calculul unghiului, se aplică în capătul liber cuplul fictiv M, = 0, care dă o dia- 
gramă de momente similară celei din figura 10.14, și se scriu derivatele parţiale 


OM Mae iz My Li 
ôMo ôM, ôM | 


Se găseşte unghiul 


l 


J 1 
Qı a [ra 1) dz +4 f PI) (—1) dx + ( ze- asac] = 


2P 
EI 


10.11, La sistemul articulat din figura 10.22, format din trei bare identice, de secţiune A, 
să se calculeze cu cît coboară punctul 7 sub efectul forței P. 
Se determină întii eforturile în bare. În nodul 2 există două eforturi de compresiune 


P 
P -} 2N, cos 30%=0; Np =- —. 


Vs 


În nodul 2 există forțele arătate în figura 10.23. Ecuația de proiecţii pe orizontală este 


Nas cos 60%-+ Nas = 0; Nag = — Naucos 600 = ——: 
2V3 
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„Energia totală de -deformaţie este g pa 


i e 
U = —— (Na+ Na t Ni) ae 
JEA (ă A N23 + N41) SEA 


Deplasarea punctului pe direcţia forţei P va s dată de teorema lui Castigliano 


dU _ ap 
dp?  4EA ` 


Fig. 10.22 - Fig. 10.23 


10.12, Să se calculeze deplasările pe orizontală și verticală ale barei în formă de sfert 
de cerc cu rază mare de curbură din figura 10.24. 1 


Se aplică teorema lui Castigliano. Pentru a putea deriva separat momentiil în raport cu 
forțele P şi 2P, se notează, pentru început, forţa 2P = Q şi în acest caz momentul din încas- 
trare este ` 

; Mo = (Q — P)R; 

În secțiunea A, momentul încovoietor. are valoarea... 

M = Me — QRsin p + P(R — R cos ẹ) = QR(1 — sin 9) — PR cos e. 


Dacă punctul B ajunge după deformaţie în B’, deplasările sale pe verticală şi orizontală 
fiind v și h, se poate scrie 


1 ° u 24 FRI ðM n 
7 A 
d zl op“? gP org 
1 ("È ðM 3M 
‘h M Rdọ; = RU — sin ọ). 
zi f og. Adei g > RU — sine) 


înlocuind momentul și derivatele sale parţiale cu expresiile respective, se obţine 
[2 ” 
= zi) [QR( — sin e) — PR cos q]: (— R cos ode 
EI Jo 


R 7/2 
h= — f [QRO — sin e) — PR cos e]: R( — sin ọ)dọ. 
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2— 2si os 9)* (1 — sin ọ)di ¥ 21 $ 
p ng — cos e) ( pap =] — Zr T’ Er 


Se revine la Q =2 P 
PR3 (7P Beou it fă z _ PR -0215 PE 
= 2 — 2 sing — cos 9]: (— cos setez = h. ; 
o zr y ae i HEREN A 4 ar i 
PR = 3—9 PR PR 
i 


Fig. 10.24 


Cele două: deplasări sînt practic egale. 


Cum săgeata v a rezultat negativă, deci de sens contrar tortel P deformația grinzii are 
loc ca în figura 10.25, punctúl B ajungind în B’. 


| 


CAPITOLUL 11 
SISTEME STATIC NEDETERMINATE 


1. GRAD DE NEDETERMINARE 


În sens mai larg decît în mecanică, prin sistem static nedeterminat se 
înţelege acela la care nu se pot determina eforturile în toate barele, cu 
ajutorul ecuaţiilor de echilibru ale mecanicii teoretice. ` 

Sistemele de bare întilnite în construcţiile inginereşti pot fi, după mo- 
dul de solicitare şi aplicare a forţei exterioare, de două feluri : 

— grinzi cu zăbrele (fig. 11.1, a şi 11.1, b), formate din bare drepte, arti- 
culate la capete şi încărcate numai în noduri; 

— cadre, formate din bare drepte sau curbe, legate între ele în mod 
rigid sau articulat şi încărcate oricum, ceea, ce face ca în bare să se 
producă eforturi N, T, 


Grinzile cu zăbrele sint “Static determinate atunci cînd între numărul ` 


de noduri n pa de bare b există relația 
b = 2n — 3. 


Dacă b este mai mare decît valoarea dată de această relație, grinda 
este static nedeterminată. Gradul de nedeterminare este 


N =b — (2n — 3), GL1) 


Prin urmare, grinda din figura 11.1, a, avind n = 6 şi b = 9, este sta- 
tic determinată, pe cînd cea din figura 11.1, b, cu acelaşi număr de noduri, 
dar cu două bare în plus, este dublu static nedeterminată. 

Un cadru este static nedeterminat exterior atunci cînd numărul de necu- 
noscute din reazeme este superior numărului de ecuații de echilibru din 
mecanică. În asemenea cazuri, gradul de nedeterminare este diferența 
dintre numărul de necunoscute şi cel de ecuații de echilibru. Cadrul plan 
din figura 11.1, c, solicitat prin forţe aplicate în planul său, are 5 necu- 
noscute în reazeme și 3 ecuaţii, deci este dublu statie nedeterminat. 

Cadrul din figura 11.1, d este statie determinat exterior, căci numărul 
`~ reacţiunilor este egal cu al ecuaţiilor de echilibru. În schimb, el este statie 
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nedeterminat interior, căci are un contur închis, la care nu se pot determina 
eforturile N, T, M. Cadrul închis din figura 11.1, e, fără reazeme, este, de 
asemenea, static nedeterminat. La un astfel de contur închis (în plan), se 
poate face o secţiune oarecare (fig. 11.1, f), în care se introduce eforturile 
M, T, N — notate aici cu X,, Xa, X; — care nu pot fi determinate din 
ecuațiile de echilibru exterior. Rezultă că un contur plan închis este triplu 
static nedeterminat. Deci cadrul din figura 11,1 d este triplu static nede- 
terminat. 

Prin urmare, la un cadru plan, gradul de neđeterminare este egal cu 
numărul necunoscutelor din reazeme plus de trei ori numărul contururilor 
îmchise minus trei (numărul de ecuaţii de echilibru). 

Cadrul din figura, 11.1, g este de 5 ori statie nedeterminat. 

Gradul de nedeterminare poate fi micşorat prin existenţa, articulaţiilor 
interioare. Astfel, la cadrul din figura, 11.1, k, există o ‘articulație care leagă 
două bare. Dacă se secționează conturul închis chiar în articulație, acolo 
momentul este nul şi rămîn numai două necunoscute static nedeterminate. 
Prin urmare, cadrul din figura 11.1, h, este de 5 ori statie nedeterminat. 
Cind în articulaţie se întîlnesc trei bare (fig. 11.1, i), gradul de nedeterminare 
scade cu 2 : cadrul din figura 11.1, î este de 4 ori static nedeterminat. În 
general, dacă într-o articulație concură k bare, aceasta micşorează cu 
k — 1 gradul de nedeterminare față de regula generală. 

Cadrul din figura, 11.1, j, cu 8 necunoscute în legăturile exterioare și cu 
un contur închis, este de 8 ori static nedeterminat. Se observă că bara, din 
dreapta este articulată de cadru, fără ca articulația să afecteze bara verti- 
cală. Ca urmare, bara din dreapta fără forțe exterioare, este supusă, numai 
la o forţă axială, deci legătura ei exterioară, reprezintă o singură necu- 
noscută. 

În spaţiu, numărul de necunoscute şi de ecuaţii creşte în mod corespun- 
zător : încastrarea are 6 necunoscute, un contur închis este de 6 ori static 
nedeterminat, există 6 ecuaţii de echilibru. Ca, urmare, cadrul din figura 
11,1, n, cu două picioare încastrate, este de 12 ori statie nedeterminat. 

Un caz simplu îl constituie barele drepte statie nedeterminate, solici- 
tate prin forțe în plan. Bara din figura 11.1, k, cu 4 necunoscute în reazeme 
și 3 ecuaţii, este simplu statie nedetermintă ; cea din figura 11.1, 1 este 
triplu statie nedeterminată. Grinda continuă din figura 11.1, m, încărcată, 
numai cu forţe verticale, dispune numai de două ecuaţii de echilibru. 
Avind 5 reazeme simple, ea este triplu static nedeterminată. 

În mod curent, la cadre, barele verticale se numesc siîlpi, iar cele 
orizontale, rigle. Dimensiunile și momentele de inerție ale acestora se 
notează, de obicei ca în figura 11.1, c. : 


. 


2. SISTEM DE BAZĂ 


Literatura tehnică cunoaşte diferite metode de rezolvare a sistemelor 
static nedeterminate. Principial, toate metodele pornesc de la faptul că 
ecuațiile de echilibru ale staticii pot fi completate cu o serie de ecuații, 
bazate pe considerente de deformaţii. Pentru cadre relativ simple, de felul 
celor care se întîlnesc în aplicațiile inginerului mecanic, una dintre cele mai 
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comode metode de rezolvare este metođa eforturilor. În această metodă se 
transformă sistemul statie nedeterminat în unul staiic. determinat — numit 
sistem de bază sau sistem fundamental —, suprimână atiiea legături exterioare 
sau interioare (la contururi închise) oft este necesar. ; Mi 
În locul fiecărei legături suprimate se introduce un efori static nedetermi- 
nat, notat, de obicei, cu Xy; Xa, X; ... Aşa de exemplu, în locul unui reazem 
simplu se introduce o singură forță ; tot 1a fel, atunci cînd o articulaţie se 
înlocuieşte cu un reazem simplu ; în locul unei articulații suprimate se intro- 
duc două forțe ; în locul unei încastrări.se introduc două forțe şi un cuplu ; la 
înlocuirea unei încastrări prin articulație se introduce un cuplu ;1a o secţiune 
completă într-un contur înterior-se introduc două forțe şi un cuplu ; intro- 
ducerea unei articulații interioare fără tăierea barei cere introducerea 
i cuplu necunoscut. y 
Se gte evident că transformarea sistemului real în sistem de bază se 
poate face în diferite feluri. Dintre toate variantele, se va alege aceea care 
este mai comodă pentru calcule, aşa cum va rezulta din aplicațiile ce 
e figura 11.2 se arată unele variante ale sistemului de bază al unui 
cadru de 6 ori static nedeterminat. În figura 11.2, b, sistemul de bază. se 


Fig, 11.2 
obţine prin tăierea, celor, două bare orizontale şi introducerea necunoscute- 


lor Xa Xz s- Xe. În figura 11.2, c, s-a suprimat un reazem și s-a secţionat 
o bară a conturului închis. În figura 11.2, d, un reazem s-a transformat în 
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articulație, altul în reazem simplu, iar o bară i închi 

tăiată. O soluție similară, este tës din ed Arrua cistita 
S Considerînd eforturile X,, X, , ... cunoscute, sistemul de bază trebuie 
să fie, pe de o parte, static determinat, pe de altă parte, indeformabil 

geometric adică să nu permită deplasări cinematice. Din acest ultim punct 
de vedere, variantele din figura 11.2, f şi g nu sînt sisteme de bază corecte 
căci permit deplasări mari în jurul articulaţiilor A. i 


po 


3. ECUAȚIILE FUNDAMENTALE 
ALE METODEI EFORTURILOR 


Stabilirea ecuaţiilor 
fundamentale va fi prece- 
dată. de exemplul unui 
cadru simplu statie neđe- 
terminat, arătat în figura 
11.3, a. 

Pentru realizarea siste- 
mului de bază este nece- 
sar a se suprima. o singură 
legătură. În cazul de faţă 
se va suprima, legătura pe 
orizontală, din. articulaţia 
1, înlocuind-o prin necu- 
noscuta static nedetermi- 
nată X, (fig. 11.3, d). 

`- Primoipial, în metoda 
eforturilor se exprimă depla- 
„_sările în diferite puncte ale 
sistemului de bază, datorite 
sarcinilor date și necunoscu- 
telor statie nedeterminate, 
scriind că ele sînt identice 
„cu cele din sistemul static 
nedeterminat dat. 
În cazul de faţă se va 


sistemului de bază, fie eaă,, 
este nulă, ca și în sistemul 
inițial. acest scop, este 
convenabil a folosi princi- 
piul suprapunerii efectelor, 
în modul următor : 

1) Se consideră întâi că 
în sistemul de bază lucrează 


Fig.511.3 
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serie că în reazemul 7 de- ~ 
plasarea pe orizontală a / 


numai sarcinile exterioare date — în cazul de față sarcina p—, deci nu 
emistă forța X, şi se calculează deplasarea ce le corespunde pe direcţia, 
forţei X, adică deplasarea 3. din figura 11.3, c. i 

~ 2) Se consideră apoi că în sistemul de bază lucrează numai forța X, şi se 
calculează deplasarea corespunzătoare; este preferabil ca îm locul forței X, 
să se aplice forța unitară Ay =1, care produce deplasarea Sy arătată în 
figura 11.3, d. Atunci unei forțe X, va corespunde o deplasare du. 

3) Aplicînd principiul suprapunerii efectelor, se serie că, deplasarea 
totală este nulă 
è = do + dn =0, 
de unde rezultă 


x, = 2 (11.2) 


"du 


Relaţia, (11.2) are un caracter general, deplasările 80 şi n putindu-se 
calcula prin orice metodă. i | i 

Se va continua problema folosind, în acest scop, metoda. Mohr- Mawwell. 
Se construieşte, în figura 11.3, e, diagrama de momente M corespunzătoare 
sistemului de bază încărcat cu sarcina iată, iar în figura 11.3, f cea cores- 
punzătoare sistemului. cu sarcina unitară. 

Pentru calculul lui 3, se ia aria diagramei M din figura 11.3, e şi se 
înmulțește, după regula lui Veresceaghin, cu ordonata diagramei m din 
dreptul centrului de greutate al diagramei M ` 


2 4 
E (d E. 


7 2 


Pentru calculul lui 5, diagrama m serveşte atît ca diagramă de mo- 
mente a sarcinilor cît și ca diagramă a sarcinii unitare. Pentru cele două 
-triunghiuri identice, rezultă 


2 3 
mica E 
2 3 3 


Se observă că la calculul lui 3 ordonatele diagramei m sînt negative, 
pe cînd abscisele, reprezentind lungimile barelor, sînt pozitive. 
Aplicînă relaţia ` (11.2), rezultă ` 


Conform figurii 11.3, a, se obține 


1 
AH, = H, = X, =pl 
i 2 1 157 
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Seriind ecuațiile de proiecții pe verticală şi de momente. se află, 
S TE 
V, =l; == 
1 16? ; Va Tai 


aia e acente valori se construieşte diagrama de momente încovoietoaire 
a n igura 11.3, g. Pentru aflarea momentului. maxim de pe bara 
orizontală se anulează expresia, forței tăietoare - N 


D= po — V; = ai Li ELA 
2= 16? Ala Pa 


unde æ se măsoară de la reazemul 2 i 
Momentul maxim este EE 


1 i Ie 2 ` aN 
Mps = Voz —= pa? = TA 1 G .49 1,53 
IRI pi. l — lj = 2 > 

2% 16% ap. 2° își) să Prag 2P- 


În figura 11.4, a s-a ales un alt sistem de bază.al aceluiaşi cadru, 


înlocuind reazemul articulat i i iv i 
efortul ata ile 2 ata reazem simplu, respectiv introducînd 


Fig. 11.4 


Procedind pe aceeaşi cale pentru sarcinile exteri in fi 

Proc eaşi 4 din figura 11.4, b 
se află diagrama M din figura 11.4, d, iar pentru s cina unita din figos 
11.4, 0 se află diagrama din figura, e, cică aia cei 
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Aplicând regula lui Veresceaghin, rezultă, . 


2 29 7 4 
mw (2-22) (2) 2-25) (2) 22 
3 2 4 2 2J\2 24 


23 3 


4 
Z,= E ON La 31 l =V} 


îm 24 2 16 


` Se regăseşte valoarea reacţiunii V, calculată anterior, deci rezultatele 
sînt aceleași. 

La sisteme multiplu static nedeterminate, se procedează la o generali- 
zare a metodei expuse. Ca urmare, se suprimă o serie de legăiiuri, obţinînd 
sistemul de bază, solicitat prin încărcarea dată, plus eforturile LA2-.:rĂ a 
care înlocuiesc legăturile suprimate. Se scrie că deplasările în. dreptul 
acestor eforturi sînt nule, obţinînd ecuaţiile 


di = ula + Bz t eo + binat 10 = 0 
3a = da + aaa te + Bala + Bao = 0 


(11.3) 


Feuaţiile (11.3) poartă. numele de ecuaţii de condiţie sau ecuații cano- 
nice în metoda, eforturilor. Se precizează semnificaţiile coeficienţilor 3, din 
aceste ecuații : 


Šu este deplasarea pe direcția efortului X, produsă de o sarcină uni- 
tară aplicată în același punct şi pe aceeaşi direcţie cu X,; 


ds, — deplasarea pe direcţia efortului X,, produsă de sarcina, unitară, 
aplicată în acelaşi punct cu X, și avînd direcţia lui X, ; 

Sz — deplasarea pe direcţia efortului Xz, produsă de sarcina unitară 
avînd direcţia şi punctul de aplicaţie al lui X3; 

Sio — deplasarea, pe direcţia, efortului X,, produsă de sarcinile exte- 


rioare aplicate sistemului, cînd nu există eforturile X,. 


Toate deplasările se înţeleg în sistemul de bază (static determinat). . 
Coeficienţii 54 din sistemul (11.3) pot fi determinaţi prin metoda Mohr- 
Mamwell sau pe altă cale. În baza teoremei reciprocităţii deplasărilor se 
poate serie òy = Sy 
i; După determinarea eforturilor X,, se pot calcula eforturile N, T, M 
din bare cu ajutorul principiului suprapunerii efectelor sau al sistemului de 
bază, în care acum toate forțele sînt cunoscute. 
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Se va preciza modul de calculare a coeficienţilor 3; prin metoda Mohr- 
Maawell. Dacă se notează : M°—momentul încovoietor într-o secţiune oare- 
care a sistemului de bază, produs de forțele exterioare date ; Mis Mo zeae Mg 
— momentul încovoietor într-o secțiune oarecare a sistemului de bază, 
produs de sarcina unitară aplicată pe direcția şi în punctul de aplicaţie 
al necunoscutei static nedeterminate Xr Xa, 5 Xp atunci coeficienții 
din ecuațiile (11.3) sînt - 


1 
d = |g mda 
dn = Lida 
u=} g” 


1 ` (11.4 
a = 3 $ 3 p mamsde (11.4) 


1 
da = È (ggr dg. | 
Aplicînd metoda de integrare a lui Veresceaghin, se calculează : 
č din diagramele M° și m,; 
ua din diagrama m, cu ea însăşi; 
32 din diagrama m, cu diagrama, Ma, luînd suprafața, uneia, și ordona- 
tele celeilalte (după voie). 


Este de la sine înţeles că rezolvarea unui sistem statie nedeterminat 


are ca scop final determinarea, eforturilor în bare, urmată de dimensionarea 
sau. verificarea acestora. i 

Din relaţiile anterioare, se vede că, pentru rezolvarea, sistemului statie 
nedeterminat; trebuie să fie cunoscute rigiditățile barelor EI, respectiv 
BA sau Gl. În asemenea; cazuri, va avea loc o verificare de rezistenţă, 
a sistemului., 

Nu întotdeauna problema se pune în acest; fel. Uneori se dă schema 
geometrică şi schema, de încărcare a sistemului şi se cere dimensionarea, 
deci rigidităţile barelor sînt necunoscute. Atunci rezolvarea, problemei 
se face prin aprozimaţii succesive. În prima, etapă se aleg rigidităţi arbitrare 
ale barelor şi se face rezolvarea sistemului static nedeterminat. Cu efortu- 
rile aflate se face o primă dimensionare a barelor, după care se trece la 
o nouă rezolvare a sistemului static nedeterminat. Calculul se repetă de 
mai multe ori, pînă cînd, de la o aproximaţie la alta, nu se mai obţin 
diferențe sensibile ale eforturilor, deci ale tigidităjţilor barelor. 


4. SIMETRII ÎN SISTEMELE STATIC “NEDETERMINATE. CADRE PLANE 

Rezolvarea unui sistem cu un grad mare de nedeterminare este o 
operaţie dificilă, datorită atât calculării unui mare număr de deplasări 8, 
cît și rezolvării unui sistem liniar cu un mare număr de ecuaţii. Pentru 
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` figura 11.7, care, după regula generală, 


asemenea cazuri s-au elaborat numeroase metode speciale de rezolvare, 
studiate în statica construcțiilor şi în alte lucrări din specialitatea ingineriei 
de construcţii. Folosirea, calculatoarelor electronice ușurează mult aceste 
operaţiuni. a , 

Inginerul mecanic întilneşte, în aplicaţiile sale, sisteme cu grad relativ 
mic de nedeterminare. Adeseori aceste sisteme prezintă anumite simetrii, 
care permit, de la început, determinarea unor necunoscute — fie că sînt 
nule, fie că sînt egale pe perechi —, ceea ce micşorează gradul de nedeter- 
minare, deci reduc calculele. : 

În figura 11.5 s-a reprezentat schema eforturilor N, T, M în secţiunea; 
unei bâre drepte. Dacă am considera secţiunea ca un plan de simetrie, deci 
am suprapune cele două jumătăți ale desenului, se constată că eforturile N 
și M sînt simetrice, iar eforturile T sînt antisimetrice. Această proprietate se 
regăseşte la diagramele T, M ale unei bare. Aşa, de exemplu, la bara 
simetrică din figura 11.6, a, diagrama M este simetrică, iar T este antisi- 
metrică. Invers, la bara încărcată anti- 
simetrie din figura 11.6, d, diagrama 
M este antisimetrică, iar T este sime- 
trică. Se observă că în planul de simetrie 
al figurii (fig. 11.6, e şi e) efortul anti- 
simetric este nul. 

Aceeași proprietate se  întilneşte 
la orice cadru simetric sau antisime- 
tric. Fie cadrul dublu încasţrat din 


este triplu statie nedeterminat. Dacă 
se ia sistemul de bază ca în figura 
11.7, b, apar trei necunoscute, Xy, Xe 
Xz cazul încărcării simetrice din 
figura 11.7, a, secționîind cadrul prin 
planul de simetrie, forța tăietoare este 
nulă şi apar numai eforturile X, = 
=N şi X, = M (fig. 11.7, e). Pentru 
cadrul antisimetrice din figura 11.7, d, 


Fig. 11.5 


Fig. 11.6 


componentele N, M în planul de simetrie sînt nule şi există numai forța 
tăietoare X, = T. În acest fel, gradul de nedeterminare s-a micşorat 


` de la trei la doi pentru cadrul simetric, respectiv la unu pentru cel anti- 


simetric. 
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Fig. 11.7: 
A 
P zP 
zas 
a 
8 
ie E: N 2 
P— — P 
X 4 f b 
N N 
i X 
Fig. 11.8 


iri ei iei 


Bo 


Uneori, considerente de simetrie permit determinarea imediată a, 
unor necunoscute static nedeterminate care nu sînt nule. Aşa, de exemplu, 
inelul din figura, 11.8, datorită simetriei, nu are forță tăietoare în secțiunea 
AB. Considerente de simetrie dau valoarea forței axiale N = P/2, aşa 


că inelul rămîne de fapt simplu statie nedeterminat. 


PROBLEME 


11.1. Săse construiască diagrama de momente încovoietoare pentru cadrul din figura 11.9. 
Cadrul fiind antisimetric, se ia sistemul de bază ca în figura 11.9, b, cu singura necunoscută 
X, (în planul de simetrie, forța axială și momentul încovoietor sînt nule). 


Se construiesc diagramele M° (datorită sarcinilor exterioare) şi m(datorită forţei unitare, 
pe direcţia lui X,). 


Din diagramele M° şi m rezultă 


1 PR I 1 az PU 
dio == = — —:— |: — 2 = - —. 
EI a: 2-a]. 8EI 


Din diagrama m, înmulțită cu ea însăși, se află iar Sea cu figura 11.10, i 


. Ă 3 i 3 iul 2 i FR 
în Paza pet darza |- ABE za = E Za]-a- un 18 te, 


l 
ma 
o 
Ë| 
À 
wf 


Deplasarea 8,2 = 9e rezultă din figurile 11.10, & și 11,10, t 


: A 
r14 = 2-a (- sjeo D=, 


Cunoscind această valoare, se află momentele 


3P1 
28 


- pl 
s 28 


— Mai Ma Ms = — M; = — Me; M=0 


i 

t 

<u care se construieşte diagrama din figura 11.9, e, care este antisimetrică. | 

11.2. Să se determine reacțiunile şi să se construiască diagrama momentelor încovoie- | 

toare la cadrul simetric, dublu încastrat, din figura 11.10, a. f 

În cele două reazeme încastrate, cadrul are șase necunoscute, deci este triplu static nede- | 
“terminat, Sistemul de bază se poate obţine secţionind cadrul prin planul de simetrie : în acest 
Caz, forţa tăietoare este nulă şi gradul de nedeterminare se reduce la doi. La acelaşi rezultat se 
ajunge transformind reazemul A în articulație şi reazemul D în reazem simplu. În acest fel s-au 
introdus eforturile static nedeterminate X,, X, Xa. Se vede că, din motive de simetrie, cadrul 

xămine numai dublu static nedeterminat, cu necunoscutele X4, Xa: a 

Reacțiunile verticale sînt | 

| 

| 


1 
Val==iVpl== T P. 


Sistemul de bază încărcat cu sarcina exterioară P (îig. 11.10, d) are diagrama de momente 
«din figura 11.10, g. Sistemul de bază solicitat cu X, = 1 (fig. 11.10, e) are diagrama din figura 
11.10; h, iar sistemul de bază solicitat cu X=1 are diagrama de momente din figura 11.10, i 
Se scriu ecuaţiile de condiţie 


BX + bX + 80 = 0 


Sn Xa + BazXa t Beo = 0 


:şi se determină deplasările cu teorema Mohr-Maxwell şi regula lui Veresceaghin. 
Pentru ôo servește figura 11.10, g și h 


- PA PE 
EIo = — 13: 

8 8 i 

Pentru 3ag se foloseşte figura 11.10, g şi i | Ecuațiile de condiție devin 
i pr P&h | ` A 
E D= e ht D= (E AD Xp E =0 
Deplasarea 5, se află cu figura 11.10, h , i 
— ae + mpa (2 ma max, — PA 
Elb n = 2h+ b 1 E k? -+ kel Xa — Fi = 9, 
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Rezolvînd sistemul prin metodele algebrice cunoscute, se găsește 


X; enas M M, 
= = Ma = 3 
1S sia y P 
. ae 
X = Po = Ha = Hp 
SH? 16 hl 
Momentul în colţuri are valoarea 
Pp ` 3PE 
Mp = Ma — Hah = — — r SMa 
BEVA VAIT Shy iel Sh 161 KA 
Momentul în dreptul sarcinii P este 
Pi PL ape  2PUh+i 
Mp = E iin à RAD, 
K 4 8h + 162 8h +167 


Cu aceste valori, se construiește diagrama de momente încovoietoare din figura 11.10, c. 

11.3. Să se construiască diagrama de:momente încovoietoare a cadrului simetric din figura 
11.11, a, în cazul particular în care între lungimile l, k există un anumit raport, care face ca 
momentul încovoietor în mijlocul laturii:scurte să fie nul. - i 

Se rezolvă problema în cazul general, în care laturile cadrului au lungimi oarecare l, h. 
Secţionind cadrul printr-un plan de simetrie, ca în figura 11.11, b, forţa tăietoare este nulă. 
La rîndul lor, se vede că forţele axiale sînt N = — pl/2, aşa că momentul X, rămine singura 
necunoscută static nedeterminată. Din motive de simetrie, calculul se poate face pentru jumă- 
tate din cadru. În figura 11.11, c s-a desenat diagrama M° în sistemul de bază (datorită sarcinilor 
p şi forţelor pl/2), iar în figura 11.11, d, diagrama m, datorită cuplului unitar. 

Din diagramele M° şi m se calculează deplasarea 5 


2 pe hê 1 pl? h P : 
[2 p pop a PL cepe „PE aq (aB — 3182 — h). 
3 5: s 3- 8:2 24 


EIo 


Pentru diagrama M° de pe bara orizontală s-a considerat că ea este formată dintr-o para- 
pa ȘI “ pna aia 


poa ~a p 
bolă de suprafață F f A -1, din care se scade un dreptunghi de suprafață ra A `. 


Deplasarea 5, se ală din diagrama m ` 


2 


h © > R 
EBu= teg ItEEI+I e1=l+h 
Necunoscuta static nedeterminată este 
Sio _ p? + 3het— 202) 
ôn 24(1-+ h) 


Ea reprezintă momentul încovoietor în mijlocul laturii lungi 
5 X, = Mg 

Momentul în colț'se află prin suprapunerea efectelor, fiind egal cu cel din figura 11.11, 
plus X, 


a a PIE POE 4 arat — 209), 2 PCHRD 
py g alr E a+ 
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Momentul în punctul 6 se află din M;, permutînd pe l prin h 


P(E + 3h — 2h3) 


M= A 
a 24l- h) 3 


Punînd condiția ca M, să fie nul, rezultă 


B+ 3h- 2p = 0. 


—0067ph2 


a 


Pa 
a 


` Fig. 11.11 


l 
Împărțind cu 43 și notînd raportul E = k, ecuația devine 
k3- 3K? —'2 = 0. 
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Prin încercări se găseşte soluția 
k= 0,732; l= 0,732 h. 
Întocuind pe 1 cu această valoare, în relaţiile anterioare, rezultă 
M,= —0,067 pl?; M, = 0,058 ph; Me = 0. 


Cu aceste valori s-a construit diagrama reală de momente din figura 11.11, e. 

11.4. La cadrul din figura 11.12, a, avind pe barele verticale rigiditatea EI şi pe cea ori- 
zontală 2EI, se cere să se construiască diagrama de momente încovoietoare. 

În prealabil (fig. 11.12, b— e) se arată patru variante posibile ale sistemului de bază. Dintre 
acestea, se alege varianta din figura 11.12, V,hn care s-au suprimat cele două legături ale arti- 
culaţiei, înlocuindu-le cu necunoscutele X,, Xe. În figura 11.12 f—h s-au construit diagramele 
corespunzătoare M°, my, Mg 

Ecuațiile de condiţie pentru rezolvarea sistemului sînt 


11X + Xa + = 0. 
aX, + BaoXa + d = 0. 


“Ținind seama că ap = Sap se determină cei cinci coeficienţi din aceste ecuaţii. 
Deplasarea 5, rezultă din diagrama m, 


gri Dania 1 aa B B 
îmi BI 2EI 2 3- 6 EI 


Deplasarea p se află din diagrama m, 


š ife a E E IP AU E Să 
" gila 3 2,43! 07 :8 2 


Deplasarea 3, se află cu diagramele M° şi ny 


1 2M 
5, 2M l= — 3 
a pp 2%! EI 


Din diagramele M° şi m, rezultă 89 
do = 0. 


Deplasarea 5, se află din diagramele m, şi m, luînd, după alegere, suprafaţa uneia și ordo- 


natele celeilalte, Se ia, de exemplu, suprafaţa diagramei mM, 
1 [ii i 1 8 
Tar 2 4 EI 


Bia 


Se fac înlocuiri în sistemul de ecuaţii, simplificind cu BIEI 
R IX, i IX; 2M, 0 
e ia 2 „= 


1 3 
— put go. 


Rezolvind acest sistem, rezultă 
24 Mo 144 Mo 
xX, z X a z 
153 z 153 Li 


E MERE AE SE NI AN a BRNO O ia e ST 


Cunoscind aceste valori, se află momentele încovoietoare în punctele 7, 2, 3, pe baza 
schemei din figura 11.12, b 


"24 
M, = — Xl = — dag Mo 
M xi Xa 120 M; MY =M- M 33 
T= — Mo; => 
îi 3 V= jg o “e P, 153 ° 


15 
M= Xl + Xl- M= ggg Mo 


Cu aceste valori se construiește diagrama de momente încovoietoare din figura 11.12, i. 
Se observă că în colțuli momentul se conservă la cele două bare, conform regulii generale, pe 
cînd în colțul 2 există un salt, egal cu cuplul exterior Mo aplicat în acel loc. 

11.5. Să se determine reacţiunile şi să se construiască diagramele N, T, M la arcul din 
figura 11.13, a. ; 

Arcul este simplu static nedeterminat și sistemul de bază se poate obţine ca în fignra 
11.13, b, întroducînd necunoscuta X,. Se scriu ecuaţiile momentelor M° și m (produs de X, = 1) 
într-o secțiune oarecare e 


i M = Mo 


m= —1- Rsino. 
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ÎN a i e e 


Se calculează coeficienții din relaţia (11.2) 


7/2 


t 
Ep = { 


7/2 


0 o 


Ti2 


„pla 
Eldu = f nER dọ = f x R sin? o dp —— 
o 0 


și se determină `X, 


8, 4M, 
b pE a Va 
òr FZR 
Se determină .reacţiunile din A 
pu pa to. 
45 RT GR? 


HA = 0; Ma = M — XR 0,27 Mo. 
Ecuațiile eforturilor N, T, M sînt 

4M 
N= > asa e -zR F 


4M 
-T= X, osọ = pe cose 


T. 


M°m' Rdp = — f M,R? sin e dp = — MR? 


zR? 
4 


AM 
M = Mo — X,Rsin p = Mo — —2 sin qi 
T 


Pe baza acestor ecuații, se construiesc diagramele de eforturi. 


314 


11.6. Să se construiască diagramele N, T, M la inelul din figura 11.14. 

Fiind vorba de un contur închis, după regula generală . este triplu static ricdșterminat. 
Secţionind prin planul de simetrie, forţă” “tăietoare este nulă, iar forța axială este N'= PP aşa 
că rămîne ca singură necunoscută X, = Ma. 


Se scriu momentele M° și m în secțiunea ọ 


P 
Me = RU.— cos p); m 


Se căleulează deplasările 


107 p iai 
Eus- si, > R(E = cos ş): 1; Râș = 


EIB i A Ci Rd TR: 
u=? 57 i s ap EI, 


Integralele s-au efectuat în limitels 0 — 7 , 


luate de două ori, intrucit ecuațiile momentelor 
sînt valabile numai în acest domeniu. Se deter- 
mină X, t 


e 5 i 
PR = 0A82PR Mp 


X, 


Conform schemei sistemului de bază, se, scriu . 
ecuaţiile eforturilor, valabile pentru 0 <$ ọ < 7/2 


N P . Poo 
N= sọ; T= z mg 


P 
M= Xı— z RU — cosg) = 


p : 
= 0,182 PR — — R(1 — cos e) 


Ma = —0,318 PR. 
Cu aceste valori se construiesc. diagramele 
“din figura 11.14. 


11.7. Să se construiască diagrama de momente 
încovoietoare la cadrul din figura 11.15, a. 


Reacţiunile sînt 


Fig, 11.14 
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Sistemul de bază se obţine tăind rigla inferioară ca în figura 11.15, b și introducind în 


secţiune eforturile Xp Xp Xz 


5 În figura 11.15, b s-a construit diagrama de momente a sistemului de bază, datorită sar- 
cinilor exterioare, iar în figura 11.15, c, d şi e cele datorite eforturilor X}, Xp, X, luate egale cu 


unitatea. 


Fig. 11.15 
Ecuațiile canonice sint 


Xa + Baa + Braa + io = 0 
aXXa + Baa + dX + dz =0 p 
Oa Xa H 82X + Basa + 3o =0 


Cu ajutorul diagramelor și al regulii lui Veresceaghin se determină coeficienții 8; 
fă 2 8 
Ep = 2|— L- 02 bl=— P 
a ( 2 ) 3 A+ 21-11 3 Li 


1 210 
EBp=2 IAU Zis ZB 
Ac ttz 3 z! 
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EB = 21-01 21-21 61 
Ela = 0 

1 
Ea =2 pati m SË 
Elda = 0 


1 2 1 ; 4 
Elo = z Pit 3 PURI = g PI 


1 l PIL 1 PI 1 5 
2 = = PL (- —|2PL+ = | Dee l= PE 
E1829 z”! K- D)+ 1E +7) Di a z 3 3 
Big È pasti EPLI m Z Pe 
3 ` 2 2o 
Făcind înlocuiri în sistemul de ecuații, rezultă è P 
8 4 
— BX, + 3PX, + 7 PB =0 
3 3 
=: RĂ, = PE E 0 
3 7 6 
3 
3PX, + 61X; + zl 0 
Rezolvind se găseşte 
1 i 1 
R= X% = 0; pocng 


Se determină acum momentele în colţuri, suprapunind efectul forței P (fig. 11.15, b) 
cu cel al eforturilor X, și X3 


a 
`M, =0+0 = Xl= — Pl 


1 
Ma = 0 +0 Xz = Pl 


1 1 1 
M, = PI— Pl Pl= — PI 
2 4 4 


1 1 1 
M, =0— > PL+ Pls- PL 
2 4 , 


4 
Cu aceste valori se construieşte diagrama de momente din figura 11.15, f. 
Se observă că la calculul lui E182 diagrama M° de pe rigla de sus s-a ìimpărțit într-un 
trapez și un triunghi : pentru trapez, s-a aplicat direct regula dată de tabelul 10.1, 
i 11.8. Să se construiască diagrama momentelor încovoietoare pentru cadrul cu trei arti- 
culații din figura 11.16, a. ` 
Avind trei articulații, cadrul este triplu static nedeterminat. Se obţine sistemul de bază 


„din figura 11.16, b, înlocuind articulațiile 1 și 3 prin reazeme simple şi introducind o articulaţie 
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în imediata vecinătate din stînga nodului 5, În acest fel, suprimarea legăturilor cere introducerea Se scriu coeficienții bip cu regula lui Veresceaghin, ținind seama că stilpii au momentul 


mecunoscutelor X, Xa, X; din figura 11. 16, b. Se observă că la reazemele 7, 3, unde s-au supri- : de inerție Z, iar rigla 21, ului i de-a d iile di = 
mat legături exterioare, se introduc o singură dată mărimile X,, X, pe cînd la legătura interi- w merh d giela 2 Ta calea Coenin tia diz sa folosrae dee dieptal relatii: dy tahe 
oară 5, cuplul X; se aplică de două ori, adică ambelor porțiuni ale cadrelor care se întîlnesc 
în acel punct, î ` | 


1 2020 1 302 28 E 


E3, -2 2 
EET 3 3 21 3 3 T 
j 1 20 1 4 B 
: Eða = 2 o 30 e = 
+ Po I 3 tar SQ) 3 I 
1 3 l 
f ir. 2-2 w 
} b= 7 3 I 


i? 
1 9 ph 
E 3 gs 
i Bio = ză 3 8 1 
í 
È Edo = 0 
; spa 
: a PL (1) 
: 1 8 9 pb 
i Esop . . 
| 27 3 16 T 
i 1 (WA 1 21-38-20) . 17 e 
? Edi . H=. x A 
i T 3 21 2 31 
| E 
! 1 38—2)(—1) 1 3i 2—1) 1 a 
Eòs Pa et i 
21 6 aa 3 2 T 


EŠ, x 3—24) E a 
5 sr 2 2 1 
Se înlocuiesc valorile în sistemul de ecuaţii de condiţie, simpliiicind cu T 


i 28 17 1 9 
i , BX, BX, RX, — — pt = 0 
i i E E A 


Ș i AS 34 3 
„Fig. 11.16 . 3 BX Pat BX =0 


În figura 11,16, c, d, e, f s-au construit diagramele de momente ale sistemului de bază, 
pentru sarcina exterioară p și pentru eforturile X, = 1, X; = 1, X; = 1. 


„Se scrie sistemul de ecuaţii de condiţie 


E Aa . Eliminind numitorii şi făcînd simplificări, sistemul devine 
Baa + sat Sis Xs + do = 0 i 3 i 


ee Bee e 9 pp=0 
Da ae ai să de Titi i 


3 3 ` i 224 Xıl — 136X! — 12X; — 27 pt = 0 
X, + Boa + dace + So = 0 | 
31% 33X3 + Sas zi 50 i F i L 04%, 4 68X + 93,0 


Boa + Bss Xa + Sss Xy + So = 0. | — 24X,l + 72 Xal +- 48 X; — 27 pÊ = 0. 
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Se rezolvă sistemul prin determinanți, obţinînd 


g AD 5061678 _ si 
17 a 2032008 Sp 
AX)  — 5184 pE 
x, 0,013 pl 
z A 403 20022 ? 
AX)  264384pi 
xp = A PL 0,655 pl. 


A 


408 2008, 


Rezultă că X, are sens contrar celui din desen, adică este dirijată tot spre dreapta. Se 
află reacţiunea orizontală din articulația 2 


H, = X, + | X;| = 0161 pl. 


Se scriu momentele în diferite puncte ale cadrului, notîndu-le cu doi indici: primul indice 
arată nodul, iar ambii indici arată bara la care se referă 


M4=0 ` 

Ma = — 0,148pl- 21 = — 0,296 pl? 

Mi-s = Mya = — 0,296 pt 

Mona = X; = — 0,655 pl 

Mas = 0 

M; = — Hp 21 = — 0,822 pt 

M; = Ha" 21 — X; = 0,322p° — 0,655 pl = — 0,333 pl 
Me-s = — Xg: 21 = 0,026 pt 

Mas = 0. 


Cu aceste valori se construieşte diagrama de momente încovoietoare din figura 11.16, g. 
În mijlocul riglei 4—5, momentul are valoarea - i A 


9 0,296 pl? + 0,655pl 
pe a = PL — 0,650pte, 


Aplicind principiul suprapunesii efectelor, se poate construi și diagrama de momente 
încovoietoare pentru cadrul care ar fi încărcat pe ambele rigle, ca în figura 11.16, h. În acest 
scop se observă că, dacă s-ar încărca numai rigla din dreapta, diagrama din figura 11.16, g, s-ar 
inversa, partea din stînga trecînd în dreapta și invers. Încărcînd ambele rigle, se obţine o dia- 
gramă dată de însumarea celei din stinga cu cea din dreapta. Se obţin astfel momentele 


My- = Mg- = — 0,296 pi -+ 0,026 pt = — 0,270 pt 
Mya = Ms = — 0,655 pl? — 0,333 pl: = — 0,988 pe. 
La mijlocul riglelor ` 


0,026 — 0,333 
M = 0,650 pt + z PÈ = 0,497 pë. 


Pe stipul mijlociu rezultă moment nul, 
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| 
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11.9. Să se determine eforturile în barele grinzii static nedeterminate din figura 11.17, a 
dacă toate au aceeași rigiditate EA. : E rin Ă 
upranumerară, grinda este simplu static nedeterminată, Se formează sis- 
PIE ulii ari supra pi bare, die figura 1117, b, şi introducînd în ea efortul static ne~- 
determinat X,. 
Se determină, succesiv, eforturile în bare N°, produse de sarcina exterioară P (fig. 11.17, c) 
și apoi eforturile n, produse de forța X = 1, aplicată în bara tăiată 1— 4. 


LEA 


2 d wY 


Fig. 11.17 


Pentru schema din figura 11.17, c, în bara tăiată nu există efort. Ca urmare, echilibrul 
nodului 4 arată că şi în barele 4—2 și 4— 3 efortul este nul. La schema din figura iLa, 
aplicîndu-se două forțe interioare, egale, reacțiunile în reazeme sînt nule. În bara 1—4 efortul 
este n = 1. Se determină ușor eforturile în celelalte bare. 


Pentru ușurința calculului se întocmește tabelul 11.1. Coeficienţii din ecuaţia (11.2) sînt 
EA õi = E Nẹ nils = — PI(2 + V2) 
EA du = Eri 4 = 201 + V2). 


Necunoscuta static nedeterminată este 
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Tabelul 11.1 


Efortul 
i Efortul 
ri prodi 
Bara | Bimea de P ae pai On ti mi N =N? + Xy 
; N i i i Wi 
, 1 i 
12| a P | -yz Y2 p u2 ÎN -2 V2 p=osp 
1—3] 1 P -~V 2/2 Vă p U2 | Na = p-V2.V2 posp 
2—4| 2 o —Văn o u2 În -V2.V2 pop 
2 2 
s-a] a o Vă o u2 Nu = -2V2 posp 
2— E 3 
2 | Va | —V2P 1 2P Vă |Na = -Vae pe P=—0,7P 
1—4 | Vă 0 1 0 Vă Nua = 0,7P 
Suma | — zi — |—2(2+V/2)]24(1+V/2) = 


Efortul real într-o bară se află prin suprapunerea efectelor 
Ne = N} + X, 


şi se înscrie în ultima coloană a tabelului 11.1. 
S Pentru control, se poate verifica echilibrul nodurilor, cu valorile reale ale eforturilor din 

are. 

. 11,10. Să se determine reacţiunile și să se construiască diagramele T, M la bara simplu 

static nedeterminată din figura: 11.18. 

. Una din variantele posibile pentru sistemul de pază este cea în care se înlocuieşte reazemul 
simplu 2 prin necunoscuta X,. 

Se construiesc diagramele M°, m și se aplică teorema Mohr-Mazwell 


1 E 3 4 
Elba = — PE, L l pl 
2 4 8 
2 2 e 
EIb, == — = — 
ZoranS S 
Šo 3pl 
X% =-= L =V, 
i Sn 8 3 
Se află celelalte reacțiuni 
5 l {2 2 2 
v=p-7, pl. PA pe _ 3pl PE, 
3 2 8 8 
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Se construiește diagrama de forțe tăietoare, care dă secţiunea unde momentul încovoietor 


are un maxim algebric 


Momentul încovoietor într-o secțiune curentă 
este 


È  5plz x? 
PT OA SE a a Pie 


8 2 


iar valoarea maximă este 


F pe špil 5l p{3i\ _ ope 
ceai s 8&8 8 248 128 


Cu aceste valorise construieşte diagrama de 
momente reală. 


5. GRINZI CONTINUE. ECUAȚIA CELOR 
TREI MOMENTE. CAZURI PARTICULARE 


a STABILIREA ECUAȚIEI CELOR 
TREI MOMENTE 


Grinzile drepte avînd un număr oare- 
care de reazeme simple — numite gringi 
continue —constitue un caz special de sis- 


M, P 
© 
Cou 
4 k 
J x 
Mim SSSI) 
Uaz 
Soo | i 
EN 
TEL 
pl? 
128 
Fig. 11.18 


teme static nedeterminate, pentru care există o metodă proprie de re- 
zolvare, numită „ecuăţia celor trei momente“. 


Fig. 11.19 


Se consideră grinda dreaptă din figura 11.19, așezată pe un număr 
oarecare de reazeme simple și încărcată cu un sistem de forţe verticale 
oarecare. Dacă grinda are r reazeme simple, statica dă două ecuaţii, 
grinda, fiind deci de r — 2 ori statie nedeterminată. Dacă există și forțe 
orizontale sau înclinate, unul din reazemele din capătul grinzii se face 
articulat, iar reacţiunea orizontală din el se determină prin ecuaţia de 
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proiecţii pe orizontală, aşa că rămîn totr — 2 necunoscute static nedeter- 
minate, adică reacţiunile din reazemele simple intermediare. 

Se ştie, de la studiul diagramelor de momente încovoietoare ale 
grinzilor pe două reazeme, că pe reazemele simple nu există momente dacă 
grinda nu are console. Din contra, cînd grinda are console încărcate, apar 
pe reazeme momente încovoietoare. Din acelaşi motiv, pe reazemele 
intermediare ale grinzilor continue (afară de cele extreme) se produce 
momente încovoietoare. În cazul din figura, 11.19 există momentele înco- 
voietoare M,, Ma, Mz, M,. Desigur, cînd se cunosc reacţiunile Vo, Vi, ..., 
. + +3 V,, momentele pe reazeme M,, Ma, ..., M,- se calculează imediat. 
Invers, dacă se cunose momentele pe reazeme, se pot determina reacţiunile 
şi se pot construi diagramele de momente încovoietoare şi forțe tăietoare. 
Se vor lua deci, aşa cum se obișnuiește, ca necunoscute static nedeter- 
minate momentele pe reazeme. Pentru simplificarea problemei, se consi- 
deră că grinda are pe toată lungimea aceeași rigiditate BI şi că reazemele 
nu se denivelează. Pentru determinarea momentelor pe reazeme, se vor 
serie r — 2 ecuaţii de deformaţii. ý j 

Condiția de continuitate a fibrei medii deformate, adică egalitatea 
unghiurilor e, şi q, arătate în figura 11.20, dă cîte o ecuaţie de deformații 
pentru fiecare reazem intermediar. S-au luat; două deschideri succesive 
ale grinzii, limitate de reazemele n — 1, n, n + 1. Grinda continuă se 
poate descompune în grinzi simplu rezemate la capete, cum se arată în 
figura 11.20, b, încărcate, pe de o parte, cu forţele aplicate şi, pe de altă 


parte, cu cîte un cuplu pe fiecare reazem. S-a reprezentat, pe baza princi- > 


piulii suprapunerii efectelor, diagrama, momentelor încovoietoare pentiu 
porțiunea, de grindă cuprinsă între cele trei reazeme. Forțele aplicate pe 
grinzile considerate simplu rezemate dau diagramele de momente încovo- 
ietoare notate cu M,. Acestora li se adaugă triunghiurile date de momen- 
tele pe reazeme Ma- Mas Musa -Grinda din stînga, cuprinsă între reaze- 
mele n — 1 şi n, are lungimea. ],, notată prin indicele reazemului din dreap- 
ta. În mod analog, grinda din dreapta are lungimea, lp: Unghiul ọ, pe 
reazemul n al grinzii din stînga, rezultă din efectul sarcinilor de pe des- 
chiderea 1, şi din efectul cuplurilor M,-, M, de pe cele două reazeme. 
Sarcinile de pe grindă dau, conform teoremei grinzii reciproce, un unghi 
egal cu reacţiunea grinzii reciproce în reazemul n. Această reacțiune este 
egală cu momentul statie S,- al diagramei de momente M, de pe inter- 
valul n — 1, n, calculat faţă de reazemul n — 1, împărțit prin deschiderea 
ln, adică A 


Boala BI. 


De asemenea, cuplurile pozitive M,-ı şi M, produc, în reazemul n, 
un unghi de acelaşi semn cu cel dat de sarcini, a cărui valoare s-a stabilit 
la problema 10.1 


Mele My aln z 
381 6EI 
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Însumînd valorile calculate mai sus, se află unghiul 
Sa-a y Mace | Mala, 
EI 6EI ' 3EI 


În mod asemănător, sarcinile și cuplurile aplicate pe grinda n, n + 1 


Pa 


produc pe reazemul n un unghi 


Kata zE Maluri + Marilata, 


M 


la+ BI 3EI 6EI 


Ma A 
pse 
iiil 

Mn 


Conform figurii 11.20, unghiurile ș, şi q, sînt egale şi de sens contrar, 
deci suma lor este nulă. Scriind aceasta, 
4 " 1 Sa Sara Hnila Mala M alasa Mota lara ) = 0 
“+= rl ap ee pata eta pata ati.) = 0, 
simplificînd şi ordonînă, ecuaţia se transformă în 


Sa a =0. 


la latı 


-= 


Maila + 2Ma(lu + lt) Marilar +e( 
P la lata 
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Expresia din ultima paranteză, notată prescurtat cu A, : 
Sa, 8 
Lp = Am (11.5) 
în lati 
reprezintă reacţiunea grinzilor reciproce n — 1, n şi n, n + 1 în reazemul 
mijlociu n. Ea rezultă din suprafața de momente de pe intervalele alătu- 
rate În Şi ln+u construită ca şi cum grinzile 1, ȘI layı ar fi simplu rezemate 
la capete. 
Cu această notație, ecuația de mai sus se serie 


Mae + 2 Malle H lut) + Multa + 64 = 0. (11.6) 


Această relație poartă numele de ecuaţia celor trei momente sau ecuația 
lui Clapeyron. Ea reprezintă o relaţie liniară între momentele încovoie- 
toare de pe trei reazeme succesive. Luînd, rînd pe rînd, cîte trei reazeme 
succesive, se pot scrie atitea ecuații de acest fel cîte necunoscute statie 
nedeterminate are problema. 

"În cazul mai general, cind grinda, are denivelări la xeazeme, de valori 
us fa - - -„ ecuaţia celor trei momente ia forma, generală 


Maila + 2M( + ları) + Marilot + 64, + 
| cer (fa Fa + fara jesi Ía ) 0. (11.7) 


n lari 


b APLICAREA ECUAȚIEI CELOR TREI MOMENTE LA GRINZI 
ÎNCASTRATE LA CAPETE 


Ecuația lui Clapeyron se aplică grinzilor ce au numai reazeme simple, 
numărul momentelor pe reazeme fiind r — 2, dacă numărul reazemelor 
este r. Se pune problema să se aplice această ecuație unei grinzi cu capete 

` 2 încastrate, de forma celei din 
figura 11.21. 

Pentru aceasta, încastrările 
se înlocuiesc prin cîte două rea- 
zeme simple la distanță nulă 
unul de altul. La exemplul din 
figura 11.21, aiplicînd acest pro- 
cedeu, în locul încastrării 7 apar 
reazemele simple 0 şi 1, cu 1,=0, 

Fig. 11.21 reazemul 0 fiind în capătul 

& grinzii, deci fără moment, iar 7 

„devenind reazem intermediar, deci eu moment. În mod analog, încas- 

trarea, ô se înlocuiește cu reazemele simple 5 și 6, avind 14=0 și M,=0. 

Se seriu apoi ecuaţiile celor trei momente succesive pentru grupele de 

cîte trei reazeme 0, 1, 2; 1, 2, 3; 2, 3, 4; 3, 4, 5; 4, 5, 6, obţinînd 
un sistem de 5 ecuaţii, care determină cele 5 necunoscute. 
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aei e i aC ăte 


€. CALCULUL REACȚIUNILOR ŞI CONSTRUCȚIA 
DIAGRAMELOR T, M LA GRINZI CONTINUE 


Se consideră grinda din figura 11.22, a, încărcată cu două grupe de 
sarcini cunoscute : 

— o grupă formată din forțele Fi, Pe, ..., Fa său orice alte forțe 
(inclusiv cupluri) aplicate pe deschiderea. grinzii : , 

— a doua, grupă formată din cuplurile M, și Ma, aplicate pe reazeme. 
Notând cu prim” şi „secund” efectele celor două grupe de sarcini, se pot 
calcula reacțiunile grinzii : 


A XFaa 
PT, Vp E 
pp = Mea = — vi. 


Reacţiunile Vi, V3 sînt egale şi de sensuri contrare. E 
Ga urmare, reacţiunile obţinute prin principiul suprapunerii efectelor 
sînt FI S 
ni m DFib — : 
nent hem ta 


(11.8) 
IF, Ma — M; 
l l 
. A ERA > le 
Analog, prin suprapunerea efectelor se poi construi Ușor diagramele 
T, M. Dack S notează cu M, = M' şi T, = T' eforturile datorite primei 
pe de sarcini şi cu M, =M” şi T, = T” cele datorite grupei a doua, 


Y, = V3 + Vz = 


_se pot scrie eforturile într-o secțiune oarecare a grinzii (arătate pe fig.11.22) 


M, — M, 
A 


T = T, + Ta = Ti+ 
(11.9) 

w E 

M= M, + M, = M, + MS Mae. 


Determinarea eforturilor în grinda continuă se face absolut la fel, 
locul cuplurilor M,, M, de mai sus fiind luat de momentele încovoietoare 
de pe reazeme, arătate în figura 11.20. aan , 

Se precizează că la grinda continuă V; şi V; sînt reacțiunile datorite 
sarcinilor de pe grindă, considerată simplu rezemată în: punctele Z şi 2 


„(deci tăiată din grinda continuă), iar Vy și V, sînt reacțiunile date de 
momentele încovoietoare de pe reazeme, calculate prin ecuația celor trei 


momente. i z Aaaa 

Este cazul a scrie o expresie mai generală a reacţiunii într-un reazem 
n, ţinînd seama că el aparține la două grinzi alăturate, de lungimi 7, și 
lat cum se vede în figura 11.20. 
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Reacţiunea în reazemul n se compune din : 
__— O parte static determinată Va, datorită încărcărilor de pe cele două 
grinzi alăturate 1, şi la considerate simplu rezemate la capete. Această 


l ŞI 
Er 
TIT 


JI 


Fig, 11.22 


parte este formată din. doi termeni „iai 


pentru deschiderea din stînga 
n 


ZF 
şi b peùtru deschiderea din dreapta, deci 
ntl 


2ra + ZFib; N 


Va 
în lati 
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— O parte statie nedeterminată, datorită momentelor M,-1, Mas 
Me. Se observă formulele (11.8), care arată că momentele M, şi Ma 


din capetele grinzii dau o reacțiune —2 =+ în reazemul din stînga 
si o reacțiune Ma Aa tm cel din dreapta. În cazul figurii 11.20, 
momentele de pe grinda din stânga, dau în reazemul din dreapta n o reac- 
M, Ma iar cele de pe grinda din dreapta dau în reazemul 


n 
din stânga n o reacțiune Ma Ma, „astfel că reacţiunea statie nede- 


ţiune — 


wti 
terminată este 


5 M, — Mai + Maty — Ma y 


ln laii 

Reacțiunea întreagă în reazemul 2 este deci 

Va = V, 4 Pa E Ie M, — Ma- } Mori — Ma E 
la lati la lati 

În mod analog se determină reacțiunile în toate reazemele şi se pot 
„construi diagramele 7, M. La construirea acestor diagrame, în. special 
esle de momente încovoietoare, se poate folosi principiul suprapunerii 
efectelor. . : 

Expreşiile de reacțiune „static determinată” și „statie nedeterminată” 
sînt convenționale, elereprezentînd cele două componente ale unei mărimi 
unice — reacţiunea din reazem. 


pu 
n 


(11.10) 


d. GRINZI CONTINUE CU CONSOLE 


Se consideră o grindă continuă cu consolă, ca în figura 11.23. Ecuația 
lui Clapeyron se aplică la trei reazeme succesive, nu la console. Se poate 
înlocui consola, cum se vede pe desen, prin o forță şi un cuplu aplicate 
pe ultimul reazem. Momentul înco- 
voietor pe reazemul cu consolă poate 
fi seris, în cazul de faţă, de-a dreptul 
M, = — Fc. Se ajunge astfel la o 
grindă fără consolă la care se aplică 
ecuaţia lui Clapeyron în modul cu- 
noscut. Aşa, de exemplu, pentru ca- 
zul din figura 11.23 se serie 


2 Mila + Moe + 64, =0 


Mat 2Ma(la4-l3) + Mals + 64; = 0 i 
M, = — Poe. Fig. 11.23 
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Se observă că s-au scris două ecuații ale lui Clapeyron, cu care se deter- 
mină necunoscutele M, şi Ma. calculul lui A, intră numai suprafețele 
de momente statie determinate, haşurate pe desen, nu şi suprafața de 
momente de pe consolă, nici cea dată de cuplul M,, aplicat pe reazemul 3. 
Evident la construcţia, finală a diagramelor T, M se va include şi consola. 


e METODICA DE CALCUL 


Pentru rezolvarea unei probleme static nedeterminate prin ecuația 
celor trei momente, succesiunea calculelor va fi : : 

— numerotarea reazemelor, cu eventuala trnsformare a reazemelor 
încastrate sau a consolelor ; 

— construirea diagramelor de momente M,, considerind fiecare 
deschidere ca o grindă simplu rezemată la capete ; 

— calcularea mărimilor A, pentru toate reazemele intermediare ; 

— scrierea ecuațiilor celor trei momente şi calcularea momentelor 
pe reazeme ; $ 

— calcularea reacțiunilor, cu relaţia (11.10); 

. — construirea diagramelor T, M, ultima de preferat prin suprapu- 

nerea efectelor. 


1. GRINZI CU 0 SINGURĂ DESCHIDERE 


Un caz particular de grinzi drepte static nedeterminate îl constituie 
ginzile, cu o singură deschidere : grinda cu o încastrare şi un reazem simplu 
(fig. 11.24) şi grinda, încastrată la ambele capete (fig. 11.25). 

La grinda dublu încastrată (fig. 11.25), înlocuind încastrarea 7 prin 
reazemele simple 0, 7, încastrarea 2 prin reazemele 2, 2 şi știind că } = 0, 


ÄR A h R 
a 


M AEN 
+1] 
tiTI[[]| niil 4 


Fig. 11.24 Fig. 11.25 


la = ln l = 0, M, =0, M, = 0, se scrie ecuaţia celor trei momente pen- 
tru grupele de reazeme 0, 1, 2, şi 7, 2, 3 


2M, + Ml +64, = 03} 
MA + 2M + 64; = 0. 
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Rezolvarea acestui sistem dä 


2 2 
M, = — -7 4: — 4); M, = — 7 24 — Aa). 
La rîndul lor, expresiile A, şi A, sînt 
N N 
AST AS 


unde s, și S, sînt momentele statice ale diagramei de momente statie 
determinate (M,), față de punctul 7, respectiv 2. Rezultă 


2 
M, = —-% (29, — 3); M, = — A (282—891) (La) 


Pentru grinda cu o singură încastrare — în punctul 7 — ecuația 
celor trei momente este, cu M, = M, = 0, 


2M + 64, = 0, 
iar soluția ei este 
; 3A, 38a 


a A 
l Li 
Pentru calculul reacţiunilor și construcţia diagramelor T, M, se 
aplică procedeul arătat la grinda continuă. 
Relaţia (11.10) ia următoarele forme particulare : 
— la grinda dublu încastrată 


(13.12). 


M, — M. M, — 
vı = Vis E că F: = Va -2 (11.13) 
— la grinda cu o încastrare şi un reazem simplu 
M x. 
V, = Vas me Vz = Vs + 3S (11.14) 


unde Fıs, Vas sînt reacţiuni datorite sarcinilor (exclusiv M, M;) în 
grinda considerată simplu rezemată la cepete. 


PROBLEME 


11.11. Să se calculeze reacţiunile și momentul din încastrare și să se construiască diagra- 


“mele T, M la grinda din figura 11.26 încărcată cu o forţă F. Să se particularizeze rezultatul 


P ` 
entru a= b = —. 
P 2 


Diagrama momentelor încovoietoare pentru grinda presupusă static determinată, adică 


simplu rezemată la capete, este triunghiul ABE, avind momentul maxim în dreptul forței, de 
valoare 


ab 
M, = DE = F T! 
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Pentru a aplica formula (11.12), se calculează momentul static al triunghiului A BE faţă de 
reazemul 2, adică $;. Se ştie că abscisa 7 sau 2” a centrului de greutate C al acestui triunghi 
este media aritmetică a. absciselor celor trei virfuri 


F - Otal, 0O+b+? b+l 
v [i Es Ei 
3 3 3: 
A Z 
7 (Z z l p bb p+, 
Tra l 3 6 


Aplicînd formula (11.12), rezultă 


35, Fab(b + d F(E — b?) 
M a ea E ads d ci a, ae 
Ra m=- t = 


Momentul din încastrare este negativ și se poate 
construi diagrama momentelor încovoietoare prin 
suprapunerea efectelor, ca în figura 11.26. Reacţiunile 
sint date de formulele (11.14). 


£ 


7 Dacă forţa este aplicată în mijlocul grinzii, se 
înlocuiește a = b = 1/2 în formulele precedente şi 
LA rezultă 
e x E- TE Li 
%2 TF (3 Să ) 3 
AL = — F —— m TTF 
Fig. 11.26 ii 2 T716 
vo MaE E lp Ro bea r 
z n F Bra R e A F, 
i l 2 16 16 7 a + 16 


i Se poate determina secţiunea 2, în care momentul incovoietor se anulează, scriind, de 
exemplu, suma momentelor din stinga secţiunii : 


Mae = — IMI + Viry =0. 


În această relaţie, semnul momentului apare în ecuaţie, așa că se înlocuiește doar valoarea 
absolută aflată mai sus È> E 


; 3 
a ML 6L, 
pusy 11 mi” 
onea F 
16 


Momentul încovoietor în dreptul forței F este 


M VARSAN 3 mapir lor 
=— | era a RIA pa 2 e li 
Ma Tr he g 16 162 32 


Se vede că acest moment este mai mic decit cel din încastrare. 
11.12.. Să se calculeze reacţiunile și să se construiască diagramele T, M la ginda din 
figura 11.27, încărcată cu o sarcină uniform repartizată p. 
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Pentru grinda static determinată, diagrama momentelor încovoietoare este parabola care 


1 
are la mijloc valoarea maximă z pl. Suprafaţa parabolei este 


iar: momentul static al acesteia faţă de reazemul 2 este 


pe l pi 
S = = za 
SET 2 24 E 
Se aplică formulele (11.12) și (11.14) cu obser- 
vaţia că 


pl 
Vis = s= 7 
Se obţine 
35S, 3pł* E 
m= S BE aP 
P 24 8 


3pl 
v=- y= 


Fig. 11.27 


Se vede că momentul din încastrare este egal; în valoare absolută, cu momentul pe care 
îl avea Ia mijloc grinda static determinată, De aceea, tinind seama de semne, momentul încova- 
ietor maxim este M, (în încastrare). 


pl 
Diagrama forţelor tăietoare este o linie dreaptă, care începe cu valoarea EY şi scade 


3pl 
pînă la — = , închizindu-se cu reacţiunea Va. 


Se poate calcula secțiunea qx, în care forța tăietoare se anulează, deci unde are loc un: 
maxim al momentului încovoietor, Este vorba doar de un maxim albgebric, căci s-a arătat că 
valoarea cea mai mare a. momentului încovoietor este cea din încastrare. 

5pl 5 


Ta = Vi Pas aice pot 03 z, zE 


11.13. Să se calculeze momentele din reazeme M,, M,, şi reacțiunile V, V, şi să se cona 
struiască diagramele M, T la grinda din figura 11.28, încastrată la ambele capete și încăr- 
cată cu o forță F. 

Orientîndu-ne după problema 11.11, cele două momente statice sînt 


Fab(b +1), Fab(a + 1) 
pd Sea 


înlocuind aceste expresii în formulele (11.11), se găsește 


2 [2Fabb +0: Fab(a + Ù Fab? 
B 6 6 [a 
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iar M, se află prin permutarea literelor a și b, așa că rezultă 


Fab 
e 


M=- 


Pentru reacțiuni, se aplică relațiile (11.13) 


l 1 l B 
Fa M,—M, Fa Fabb—a) 
M n a ATA A inc audi 


l l l B 


Se vede din aceste relații că dacă a > b, ca 
în cazul desenului, rezultă M, < Ma ṣi V, < Va 
adică reazemul din apropierea sarcinii se încarcă 
mai mult, 

Cu rezultatele de mai sus s-au construit, 
prin suprapunerea efectelor, diagramele M și 
T. Se vede că în lungul grinzii există două 
secţiuni în care momentul este nul și că în 
cazul sarcinilor verticale dirijate de sus în jos 
momentele din reazeme sînt negative. 

Acest exemplu arată că realizarea grinzii 

- static nedeterminate duce la distribuții mai 
avantajoase ale eforturilor, deci la eforturi unie 
tare şi deformaţii mai mici. 

11.14. Să se afle momentele pe reazeme și să se construiască diagrama M pentru grinda 

dublu încastrată, cu sarcină uniform distribuită, din figura 11.29. 

Simetria arată că 


Fig. 11,28 


l 
M, = M; = Ve 


Conform problemei 11.12, 


pt 
S. Bra 
am See a 
Prin aplicarea formulelor (11.11) rezultă 
2 t i 2 
M = M, = — 2È PE Pi 
e 24 24 12 


11.15. Să se calculeze momentele pe reazeme, 
reacțiunile și să se construiască diagramele T, M la 
grinda din figura 11.30. Aplicaţie numerică: 2 = 2m, 
pl= F = 500 daN. i 

Se determină mai întii reacțiunile suprafeţelor de momente pe reazeme, care sînt supra- 
fețele haşurate din figura 11,30, b , 


Fig, 11.29 


2 pei pt 1 Fl l Fe 
m ora E ie ia ARO: a agita Ade Sa 
ge pa Dia Da A drd dr. ia 2 16 


Fb M,—M, Fb Fab(b— a) ` 
4% f z (| ) 


Se scriu ecuațiile celor trei momente pentru grupele de reazeme 1, 2, 3, ; 2, 3, 4; 3, 4, 8 
Ml + AM + Mal + 64; = 0 
Mal -+ 4AMgl + Ml + 643 = 0 
Ml + AM + Ml GA, =0 
M, = M; =0. 


Fig. 11.30 


Se înlocuiesc valorile calculate As, As, A, și sistemul de ecuații devine 


2 


PË 
4M +M, +6 — =0 
2t M; + T 
M, + AM + M= 0 

Fi 
Mat 446 =0. 


Rezolvarea acestui sistem duce la următoarele soluţii 


30 pt + 3FI 2p + 45Fi ` 8p + 12F1 
E E Pad ace iti | M me 


448 448 


ET 448 


Se continuă calculele cu aplicația numerică dată i 


pl=F=500daN; 1=2m 
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30 - 500 - 2 -+ 3» 500:2 


M = — = — 73,6 daN-m 
448 
2-500- 2 -+ 45 - 500 - 2 
M 5o at 49 104,9 daN + m 
448 
8- 500-2 + 12- 500-2 
M Ba 44,6 daN: m. 
t 448 
Se calculează reacțiunile 
M; — Mı  —73,6—0 
Mari Ma D000, zi 36,8 daN 
l 
M — „6 — (— 73,6 
Ma — Mi Me- ) — 59,1 daN 
1 2 
Me — M, = 104,9 — 44,6 
aii ooa 74,8 daN 
z 2 
— M, 0+ 1049 
Vs M OTI sa daN 
z 2 
T M,— M; 
yoliga A = 250 — 36,8 = 213,2 daN 
2 f 
= M, — M, 
LA z E : M pe 2 — 250 -+ 36,8 + 59,1 = 345,9 daN 
1 
at —M, - 
LA Ms E p Ma - 3. = — 59,1 — 74,8 = 133,9 daN i 
. = i; — M, 
yata Ma : M Ms — 4 + 250 + 74,8 + 52,4= 377,2 daN 
2 . : 
M; — M, 
v, = — a 744 — 250 — 52,4 =197,6 daN. 


Ca verificare suma reacţiunilor trebuie să egaleze suma încărcărilor pl + F = 500 + 
-+ 500 = 1 000 daN. š 


V, + Va + Va + Va + Ve = 213,2 + 345,9 — 133,9 -+ 377,2 + 197,6 = 1 000 daN. 
Momentele static determinate la mijlocul deschiderilor Z—4 și 4—5 sint 


2 ’ FI 500-2 
PE LR L 125 daN- m; P = 250 daN: m. 


Se construiesc diagramele M, T. 
Diagrama momentelor încovoietoare se construiește pe principiul suprapunerii efectelor 
iar diagrama forţelor tăietoare prin puncte. Din examinarea diagramelor se vede că momentul 
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încovoietor devine maxim (acolo unde forța tăietoare se anulează) în următoarele secţiuni : 
undeva în stinga mijlocului deschiderii 7—2, pe reazemele 2, 3, 4, şi în dreptul forței F. 
Cel mai mare moment încovoietor este cel din dreptul forţei F şi are valoarea 


Fi M 104,9 


Mmaz > + = 250 z 197,6 daN - m. 

11.16. Să se construiască dija- - 
gramele T, M, la grinda din figura P 
11.31. 


Se înlocuiește iîncastrarea priù 
două reazeme simple 0 și 7, iar în lo- 
cul consolei se aplică pe reazemul 4 o 
forţă de valoare pa şi un moment 
M, = — pa2]2. Se scrie apoi ecuaţia 
celor trei momente pentru grupele de 


cîte trei reazeme: 0, 1, 2,; 1, 2,3; M 
2, 3, 4. 


a, 
M0 + 2M + Mal + GA, =0 z 
MI + SĂI + Myl + 6A, = 0 ' 
Mal + aM a ai o a D 
za! ri 
Se observă că -~ Spas ai 
Mo =0, A =Ap=49=0 azi N Ipe 
pa jt 
M = — aS Fig. 11.31 
Sistemul de ecuații se transformă în 
2M, +M, =0 
i 
M, + 4M, -+ Ma = 0 
pa? 5 
M, + 4M; = =0, 
iar soluțiile sale sînt 
r 2 2 
pa 
M, = = — 3$ ; 
My i Mı 52? 
7pa pa 
MW = ; M = — — 3 
3 52 Lă 4 2 
Se calculează valorile reacţiunilor astfel 
M— Mo p, M-—-M, 3p, M, — Me 9p Ma — Ma 33pa? 
= L; A a —— m SLOE 
l 52? j sa? ] isa? T EET) 
v-M _ 390 
Li 521 


220 ce 1801 337 


y. M, — M, M, — M, 3pa? m 9pa? 12pa? 
R l l 52 520 "52 
y. M; — M, M — M; 9pa? 33pa? 42 pa? 
j z i 521 52 52 
M, — M, 33 pa? 
Va = pa — = pa Dă f 


Ca verificare, suma reacțiunilor trebuie să dea forța pa 


3pa  12pa? 42pa? 33 pa? 
i Ve Va Va Vya E = = pa, 
at Vet Vst Vo cart “zar sa PAY gag > PA 


Cu valorile calculate -se construiesc diagramele din figura 11.31. Se observă că efectul 
încărcării de pe consolă scade, în ce priveşte T și M, pe măsura îndepărtării de locul de aplicare 
a sarcinii, 

11.17. Să se determine, la grinda continuă din figura 11.32: æ) ce denivelare trebuie să 
sufere reazemul 2pentru ca momentul pe el să fie nul ; A) ce denivelare trebuie să sufere reazemul 
2 pentru ca reacţiunile pe cele trei reazeme să fie egale. 

«) Momentul: nul pe rea:emul intermediar. Se foloseşte ecuaţia celor trei momente pentru 
grinda cu denivelări la reazeme (11.7), în care lp = lny = l; Mpa = Map = 0; Mn = M3; 
În = fh; faa = fata = 0; An = Ap și rezultă 


-2 
AMI + 6A, + SEI (22%) =0. 


Reacţiunea grinzii reciproce în reazemul 2 este 


Anulind momentul M, ecuația devine 
pP Elf 
12 T= 


deunde 
pup, 
D4EI  384E1 


h= 


Dacă grinda ar fi de deschidere 27 şi simplu re- 
zemată la capete, deci dacă reazemul 2 n-ar exista, 


Fig. 11.32 săgeata la mijloc ar fi 
p _ 5p(20€, 
* 384 EI 


1 
Deci, dacă reazemul 2al grinzii din figura 11.32 coboară cu 3 fa, momentul pe el dispare. 
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B) Reacțiuni egale pe cele trei reazeme. Dacă reacţiunile sînt egale, ele au următoarea valoare 
comună 


2pl 
V, = V, == Vo 3 . 
Pe de altă parte, reacţiunea V, se poate scrie 
pl pl Ma — M, M; — Ma 2M, 
Ve i i pl— 3 
2 2 L l l 
M, = M; =0. 
Se egalează cele două valori V și rezultă M3 
2pi 2M, lil 
Pa pl — T a Pa 


Se foloseşte aceeaşi ecuaţie a celor trei momente de mai sus, în care M este cunoscut, 
şi se caută fz 
12EIfə pÊ pe 12EIfs 7p 


0; 42—1+6 0; > 
RAET l R= 87 


AM + Bg — 


11.18. Să se calculeze momentul M,, reacțiunile şi să se constriască diagramele T, M 
la grinda încărcată cu un cuplu Mọ ca în figura 11.33. 

Transtormată în două grinzi static de- IS 
terminate, grinda se prezintă ca în figura 
11.33,5, unde reacţiunile sînt 


v=- Wa 


Reacţiunea suprafeţei de momente în 
xeazemul 2, ținînd seama de semnele dia- 
gramei de momente, are expresia 


M l 1f(2 1 Maol = 
P sia 76 
ii 2 2. 2 (3 :)] E 7 


_ “"Ținnd seama că M, = Mg = 0, ecua- 
ţia celor trei momente se scrie 


AM + 64, = 0, 


7H 
l 


Fig. 11.33 


Mo. 


de unde 
3A, 3 M 
Ma 2 pa 
2 24 24 
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16 € 


Reacţiunile sint 


Ma —M, žá M 


„AN ini AREE 
i l 161 

Ma — M  M—M, M, M 9M, 

Vy = Vas 2 “ryg 3 Pa a CAREN _ g: 

ñ z 2 164 si 


` My— M, M Mp 11M% 
Va =} Vys — = 2 s 
iz as l RET 161 


Ca verificare, suma reacţiunilor trebuie să fie zero 


M 9M 17M, 
AA T T ETA 


Momentul încovoietor maxim are loc în 'dreptul cuplului Mọ şi, conform figurii 11.33, 
valoarea sa este 


1 1 
Mmaz = -y Mo + 3 de m Mo 


6. DEPLASĂRI ÎN SISTEME STATIC NEDETERMINATE, 


După rezolvarea nedeterminării, Geplasările într-un sistem statie 
nedeterminat se pot calcula, prin metodele cunoscute. 

La, grinda dreaptă static nedeterminată se poate aplica oricare dintre 
metodele studiate în capitolele 6 şi 10. 

În cazul- folosirii metodei Mohr-Maawell, deplasarea într-un punct 
oarecare, Z, este cea arătată în relaţiile (11.3) 


SSE ar Spa a Bi i (11.15) 


Se cunose notaţiile stabilite : 

M° — momentul încovoietor într-o secţiune oarecare a sistemului de 
pază, datorit forțelor exterioare date; 

m; — momentul încovoietor într-o secțiune oarecare, datorit sarcinii 
unitare aplicate în punctul și pe direcția de aplicare a necunoscutei static 
` nedeterminate X, ; i . 

M — momentul încovoietor într-o secțiune oarecare a sistemului 
static nedeterminat real. ; 

Întrucât „prin definiție, sistemul de bază, încărcat cu sarcinile exteri- 
oare și cu necunoscutele static nedeterminate, este ethivalent sistemului 
static nedeterminat real, rezultă că momentul M este dat de suprapunerea 
efectelor în sistemul de bază 


M = W + mX + MX H e... H MgpXa (11.16) 
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Deplasările din relația (11.15) au fost definite în formulele (11.4). 
Înlocuind aceste expresii în (11.15), rezultä i 


1 o, 
ă = Zr (mma + X, (mm do + 


+ Xaţ mm de AER). X, mame] 3 


Pentru simplificare nu s-a mai scris semnul Æ din relaţiile (11.4). 
Expresia de mai sus se poate transforma 


1 
3, = FT f (M, + mX, t mX + -o +H MAn) mda. 
'Pinind seama de (11.16), expresia deplasării devine 


SES ( imas. (11.17) 
BI . în 
Relaţia, obţinută se interpretează astfel : într-un sistem static nedeter- 
minat, solicitat la încovoiere, deplasarea într-un punci oarecare se obţine 
cu formula Mohr-Mamwell, în care intervin momentele încovoietoare reale 
din sistemul static nedeterminat şi momentul sarcinii unitare aplicate în sis- 
temul de bază. 
Aplicînd regula, lui Veresceaghin, relaţia, de calcul devine 


1 
è = Di Ag 
EI Yoy 


unde A este, suprafaţa, diagramei reale de momente a sistemului static 
nedeterminat, i 


Fig. 11.34 a" 


Concluzia, este valabilă și pentru sisteme în care se produc alte feluri 
de eforturi: - $ - | 

Ca, aplicaţie, se va calcula, unghiul de rotire în colţul 3 la cadrul din 
figura 11:3. Diagrama M este desenată în figura, 11.3, g. Ca sistem de 
bază se poate lua unul din cele două reprezentate în figura 11.34. Întru- 


34i 


cît la cadrul din figura. 11.3, g diagrama de momente este liniară pe bara 
verticală, şi parabolică pe cea orizontală, este preferabil sistemul de bază 
din figura, 11.34, a, care dă 


1 1, pb 2 pb 
Ò = Q3 = — l ) : 
BI 2 16 3 48EI 


PROBLEMĂ 


11.19 La inelul din figura 11.35, a să se calculeze variațiile celor două diametre, sub 
acțiunea forţei P. 
Momentul încovoietor real în secțiunea ọ din figura 11.35, a fost stabilit la problema 11.6 


P 
M = 0,182 PR — T R(1—cos p)= PR(0,5 cos e — 0,318). 


Pentru a afla lungirea diametrului orizontal, se ia sistemul de bază ca în figura 11.35,b. 
Momentul sarcinii unitare este 


m = Rose 


şi el există numai pe semicereul ABC. Se poate integra între limitele 0—xj2, Juind integrala 
de două ori 


3 


Er 


2 p2 7 ]2 f å 
8, = — MmRdọ = — ( PR (0,5 cos 9—0,318)- R-cos pR dp=0,15 
n = EI | pe k ( ẹ ) PR dọ 


Fig. 11.35 


Pentru variaţia diametrului vertical, se ia sistemul de bază ca în figura 11.35, c care dă 
=Rsin 9, 


de unde rezultă 


2 P. a crt PR 

— mRdg= — PR(0,5 cos ọ — 0,318)- R sin ọ*R di — 0,136 —— > 

2 = ar), MR de A e: se )- Rsin 9-R de = T 
Semnul minus arată că deplasarea. este de sens contrar forței unitare, adică diametrul 


vertical se scurtează. 


0 
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7. GRINZI PE MEDIU ELASTIC 


O grindă rezemaită pe toată lungimea sa pe un teren elastic poate îi 
asimilată unei grinzi continue cu număr infinit de reazeme foarte apropiate. 
Problema, se întilneşte curent la rezemarea pe sol a diferitelor grinzi şi 
în general la rezemarea oricărei bare pe suporţi elastici. 

Se admite că reacţiunea pe care terenul elastic o exercită asupra 
grinzii este proporţională cu săgeata, (denivelarea) grinzii. Mărimea, reac- 
ţiunii, pe unitatea de lungime a grinzii, se ia, după Winkler 

p = ko (11.18) 
unde k este o caracteristică a materialului elastic, numită modulul tere- 
nului, sau coeficientului de tasare, măsurată în daN /em2?. 

Înlocuind pe p în relaţia (6.5) şi ţinînd seama de sensul său, conform 
figurii 11.36, rezultă ecuația diferențială a deformației grinzii 


4, 
po ME OR PI 
dat 
respectiv 
x div k 
; — 2=0 11.19 
dai E PI, ( ; 


Cu notația 


P 


| Fig. 11.36 
ecuaţia diferențială se serie 


div 
2 1 AB = 
az + Bio 


Ea are ecuația caracteristică şi rădăcinile acesteia, 


1 + 4pt= 0; ra = BB; Tsa = — pB Eip. 
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Soluţia, generală a ecuației diferenţiale este 
o=—el(A sin Bæ + B cos Bæ) -+ e-®{0 sin fa + D cos Ba). (11.20) 


Constantele A, B, O, D se determină cu ajutorul condiţiilor la limită 
ale problemei. ' 


a. GRINDĂ DE LUNGIME INFINITĂ 


Se consideră grinda de lungime infinită din fig. 11.36, înărcată cu 
o forță concentrată P, într-o secțiune care se ia ca origine pe axa Oz. 
Conform principiului lui Saint-Vénant, efectul forței P la infinit este nul. 
Ca urmare, termenii din ecuația (11.20) care se înmulțesc cu e%, deci 
cresc mereu cu w, trebuie să fie nuli, adică A = B = 0, ceea ce reduce 
ecuația la 


v = 6-®™(C sin pa -+ D cos fa). 
Se poate scrie panta grinzii deformate 


2- pe-Bz (— O sin Be — D cos Be -+ O cos Be — Dsin pe). 
z 
Din motive de simetrie, în origine, fibra medie deformată are pantă 
nulă, adică 
s=0, Z ij 0=8(—-D+0); 0=D 

dë 
iar ecuația deformației devine 

v = Ce-fe(sin fa -+ cos 62). 


Pentru determinarea constantei C, se 


A A „serie că în origine, fig. 11.37, forța tăietoare 
; | este Tr=0 = — F sarcina P  repartizîindu- 
7 i. : ; ă 
| o “se în părţi egale celor două jumătăți de grin- 
dă. Se derivează de trei ori ultima, ecuație 
RaR 
2 2 dv i 
S? = — 90Opeifiesi 
Fig. 11.37 dz pete sin pi 
Aw ; 
— = 20p26- (sin fa — cos Bæ) 
dg? 
d 
— = 40B3e-Beos Ba, 
. T 205 b 
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Cu ajutorul ultimei derivate, se scrie expresia forței tăietoare 
div £ 
T = — BI, — = —BIA40B5e-f cos Ba. 
dg? 


Se aplică această relație în origine 


Tno = — 4EI,408? = — 


w|i 


de unde rezultă © = P/8 BEL. : A 
În acest; fel, ecuaţiile deformaţiilor și eforturilor devin 


P 
= ——— ee (sin Bg + cos Bz 
v SBHT, (sin B Bz) 
do __ P _ _ eesin Bo 
dz 482 EI, 


M= P e-8 (cos Ba — sinpe) 
48 
= — Poe cos fa. 


Se notează, pentru simplificare, funcţiile 


y = e“&(sin fe + cos Bz) 

Ma = e~% (cos Be — sin Be) (11.21) 
ha = e-%cos Pe ~ : 

na = e-Bsin fa. 


Il 


Cu aceste notații, deformațiile și eforturile se seriu 


v anen steg 
BBB, T 2k 
dv P 
Sa ie II 
ds - 4PEI, (11.22) 
-2, 
z6 Mm 
P 
Ta A Ey 
z% 
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Valorile funcțiilor n, Ny Na; Ma se găsesc în tabele, sau sînt date prin 
reprezentări grafice, ca în figura 11.38. Examinarea acestor curbe arată 
că funcțiile 2, na, Nz deci mărimile o, M, T, sînt maxime în origine. 
Se observă că efectul sarcinii P scade rapid. cu îndepărtarea, de punctul de 


1, 2% 


Fig. 11.38 


aplicaţie, fiind neglijabil pentru fz> 5. Cum funcţiile 4, m na 2u în. 
origine valoarea 1, rezultă că, 


P P P 
Umas = 5 Mma =; Panai = RGE. 


8B3EI, ? - 4B 


b GRINDĂ DE LUNGIME FINITĂ 


Se consideră o grindă de lungime , pe teren elastic, încărcată simetric 
prin două forțe, ca în figura, 11. 39. Schema poate reprezenta o traversă 
de cale ferată, sarcinile P Tind transmise de şine. Grinda de lungime finită 
poate fi înlocuită prin două grinzi de lungime infinită şi anume : 

— grinda de lungime infinită, încărcată cu sarcinile, P, (fig. 11.39,b); 

— o grindă de lungime infinită, încărcată prin sarcinile P, şi cuplurile 
Mg, convenabil alese, imediat în afara capetelor intervalului 1 (fig. 
11.39, 6). 

Mărimile P, și M, se aleg în aşa fel ca suprapunind efectele din figu- 
rile 11.39 b, o, să rezulte grinda, de lungime finită din figura 11.39, a, care 
are în capetele sale momentul încovoietor și forța tăietoare nule. 
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Ia grinda din figura 11. 39, b, luînd, pe rînd, originea pentru æ în 
dreptul fiecărei forțe P, se serie "momentul încovoietor şi forța tăietoare 
în punctul 7, cu formulele (11. iy şi se suprapun efectele 


m= È PT) Enla) + nl? — a)l] 


(11.23) 
TE =A 
T = Ea Enea) + na(i— a)]. 
E 
[i 
l p ! 
l L 4 
o 
b Ke 777777, 2 i; II 777777777777 7 
E, 
5 4 
da TIIT. Do 777777 
Fig. 11.39 Fig. 11 a 


Notaţia n(a) reprezintă valoarea funcției n, pentru argumentul fa. 

Pentru grinda din figura 11.39, c, se studiază în prealabil efectul 
unui cuplu M, aplicat în origine, asupra grinzii de lungime infinită (fig. 
11.40). Cuplul M, se poate înlocui printr-un cuplu de forțe P-a = Me. 
Cu ajutorul relaţiei (11.22) se poate scrie efectul celor două forțe P într-o 
secţiune curentă e 


ze EEE z 
o = È Pen: =y Mea) alele + a)] ; 


Mop (Ba) — niee — a] _ _ Mop. niple + a)l — nbe), 
2k a 2k a 


La, limită, cînd a tinde către zero, ultimul factor reprezintă derivata 
funcției y în raport cu æ 


An iim MER — 0] — (Ba) 
da an0 a 


'Ținind seama de definiţia funcției » 
: n = e” (sin fa + cos Bæ) 
se poate scrie i 
dn 


= — 2pe-tesin fa = — 2. 
dz 
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. E EA : 


Se înlocuieşte în expresia lui v de mai sus ` 


MB | 


11 24 
2k ( ) 


9 2 
v= 29 = Ze ef sin Bo. 


Prin derivare succesivă rezută 


Mp 
k 


do _ Mop? 
de k i 


e—P(cos Ba — sin Ba) = 

do _Mofi 

o Mo ge 2 cos Bæ) 
da? k 

Momentul încovoietor într-o secțiune oarecare este 


2BI,M,8t 
Sa 


Pr cos Be = 


2, 4 
M = p, E 2BEI, MP j 
dg? k 


Dat fiind că B! = kj4 EI, expresia momentului devine 


M = Ze he (11.25) 


Se poate serie şi expresia forței tăietoare 


3, 2 5 Ă 
di a AMen e—fz (sin Bæ + cos Bæ) 
dg? k = 


2U k  _ Mẹ 
r 3H 1 281, 


(11.26) 


3 A 
T=— pË? Mob i 
dg? 2 


Revenindla grinda din figura 11.39, c, seserie momentul încovoietor 
M şi forţa tăietoare Ty’, în punctul 7, produse de cele două forţe P, şi 
cele două cupluri M, ţinînd seama, de semne şi de faptul că pentru mărimile 
aplicate în punctul 1 se ia æ = 0, iar pentru cele din punctul 2, se ia e = l. 
Se folosesc formulele (11.22) pentru efectul forțelor Po, respectiv (11.25) 
şi (11.26) pentru efectul cuplurilor M, 


meh J M 
M, =e [L + m(D] Fa [1 + m2(D] 


(11.27) 


Mop 
g e A: 


T=- — m0] 
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Pentru grinda de lungime finită, valorile constantelor M, și Po se 
determină punînd condiția ca momentul încovoietor şi forţa tăietoare 
în secţiunea, 7, date de însumarea relațiilor (11.23) și (11.27), să fie nule 


7 n 
M+M 


M, 1 
5 Îm(a)-t na ar Ze Sa) ir [Ln] 


i= È Elala) Ee [1 ma) — Ha 1—0. 


(11.28) 


Acest sistem determină pe P, şi Me, iar, o dată găsite acestea, se pob 
calcula v, M, T în orice secţiune. 

În aceste calcule, dacă s-ar considera forțele P aplicate în capetele 
grinzii, formulele se simplifică făcînd a = 0. acest caz, efectul unei 
forțe P, aplicată la un capăt al grinzii, este relativ mic la celălalt capăt, 
cu atît mai mic cu cît pl creşte. 

Din acest punct; de vedere, grinzile de lungime finită se împart în 
trei grupe: 

1. Grinzi scurte, la care Bl < 0,6. 

2. Grinzi mijlocii, cu 0,6 < Bl < 5. 

3. Grinzi lungi, cu fl>5. 

La prima grupă, se pot neglija, deformaţiile de încovoiere ale grinzii, 
acestea fiind mici în comparaţie cu cele ale terenului. Cu această simpliti- 
care, deplasarea verticală a întregii grinzi se poate serie 


v = Pjk. 


Grinzile din a doua grupă sînt caracterizate prin faptul că o forță 
aplicată într-un capăt produce efect apreciabil în celälalt capăt. 

Ultima grupă de grinzi are proprietatea că efectul unei forțe aplicate 
într-un capăt este neglijabil în celălalt capăt, deci ele se pot considera de 
lungime infinită. 


8. EFORTURI UNITARE PRODUSE DE VARIAȚILE DE TEMPERATURĂ 
ÎN SISTEME CU DILATĂRI ÎMPIEDICATE 


Eforturile unitare termice iau naștere în urma unor variaţii de tempe- 
ratură, care se produc fie în timp, fie prin trecerea de la un punct la altul * 
al piesei. Încălzirile neuniforme produce dilatări inegale, avind drept 
urmare producerea, de deformaţii şi de eforturi unitare. Încălzirile uniforme, 
în sisteme cu dilatări împiedicate, produc de asemenea eforturi unitare 
termice. . 
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Astfel de eforturi unitare se produc în cazane, motoare termice, reac- 
toare, turbine cu abur sau cu gaze, vehicule de mare viteză. Calculul de 
rezistență al unor asemenea mașini și instalații comportă, în mod obliga- 
tor, luarea în considerare a eforturilor unitare termice. Dată fiind amploa- 
rea și importanţa problemei, studiul respectiv a luat o dezvoltare deo- 
sebită, ducînd la crearea unei noi discipline a mecanicii aplicate : termo- 
elasticitatea. Monografii întregi sînt consacrate azi acestei probleme [69], 
[70]. 

În ecuaţiile teoriei elasticităţii, efectul temperaturii se introduce 
prin aceea, că, alături de deformaţiile produse de sarcini, se adaugă cele 
produse de dilatări. Astfel, legea lui Hooke generalizată ia forma 


e, = la. — y(cy + 6.)] + at 
e, = vaz -+ 04)] + at (11.29) 
s, z la - Moz-+ a)] + at 


unde « este coeficientul de dilatare termică liniară și t variația de tempe- 
ratură. 

În cele ce urmează, se vor trata cîteva probleme elementare de ter- 
moelasticitate. 


a. EFORTURI UNITARE ÎNTR-UN CADRU UNIFORM ÎNCĂLZIT 


Se consideră cadrul simplu static nedeterminat din figura 11.4], a, 
supus unei încălziri uniforme t. Datorită modului de rezemare, dilatarea 
pe verticală (lungirea stilpilor) este liberă, în timp ce pe orizontală este 
împiedicată. Se poate realiza sistemul de bază ca în figura 11.41, b, înlo- 


cuind legătura pe orizontală prin necunoscuta X,. Se tratează problema ` 


prin metoda cunoscută, cu observaţia că deplasarea 3, este cea datorită 
dilatării în sistemul de bază, pe cînd 3, are definiţia cunoscută. 
Se observă că 3, este lungirea barei orizontale 


do = — alt 


iar du se calculează cu ajutorul figurii 11.41, d, 


2 3 
Su 1 [i +e- 5i 


“zl 23 SEI! 
Se găseşte necunoscuta statie nedeterminată 
Ten Sio E 3at BI | 
òn 5 
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` particular de rezolvare a problemei. 


Cunoscând această valoare, se construiește imediat diagrama de mo- 
mente din figura 11.41, f. 

Se observă că în expresia lui òw s-a luat semnul minus, datorită 
faptului că deplasarea, este contrară forţei X,. 


e 
Fig. 11.41 


Determinarea deplasării 3p arătată mai sus, reprezintă un caz cu totul 
cazul general, determinarea aces- 
tei deplasări, datorită numai lungirii barelor (nu şi încovoierii), se face 
pornind de la expresia (10.13), care aici se scrie i 


Non i 
310 = dz. 
i f pa 


După cum se ştie, această relaţie s-a stabilit, în baza figurii 10.7, 
scriind lucrul mecanic al forței N, cu deplasarea produsă de forţa n. În 
problema noastră, în locul deformaţiilor produse de forța N se introduc 
dilatările. În baza teoremei reciprocităţii, se poate scrie lucrul mecnic al 
forţei n cu deplasarea produsă de dilatare $ 


do = (natan. (11.30) 
Relația (11.30) este generală. Pentru aplicarea ei este necesar să se 
construiască diagrama de forţe axiale n. 
cazul examinat, folosind diagrama. din figura 11.41, e și scoţind 
de sub integrală mărimile constante, rezultă 
d. = at$n dz = ai — 1 = — alt, 


adică expresia folosită mai sus. 


Evident, pentru un sistem de bare, relația (11.30) se serie 


So = > $matăz. (11.31) 

De asemenea, das fiind că în unele bare pot exista numai forţe axiale, 
pentru deplasarea òy se poate folosi expresia mai generală, care ia în 
considerare atit momentele încovoietoare cît și forţele axiale. 


2 2 
AE zf Ti de + = EA dz. (11.32) 


EI BA 


b. EFORTURI UNITARE INTR BINDĂ DUB LU ÎNCASTRATĂ, 


Dacă variaţia de temperatură este neuniformă pe grosimea unei bare, 
acest lucru duce la dilatări inegale ale fibrelor longitudinale, ceea ce are 
drept efect producerea de eforturi de încovoiere. 

Se consideră exemplul unei grinzi simplu rezemată la capete (fig. 
11.42, a), fără sarcină exterioară, de lungime și secţiune dreptunghiulară 
cu înălţimea h, avind faţa, inferioară încălzită la o temperatură ġ, iar cea; 
superioară la î2, unde i, >t. Se cere să se determine raza de curbură 
a fibrei medii deformate. Dacă, pentru a împiedica curbarea, grinda se 
face încastrajtă, ca în figura 11.42, b, să se calculeze momentele care se 
produc în reazeme și efortul unitar produs în grindă. Se admite că, pe 
înălțimea grinzii, temperatura variază liniar între î, şi t. În baza ipotezei 
Jate, la mijlocul înălţimii secțiunii (fig. 11.43), temperatura are valoarea 
medie 


pi tie, 
” 2 
iar la o distanţă y de la axa neutră are valoarea, 
A atti (n =) 
2 h 


Fig. 11.42 


Fig. 11.43 


Din cauza diferențelor de temperatură, fibrele situate la diferite 
distanțe y de fibra medie se dilată diferit. 
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Dat fiind că dilatarea fiecărei fibre este împiedicată, efortul unitar 
în ea poate fi calculat cu relația (2.25) 


c = Bat = Baty Ba) * = în = t | f (11.33) 
è 
Înlocuind, pe rînd, y =żŁ, y = -4, se află eforturile, unitare în 


fibrele extreme 


o, = Eat; 63 = Faty. 


Scriind momente față de axa neutră, se află momentul încovoietor 
care se produce în secţiune 


oy dA Baf | l amh v |vaa. 
a è 


-g 


A 
Primul termen — moment static — este nul, iar al doilea 
__ Ba(t — în) Ie 

h 


De asemenea, ecuația de proiecţii dă forţa axială datorită dilatării 
împiedicate 


M (11.34) 


Eeli + bn) A 


11.35 
= ( ) 


y = | că = 
4 


Condiţiile în încastrare nu permit deformarea barei, care rămîne 
rectilinie. 

Dacă nu ar exista încastrare, iar bara ar fi simplu rezemată la capete, 
ea s-ar deforma după un arc de cerc, a cărui rază este 


1 M «t 
e HL h 7 
Relația (11.30) poate fi extinsă pentru un sistem de bare în care au 


loc încălziri neuniforme, de felul celei examinate mai sus. Pentru simplifi- 
care se va nota 


(11.36) 


i= RE A (11.37) 


mărimea, i! fiind constantă de-a lungul unei bare, dar putînd varia de la o 
bară la alta. 

Folosind figura 10.8 şi acelaşi raţionament ca la stabilirea formulei 
(11.30), se serie unghiul de rotire cauzat; de cuplul M din relaţia, (11.34) 
asupra elementului dz 


Màs at 
dọ = E iha 
BI, h 
23—0. 1801 | 353 


iar, în baza, teoremei reciprocităjii lucrului mecanic, rezultă, 


r 
5 = | m dz, (11.38) 
h 
respectiv, în cazul cel mai general, 
=F f nat de +X | mE an: (11.39) 
h i 
PROBLEMĂ 


. 11.20, Să se calculeze reacţiunea în reazemul simplu şi să se construiască diagramele T, M 
la grinda din figura 11.44, avind în partea superioară temperatura f, şi în cea inferioară f, dacă 
temperatura variază liniar pe înălțimea grinzii. În stare naturală, grinda nu este încălzită. 

Se observă că modul de rezemare împiedică numai încovoierea produsă de dilatarea neegală 
a fibrelor. Grinda este simplu static nedeterminată. Îi figura 11.44, b s-a reprezentat sistemul 
de bază, cu necunoscuta X,, ca și diagrama sarcinii unitare X, = 1, 


© Cu această diagramă se află 
Ér > t2 i © Lea B 
A ea ý mn 


Deplasarea 3, se află cu relația (11.38), în care 
trebuie să fim atenţi că lungirile at//h sint de sens 
contrar lui dz, deci să luăm semnul minus 


g t te 
do = — { m z dr = — \ z z dz To 
é h a 2h 


Într-o secţiunea oarecare, m = æ. Se află ne- 
cunoscuta static nedeterminată 


ò, 3 ElI ať 
XV a ce, 
c Sn 2ih 
Momentul în încastrare este 
3Elat 
d M, = Vl = a 
2h 


Cu aceste valori se construiesc diagramele 
T, M. 


9. EFORTURI UNITARE DE MONTAJ ÎN SISTEME STATIC NEDETERMINATE 


Se întîmplă uneori ca lungimea unei bare, realizată în atelier, să nu 
fie exact cea teoretică — diferențele putînd fi destul de mici — fie din 
cauza unei greșeli de calcul, fie din cauza unei execuţii insuficient de 
îngrijite. - A 

O eroare de un milimetru la lungimea, de cîţiva metri a unei bare 
dintr-o grindă cu zăbrele pare cu totul nesupărătoare. Dacă sistemul de 
bare este static determinat, această greşeală duce numai la ușoare modifi- 
cări ale configurației geometrice, fără alte consecinţe. Din contră, într-un 
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sistem de bare statie nedeterminat, se constată că bara cu lungime gre- 
şită nu poate fi montată decît forțat, aplicîndu-i o forţă de întindere sau 
compresiune (după caz); această forţă acţionează însă asupra nodurilor 
de la capetele barei, ceea ce produce eforturi unitare în întreg sistemul 
de bare. Aceste eforturi unitare se suprapun apoi — adunîndu-se sau scă- 
zîndu-se — cu cele datorite sarcinilor utile aplicate sistemului. 

Pentra simplificare, se consideră sistemul celor trei bare din figura, 
11.45, articulate în punctul O. Barele laterale sînt identice, de lungimi 
leos « şi rigidități EA, iar cea centrală de lungime ! și rigiditate B,4.. 
Dacă toate barele ar fi corect executate, punctul lor de întâlnire ar fi F. 
La montaj, se constată că bara centrală a fost executată mai lungă 
decit; era, necesar, avînd lungimea BG =l + 8, unde è este eroarea de 
execuţie. În această situaţie, ea nu poate 
fi montată. Spre a realiza montajul, se 2 
aplică în capătul barei o forţă de com- 
presiune P, pînă cînd punctul G ajunge 
în F. După executarea legăturii (prin 
buloane, nituri, sudură), se înlătură forța 
P. Bară comprimată caută a se destinde, 
dar nu mai ajunge pînă la G, Qin cauza 
opoziţiei pe care o întîmpină din partea 
barelor laterale. În consecință se stabi- 
leşte o poziţie de echilibru, în 0, bara mij- 
locie rămînind comprimată cu o forţă 
N, iar cele laterale, întinse cu forțele N,. 

Se vor.determina aceste forţe. 

Sub efectul forţei de compresiune W,, bara mijlocie are o scurtare 

AL, punctul G ajungînd în 0. Mărimea, deformaţiei este, în valoare absolută 


Fig. 11.45 


A = 60 a, 
Buda 


Bara laterală CO suferă, datorită forţei de întindere W,, o lungire 
Al, = HO, care, neglijind variaţia înfinit mică a unghiului a, are expresia, 


Al, = HO = FO cos a 
de unde 


70 = AA 
- COS a 


Pe de altă parte, lungirea Al, este produsă, de forţa: N, în bara de lun- 
gime 1/cos « 


y 
A= Jt e aeiro=— e _ . 
EA COS a : EA, cos? a 
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Conform figurii, eroarea, de execuţie 3 = GP este suma segmentelor 
GO și OF, dei ` i k Hi 


= Hal 
EA, EaAascosta 


(11.40) 


„Pe de altă parte, cele trei forțe concurente în O sînt în echilibru, deci 
satisfac ecuația de proiecții 


2N, cos « — N, = 0. (11.41) 
Rezolvind sistemul de ecuații (11.40), (11.41) se găsese 
35, 
M r 4 > Na Na . 
(i + aaa) 2 cos e (11.42) . 
2B2Ap COS? o 


Forțele găsite sînt în valoare absolută. Prin împărțire cu ariile res- 
pective, se află eforturile unitare de montaj în barele articulate. 


CAPITOLUL 12 
STABILITATEA ECHILIBRULUI ELASTIC 


1. STABILITATEA ECHILIBRULUI ELASTIC. FLAMBAJIUL 


Este îndeajuns de cunoscută problema stabilităţii echilibrului în meca- 
nica corpurilor rigide. Dacă un corp se poate rezema în diferite poziţii 
pe o suprafaţă, echilibrul este stabil atunci cînd în urma unei deplasări 
arbitrar de mici el revine la poziţia, iniţială. Aşa, spre exemplu, bila de 
greutate G din figura 12.1 este în echilibru stabil în poziţia, A. şi în echili- 
bru nestabil în poziţia A’. Conul circular drept din figura 12.2 este în 
echilibru stabil în poziţia, din stînga şi nestabili în cea din dreapta. Dacă 
este deranjată din poziţia de echilibru stabil, într-una, vecină, bila execută 
o serie de mișcări oscilatorii în jurul poziţiei de echilibru A. Aceste mișcări 
se vor amortiza, datorită frecării, corpul revenind în poziţia de echilibru 


94 
ZZ 


Fig, 121 


stabil. În opoziție cu aceasta, bila deranjată ușor din poziția de echilibru 
nestabil, adică din punctul cel mai ridicat 4’, părăsește această poziție 
inițială, fără a mai reveni. di 
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= Un fenomen analog, de stabilitate sau de nestabilitate, datorit însă 
măriraii sarcinilor, nu poziţiei corpului, se întilneşte la numeroase elemente 
de construcţii şi maşini, de cele mai variate forme. Să examinăm cîteva 
exemple. 

„Bara din figura 12.3 este articulată la ambele capete și supusă la o 
forţă de compresiune P. Cit timp forţa P are valori mici, bara este în echi- 
libru stabil: dacă se aplică o forţă transversală care produce o încovo- 
iere, îndată după înlăturarea, acesteia, bara reia forma dreaptă de echili- 
bru. Mărind mereu valoarea; forţei P, se ajunge la situația că, sub efectul 
forţei perturbatoare transversale, bara părăsește complet poziţia de echi- 
libru, adică se încovoaie ca în figura 12.3 dreapta, fără posibilitatea de a 
reveni. Rezultă că la atingerea unei anumite valori a forței P, căreia i se 
dă numele de forță critică de flambaj, bara trece din starea de echilibru 
stabil în cea de echilibru nestabil. : 

Inelul subţire din figura 12.4, supus unei presiuni exterioare p, uni- 
form repartizată pe circumferința sa, are forma circulară de echilibru 
stabil ; după atingerea presiunii critice de flambaj, el poate lua forma elip- 
tică indicată pe figură. Grinda din figura 12.5, avînd secțiunea dreptun- 
ghiulară îngustă, se deformează numai în planul ei, cît timp forța P nu 
depăşeşte valoarea critică. În cazul cînd forța P atinge valoarea forței 
critice de flambaj, poziţia grinzii se modifică brusc, apărind, pe lingă 
încovoierea din planul ei, deformaţii de încovoiere laterală și răsucire. 

Fenomenul de trecere a unei piese din starea de echilibru stabil în cea 
de echilibru nestabil, la o anumită valoare (critică) a sarcinilor aplicate 
poartă numele de fiambaj. i 

Experiența a arătat că valoarea forței critice de flambaj depinde de 
forma şi de dimensiunile piesei, de felul de rezemare şi aplicare a sarcinilor. 


Fig. 123 


Fig. 12.4 


Fig. 12.5 


„Atingerea forței critice de flambaj într-o piesă reprezintă o stare 
periculoasă, la care maşina sau construcţia în care se află această piesă 
poate fi distrusă. g 

_ A calcula o piesă la flambaj înseamnă a determina valoarea forței 
critice și a alege forța reală de e ori mai mică, numărul c purtînd numele 
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„de coeficient de siguranță la flambaj. În cazul barei din figura 12.3 — sau 


al altei piese — efortul unitar produs de către forța critică de flambaj, 
numit efort unitar critic de flambaj, poate fi cu mult inferior valorilor 
critice din rezistenţa materialelor, ca: limita de curgere, limita de pro- 
porționalitate sau altele. Rezultă că, în astfel de probleme, calculul uzual 
din rezistenţa, materialelor este de prisos și că bara trebuie dimensionată, 
pe baza, calculului de flambaj. Din cele arătate, tragem concluzia că feno- 
menul de flambaj. este cu totul diferit de solicitările uzuale din rezistenţa, 
materialelor. Efortul unitar critic de flambaj va fi comparat totuși cu 
valorile particulare ale curbei caracteristice. Calculul la flambaj întocu- 
ieşte, la unele piese, calculul de rezistență; alteori, el se face în paralel cu 
calculul de rezistență. Aceste motive fac ca studiul flambajului să fie tra- 
tat; ca un capitol special din rezistenţa, materialelor, deși fenomenul este 
complet diferit de solicitările care fac obiectul rezistenței materialelor. 

Comparind valoarea efortului unitar critic de flambaj cu limita de pro- 
porţionalitate a materialului, se poate întîmpla ca el să fie inferior sau 
superior acestei limite. În primul caz se vorbeşte despre flambaj elastic, iar în 
al doilea, despre flambaj plastic. Problema îlambajului elastic pentru barele 
drepte a fost rezolvată încă în secolul al XVIII-lea de către L. Euler. Pro- 
blema flambajului plastic, deşi are diferite soluţii teoretice, prezintă 
dificultăţi şi este tratată azi încă prin formule empirice, rezultate din 
cercetări experimentale. 

Fenomenul flambajului apare la un număr destul de variat de elemente 
ale mașinilor : bare drepte solicitate la compresiune (centrică sau excen- 
trică) ; bare drepte solicitate prin forţe axiale și transversale ; bare curbe 
solicitate prin eforturi care produc compresiune; grinzi drepte înguste 
solicitate la, încovoiere ; profile subțiri solicitate la încovoiere şi răsucire ; 
tuburi cu pereţi subțiri solicitate prin presiuni exterioare sau interioare, 
prin forţe axiale sau prin cupluri de răsucire ; plăci plane comprimate 
ete. În capitolul de faţă se va studia, sub diferite aspecte, problema 
flambajului barei drepte și barei curbe, urmînd a se face completări în 
capitolele următoare. 

Există metode variate pentru determinarea forței critice de flambaj, 
unele exacte, altele aproximative. Problemele simple, clasice, se rezolvă 
prin metodele exacte. La problemele complexe se folosesc metode de caleul 
aproximativ, bazate pe considerente de energie de .deformaţie sau pe. 
alte criterii. În cele ce urmează, se vor trata cîteva exemple simple de 
piese ce pot să flambeze, rezolvate prin metode exacte sau aproximative. 
Problemele complexe pot fi cercetate în lucrări speciale asupra, stabilității 
elastice [45], [46], [47], [49]. 


2. CALCULUL SARCINII CRITICE DE FLAMBAJ PENTRU BARA COMPRIMATĂ. 
t FORMULELE LUI EULER 


Pentru rezolvarea, problemei, se consideră că bara dreaptă, solicitată 
la compresiune, s-a încovoiat din cauza atingerii sarcinii critice, deci 
a flambat. În aceaștă situaţie, se serie ecuația fibrei medii deformate și se 
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caută condiţiile care fac posibilă existenţa formei curbilinii de echilibru, pe 
lîngă cea rectilinie. Se vor descrie patru cazuri de bare solicitate prin forțe 
aplicate la capete, diferind între ele numai prin modul de rezemare (fig. 
12.6). Dintre acestea, cel mai frecvent în 

P P P y aplicațiile tehnice este cazul barei articulate 


la ambele capete (II), numit și caz fund - 
| | Z tal de îlambaj. i i dac 


a. BARA ARTICULATĂ LA AMBELE CAPETE 


SI : Se consideră bara, în poziţia. deformată 

din tirara 12.7, raportată la sistemul de axe 

; 20y. Într-o secţiune oarecare æ, bara are 

7 7 Z săgeata v, iar forța P produce un moment 
| încovoietor pozitiv 


x l M = Po. 


Se observă deosebirea esenţială dintre 
expresia momentului încovoietor din această 
relaţie şi cea a momentelor încovoietoare uzuale: aici momentul este 
Junctie de deplasarea v, pe cînd în mod obișnuit el este funcţie numai de 
poziţia, relativă a sarcinilor, fără a se lua în considerare deformaţiile. 

Ecuația diferenţială a fibrei medii deformate este îi 


Fig. 12.6 


T — = — M = — Py 
dg? 
2, 
oP ao 
ds? BI 


Se face notația simplificatoare 


P 2 
> (12.1) 
cu care ecuaţia diferenţială devine 
d PRR P o 
pa + 029 =0. (12.2) Pt i 


Soluţia acestei ecuaţii diferenţiale cu 
coeficienţi constanţi este 
. 


v = A sin aw + B cos az. 


7 


Fig, 12.7 
Constantele se determină punind condiţiile la limită: 


la un capăt: æ = 0, v=0; 
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la celălalt capăt : =l, v= 0; 
la mijloc : PRR dei: 
2 de 
Înlocuind prima condiţie în expresia wi v, rezultă 
B=0, 


ecuaţia deformaţiei devenind 
v = A sin «g. 
A doua condiție la limită duce la rezultatul 
0 = A sin al. 


Sînt trei soluţii care satisfac această ecuație : 

a) Soluţia A = 0 duce la v = 0, deci bara nu flambează, ceea ce 
este contrar ipotezei puse. 

b) Soluţia œ = 0, înlocuită în relația (12.1), dă P = 0, ceea ce este, 
de asemenea, contrar premiselor problemei. 

c) O serie de soluţii ale ecuației trigonometrice sin al = 0 


al = îi, Znj BT, en ep Nayana 


Luînd prima din aceste soluţii şi înlocuind-o în formula (12.1), se 
găseşte 


Valoarea, forţei P, corespunzătoare acestei relații, este forța critică 
de flambaj 
: _ EI 


P er A 


(12.3) 


Dacă secțiunea barei are momente de inerție diferite pe diverse direojii 
(adică nu este criculară, inelară sau pătrată), flambajul se va produce pe di- 
recjia cu moment de inerție minim, deci la o valoare a forţei dată de relaţia 


T2BLatn 


Pa = q 


(12.4) 


Relația (12.3) sau (12.4) este formula lui Euler pentru cazul funda- 
mental de flambaj. P 

Influența momentului de inerție minim se poate pune uşor în evidență 
făcînd o experiență de flambaj cu un teu: flambajul se va produce 
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totdeauna în același plan. Din contră, o bară cu secţiunea circulară poate 
să flambeze în orice plan. 
Derivind ecuaţia fibrei medii deformate, rezultă 


dv 
„da 


= Aa cos aa. 


Aplicînd ultima dintre condiţiile la limită date, rezultă aceleași 
soluţii, adică: A = 0, sau « = 0, sau 2 = 2, z, .. -, deci nu se poate 
determina, valoarea constantei A spre a cunoaşte exact deformația barei. 
În consecință, constanta A rămîne nedeterminată şi i se poate da o 
Valoare v. Cu aceasta, ecuaţia barei deformate devine - 


v = 2, sin T a. (12.5) 


Curba, din figura 12.7 este deci o sinusoidă. Faptul că nu s-a putut 
determina constanta, A, respectiv v, nu este supărător, întrucît nu inte- 
resează mărimea, deformaţiei, ci valoarea forței critice de flambaj şi 
pentru aceasta trebuie luate măsuri ca ea să nu se producă. Atingerea 
forţei critice de falmbaj duce la pierderea, echilibrului, deci la distrugerea 
ansamblului în care intră piesa respectivă. 

Ce reprezintă celelalte soluţii ale ecuaţiei trigonometrice din care s-a 
determinat; a ? Ele sînt valori succesive ale forței critice de flambaj su- 
perioare celei date de formula (12.3). Aşa, de exemplu, soluţia a doua 

a ecuaţiei trigonometrice, «l = 27, dă forţa, critică 


API 
Par = 


care este de patru ori mai mare decit cea prece- 
dentă. Această valoare prezintă doar interes teo- 
retic, întrucît prima forţă critică deflambaj este cea, 
minimă la care piesa flambează și poate fi distrusă. 
Forma de flambaj corespunzătoare soluţiei a doua 
este cea indicată în figura 12.8, a. Această formă, 
respectiv forţa critică corespunzătoare ei, esteprima 
la care bara poate să flambeze, în cazul în care 
mijlocul barei nu se poate deplasa lateral. Se găsește 
astfel soluţia, de a mări de patru ori forţa critică de 
flambaj a unei bare. Analog, dacă se asigură contra 
deplasării laterale două puncte fixe intermediare, 
ca în figura 12.8,b, forța critică de flambaj 
devine de nouă ori mai mare decît cea dată de formula (12.3). O apli- 
care practică a acestei concluzii se găsește la diverse tije de comandă ale 


Fig. 12.8 
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maşinilor, solicitate la compresiune, sprijinite în unul sau mai multe 


uncte (fig. 12.9). x , , 
și cl E vivuladă la capete reprezintă cazul cel mai frecvent de piese, 
care pot să flambeze. Ca exemple, se pot cita : tija pistonului, biela, barele 
comprimate ale grinzilor cu zăbrele etc. 


Fig. 12.9 


b BARA ÎNCASTRATĂ LA UN CAPĂT ȘI LIBERĂ LA CELĂLALT 


Se consideră bara, din figura 12.10 și se procedează, la fel ca la cazul 
precedent. Momentul încovoietor, ecuaţia diferenţială și integrală ei sînt 
aceleaşi ca la bara articulată la ambele capete. 
pr _ _ Po 

da? 


M = Pv; 


v = A sin «x + B cos «g. 
Conform figurii 12.10, condițiile la limită sint 
t =U, u= U; 
s=, — = 
í dz ; 
Prima, condiție dă B = 0. Se înlocuiește a doua condiție în ecuaţia 


dv 
— = Aa COs a 


- dz x 
şi rezultă soluţiile posibile 


a) 4A=0; bWa=0. 


o) = Ba En DE 


Ca şi la, problema precedentă, z 
singurele soluții acceptabile sînt 
cele ale ecuației trigonometrice. ——-y»- 
Prima đintre ele duce la valoarea 
minimă a forței critice de flambaj 


Pe = 2 TZ, (12.6) y 


Fig. 12.10 
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Se poate face şi aici o discuţie similară cu cea de la cazul precedent, 
asupra celorlalte soluţii ale ecuaţiei trigonometrice. 


e BARA ARTICULATĂ LA UN CAPĂT ȘI ÎNCASTRATĂ LA CELĂLALT 


Dacă nu ar exista articulaţia O, bara s-ar deforma după linia întreruptă din figura 12.11 
Spre a o readuce în poziţia desenată cu linie plină, este necesară o forță transversală H, care face 
ca săgeata în origine să fie nulă. Momentul încovoietor într-o secțiune oarecare x este, din 
această cauză, i i 


M = Po — Hz, 
Ecuația diferenţială a fibrei medii deformate este 


d 
Bia Mi Pot Ha 
sau A 
dv P 


H 
Z trs e 12.7 
da t ET qaa 


Soluţia ecuației omogene fără membrul al doilea este 
v = A sin ax + Bcosar, 
unde s-a notat 
P 


2 = — 


O soluție particulară a ecuației neomogene este 
H 


a=—a 
P 


Se vede că această soluţie paticulară 
verifică ecuaţia (12.7) 


dz pi da 
ot P H H 
—.— r= LA 
EI P EI 


Integrala generală a ecuației (12.7) va fi 


Y 


H 
v = A singg + Bcosar -+ — zr. 
Fig, 12.11 P 


Determinarea constantelor A, B, H se face ţinînd seama de condițiile la limită, care sînt 


dv 
. =0,0=0; a a E E T 
Prima condiţie dă B = 0 şi ecuaţia se reduce la 
v= A sin az + a zs de igara d En 
P dz P 
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dv 
Ultima condiție, aplicată în ecuația Ta „dă 


a ud 
0 = Aa cos «i P’ 


A doua condiţie, introdusă în ecuaţia lui v, dă 
= Asin adl +- l 
in oal + , 
0 sin gi 


Ultimele două relaţii se mai pot scrie 


H À A H 
Aa cos al = P? A sin al = pE 


Prin împărţire, rezultă 
tgal = al 
Această ecuaţie trigonometrică are ca primă soluție 
al = 4,49; aP = 20,16 
20;16 P 


es = 


P EI 


20,16 EI | 
Para „0 


Spre a avea aceeaşi formă cu formulele date Ia celelalte cazuri, se poate serie 
20,16 = 2,05 7? a 272 


2,0572 EI 2@EI wEI 
cr E x e po 


(12.8) 


d. BARA ÎNCASTRATĂ LA AMBELE CAPETE 


Eeuaţia fibrei medii deformate este 
Ma 
v = A sin av -+ B cos ax + -5 °? 


unde M este momentul din încastrare. 
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Pentru determinarea constantelor, se pun condiţiile la limită și anume 


z=0; v=0 


do 
z=0; — = 
dz o 
I dv 
z=—; —= 
2 dz 
r=l; v=0 
lia Su i 
dz 


Folosind condiţia (a) în ecuaţia fibrei medii deformate, rezultă 


Mo ; B= Mo. 
P P 


Derivind ecuația fibrei medii deformate 


0= B+ 


dv 


i M; 
da fa cos az — Bsin at= Aa cos az + -7 a sin az 
şi punind condiția (b), se găseşte 


ecuaţia devenind 


dv M 
| dz > p &sin az 
Condiţia (c) dă 
0=— «smn — = 


care are trei serii de soluții : 


M > 
1) ~p => 0, neacceptabilă ; 


2) a = 0, neacceptabilă ; 
al 


3) 28 ca eee 


Prima soluţie a ecuaţiei trigonometrice dă sarcina critică de flambaj 


2 
a= — ; i A e 
e EI 
42EI 251 
Per = Ty = Z . 
Li IX 
2 
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(a) 


(b) 


(e) 


(a 


(12.9) 


(e) 


| 
| 
f 


Observajie generală. Expresiile forței critice de ilambaj pentru cele 
patru cazuri examinate, date de formulele (12.3), (12.6), (12.8) şi (12.9), 
diferă una de alta numai printr-un coeficient numeric. Ele pot fi scrise 
sub următoarea formă unitară 
P = n EI min Ă 
cr g 


dacă se introduce noțiunea de lungime de flambaj 1. Din formulele stabilite 


se vde că pentru cele patru cazuri reprezentate în figura 12.6 lungimea 
de flambaj este 
i p =2 


> 
_ Va 
22 


l (12.10) 


cazul I: 
cazul II: 


cazul III: y 


cazul IV: pate 


“Pentru alte cîteva, cazuri de încărcare a barelor comprimate, sarcinile 
critice de flambaj se dau în literatura de specialitate. 


3. LIMITELE DE APLICARE A FORMULEI LUI. EULER. FLAMBAJ ELASTIC . 
ŞI FLAMBAJ PLASTIC 


a. FLAMBA JUL ELASTIC 


împărțind valoarea forţei critice de flambaj, dată de relaţia (12.10), 
prin aria secţiunii, se află efortul unitar critic de flambaj (adică efortul 
unitar de compresiune din bară, corespunzător forței critice de flambaj) 
Pao _ TREI 

A BA 

Exprimînd momentul de inerție ca produs între aria secţiunii și 

pătratul razei de inerție (minime), rezultă | 
n B Ai2itn xE zE , 


Cer = 


Ser GA / TPE j a (12.11) 
inin 
În relația de mai sus s-a introdus mărimea adimensională 
EE (12.12) 


tmin 


numită coeficient de subjirime sau coeficiet de zveltejă al barei. 


367 


Relația între o; şi à, reprezentată de formula, (12.11) este o hiperbolă 

de gradul al treilea, numită hiperbola tui Euler, redată în figura 12.12. Se 
: i poate marca pe această curbă punc- 

O | tul B, avînd ca ordonată limita, de 
- Proporţionalitate c,. Întrucât for- 

mulele lui Buler s-au stabilit pe 
paza unor relaţii care admit; legea, 
lui Hooke, înseamnă că ele sînt 


Flambaj 


Flambaj | elastic 


A> A. Pentru à< ñp deci 
Ser >Gp, În bară se produc deformaţii 
plastice, deci formulele lui Euler 
nu mai sînt valabile. 
-A Ca urmare, punctul B, respec- 
-æ tiv abscisa 2, împarte domeniul 
o A de variaţie al lui A în două părți : 
Fig. 12.12 — zona flambajului elastic, cînd 
i 6; S ap deci à > 2; 
— zonă flambajului plastic, cînd c> ap, deci A < Ao- 
Calculul la flambaj se va conduce pe baza formulei lui Euler numai 
în zona flambajului elastice. - i 
Se constată și experimental că în zona flambajului elastic există 
concordanţă între valorile lui o, calculate cu relaţia, (12.11) şi cele obţinute 
în laboratorul de încercări, în timp ce în zona, flambajului plastic nu mai 
există concordanţă (adică valorile obținute experimental nu se înscriu pe 
partea punctată a hiperbolei din fig. 12.12). 
Valoarea lui à se obţine înlocuind în formula, (12.11) pe Se prin op. 
Aşa de exemplu, pentru OL 37, luînd Sp = 2100 daN/em?, rezultă 


Ñ 


72.9,1-105 
r} 


0 


2100 = ao 2 100. 


Întrucât limita, de proporţionalitate variază între anumite valori, se 


obișnuiește a se lua Ap = 100 sau a, = 105. 
b. FLAMBAJUL PLASTIC. TEORIA ENGESSER-KÂRMÂN 


Dacă pentru valori ale coeficientului de subţirime interioare limitei 
A efortul unitar critic de flambaj nu mai corespunde hiperbolei lui Euler, 
se pune întrebarea, de a găsi relația între c, şi A şi pentru zona flamba- 
jului plastic. 

Pentru oţeluri, problema flambajului plastic devine mult mai dificilă, 
datorită traseului curbiliniu al curbei caracteristice, după depăşirea limitei 
de proporţionalitaite. i 

soluţia propusă de Engesser, se defineşte modulul tangent Ep 
într-un punct oarecare al curbei caracteristice (fig. 12.13) şi în acest 
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valabile cît timp os < cp, respectiv: 


$ 


fel relația lui Euler (12.10) se înlocuieşte prin 
2 
Palme, (12.13) 
di 

Mărimea Er poate fi stabilită cu ajutorul curbei caracteristice. Se 
înțelege că punctul T, respectiv efortul unitar or = Ce corespund sarcinii 
critice de flambaj. 

forma arătată, teoria Engesser-Kârmân a fost criticată, datorită 
faptului că ea nu ia în considerare cele două fenomene ce se produc, 
cu module de elasticitate diferite, în momentul cînd apare flambajul. 
Cind bara flambează, se produce o încovoiere, care măreşte eforturile 
unitare de compresiune într-o parte a secţiunii (peste valoarea, op dinaintea, 
flambajului) respectiv le micșorează în altă parte a secţiunii. Se cunoaşte 
că descărcarea are loc pe o linie TB paralelă cu porţiunea rectilinie a carac- 
teristieii, deci avînd panta egală cu E, pe cînd încărcarea se tace, pentru 
creșteri mici ale lui o, după tangenta 
dusă în T, deci cu panta Ep. 

În acest fel, deși încovoierea produsă 
respectă legea lui Bernoulli, adică e variază, 
liniar pe secţiune între e, și e, suplimen- 
tele de eforturi unitare variază după două 
drepte cu pante diferite, cum se arată în 
figura, 12.14. 

Cele două triunghiuri de eforturi uni- 
tare, o, și o, se datorese curbării barei, 


Încârcare. p 


escareupe 


08 z 7 
Fig. 12.14 


Fig. 12.13 


nu creșterii forței P. Ca urmare, forța rezultantă dată de ele trebuie să 
fie nulă, în timp ce momentul lor trebuie să egaleze momentul Pv al 
sarcinii P, datorit producerii săgeții v. 
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Se pot scrie ecuaţiile de echivalență în secţiune 
f codå =0; f oy dA = Po. 
a a 


Luind axa y ca pe figură, se poate scrie: 


În zona he 
ap 
o = — 93. 
T 
În zona hy 
y 
=> o 
lei h 1 


h şi o, fiind considerate în valoare absolută. 
Ecuația de proiecţii devine 


unde s-au notat cele două integrale cu S, şi Sa Relaţia, 


Sica B262 N) 
ha ha 


duce la determinarea poziţiei axei neutre, ştiind că S, < 0, $, >0. 
Se scrie, de asemenea, ecuaţia de momente 
0 ha 0 ha 
f oydd +f oyda =f Sage aa + | Sa y2 dA = Po. 
-h o -n ha o ho 
Se notează momentele: de inerție ale celor două părți ale secțiunii 
o ha A 
$ Pd4 = L; f pă4 =I, 
-h o 


şi ecuația de momente devine 


91 o 
= + I = Po. 
h 1t h? 
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Se fac înlocuirile 


c = Ere, oz = He, 
Bel, Š + BE = Po. 
A ha 


Pe de altă parte, în baza ipotezei lui Bernoulli 
C IN i 


h ha p da? 


ceea ce transformă ecuaţia de mai sus, în 


dw 
—— (ErI, + EL) = Po 
da? 
sau : 
d? 
v EA P 5 
da? Prl + EI, 
Se introduce momentul de inerție Z al întregii secţiuni 
d2 P 
dz? H I, T? 
I| Er + BZ 
(7+ 7) 
Mărimea din paranteză se defineşte ca modul de elasticitate redus 


r 


E, = Ep- + BZ e (12.15) 


(12.14) 


0. 


ho =0. (12.16) 


„Se vede că ecuația (12.14) este de aceeaşi formă cu (12.2) deci sarcina 
critică de flambaj este ` 


P = MB 


er q2 


(12.17) 


Principala dificultate constă în necunoaşterea valorii lui P, definit 
de formula (12.16), rit Fa special incertitudinii asupra Ii Bp. 

4 aplicăm rezultatele de mai sus la o secțiune dreptunghiulară, 
Ecuația (12.13) se mai serie i o azi 


SE Sobe, — 
ha ha 


0 


371 


r : spera „Ei Ea 
respectiv, simplificind prin —=-- 
h ha 
SEr + SE = 0. 
Însă i , 
bh? bh 
Monn am 
ceea ce duce la 
Erh} = Eh. (12.18) 
Întrucât 
h + hp = h (12.19) 
din sistemul (12.18) şi (12.19) se găseşte . 
VE, h VB 


h 


==; h = 
"VE + YEr? * VE+VEe 
Se înlocuiesc valorile 
bh? __ bh I= dh 


I 
L gA PART? EP 


şi se obţine expresia modulului de elasticitate redus 


B, = ia 3.4) (12.20) 
VB + VEzP 
i Dacă se înlocuiesc, suc- 
cesiv, valorile lui Erpentru 
diferite puncte T de felul 
celui din fig. 12.13, se gă- 
sese o serie de valori pen- 
tru Ð, respectiv o serie de 
valori pentru forţa critică, 
date de formula (12.17). 
Împărţind pe P, prin aria 
secţiunii, se află ce, deci 
se pot determina puncte 
ale diagramei Se = f(A), 
îy Ào A în zona, flambajului plastic. 
Fig. 1245 Se obţine astfel curba BD 
tu din figura 12.15. _ 
În punctul D, pentru à = d s-a atins limita de curgere. Sub această 
valoare a lui à, bara se calculează numai la compresiune, respectiv linia 
DF este o orizintală. 
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ce FORMULELE TETMAJER-IASINSKI PENTRU FLAMBAJUL PLASTIC 


Incertitudinea asupra modulului de elasticitate redus a condus pe 
unii cercetători ca, pe baza rezultatelor experimentale, să propună dife- 
rite relații analitice pentru funcţia o-,(A) în zona flambajului plastic. Se 
cunosc astfel relații parabolice, eliptice, _ 
liniare, pentru traseul curbei BD din V-A 
fig. 12.15. După studiile făcute de Tet- 
majer şi Iasinski, se poate lua, în dome- 
niul flambajului plastic, o relaţie liniară 


Ga = a — bA (12.21) 


corespunzătoare dreptei BD din figura 

12.16. Această dreaptă este limitată de 

punctul B, determinat de ^, iar în 

stinga de punctul D, corespunzător lui Fig. 12.16 

2. De obicei, materialele care au limită 

de curgere, punctul D corespunde valorii Se = oc. Pentru A < 7, se consi- 

deră căbara nu mai flambează, calculul făcîndu-se la compresiune simplă. 
Coeficienţii d şi b variază de la un material la altul; cîteva valori ale 

lor, ca şi ale limitelor Xp, ^, sînt date în tabelul 12.1. i 


Tabelul 12.1. 
Coeficienții din formulele Tetmajer-Iasinski 


Materialul | a b 20 ži 
OL 37({o, = 24 daNjmm?) 3 040 i 11,2 "105 60 
Oțel, op = 48 daN/mm?, 
Gç = 31 daNjmm? 4 600 25,7 100 60 
Oțel, cr = 52 daN/mm?, 
Se = 36 daN/mm* 5770 37,4 100 > $ 60 
Otel cu 5% nichel 4610 225 86 o 
Otel Ca foii ea. ` 9 800 53 55 0 
Duraluminiu 3 720 21,40 50. 0 
Lemn ; 287 - 1,9 100 0 


Pentru fontă se foloseşte o relație parabolică 
Gay = 7 760 — 120A + 0,53 22, (12.22) 
cu limitele A, = 80 şi 4 = 0. 
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4. CALCULUL LA FLAMBAJ 


Sarcina critică de flambaj, respectiv efortul unitar critice de flambaj, 
sînt mărimi periculoase, la care piesa se poate distruge ; ele pot fi comparate 
cu mărimile critice din calculul de rezistență : forța de rupere, rezistența, 
la rupere. i 

Forţa reală din bara solicitată la compresiune trebuie să fie inferioară 
sarcinii critice, raportul lor fiind numit coeficient de siguranță. 

Calculul la flambaj constă fie în a dimensiona o bară, dacă se dă 
coeficientul de siguranţă, fie în a verifica valoarea acestui coeficient. 

Calculul de dimensionare la flambaj se bazează pe alegerea unui 
coeficient de siguranţă la flambaj, cu care se împarte sarcina, critică, spre 
a afla sarcina admisibilă a barei 


Pa. 


[că 


P= (12.23) 


a. CALCULUL ÎN DOMENIUL FLAMBAJULUI ELASTIC 


Dacă se pune problema de a dimensiona o piesă, caiculul se începe cu 
formula lui Euler, în care se introduce coeficientul de siguranță la flambaj 


2 
po Be PEEL, (12.24) 
c cl? i 
din care se obține momentul de inerție 
i -c- 2 
Ia Pet. (12.25) 
z2 


Valorile coeficientului c sînt foarte variate şi nu există prescripţii 
oficiale pentru ele. În general, coeficientul e se ia din tratate de construcții 
de maşini. Pentru piese de 
maşini valorile extreme ce 
se găsesc sînt : minimum c=4 


Tabelul 12. 2 


Coeficienţi de siguranţă la îlambaj pentru pieso 


de maşini n şi maximum e = 28. În tabe- 

- lul 12.2 sînt indicate citeva 

` Piesa £ cifre, recomandate pentru tije 
=. de piston şi biele, conform 

Maşini cu un cilindru 8—12 | tratatelor deorganeđdemaşini. 


Tija OPINII ENI ETER Aplicînd formula (12.25) 


i f dru- 
pistoni aen ; a erasi . se află momentul de inerție 
cilindri . săi 4—8 I. Este de la sine înțeles că 
-i pentru piesele care pot să 
Mașini termice mari 14—28 |  flambeze, cele mai recoman- 
Biela TREE 16.5 dabile forme de secțiuni sînt 
isi Înot : cele care au acelaşi moment 
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de inerție pe toate direcţiile, adică secţiunile circulare, inelare sau pătra- 
te. Secţiunea, inelară este mai avantajoasă decît cea circulară, avînd, pen- 
tru aceeaşi cantitate de material, un moment de inerție mai mare decît 
cea, circulară. A - , 

Cunoscînd forma secțiunii, se află aria A și se calculează raza de 


inerție 
i= V4 l 
“VA 


Se determină apoi coeficientul de zvelteţe 


(12.26) 


A = A 
i 

Determinînd valoarea lui à, se obține una din următoarele două 
situații : 

1) Se găseşte à >ñ, deci piesa se află în domeniul flambajului 
elastic, ceea ce arată că dimensionarea cu formula lui Fuler este corectă. 

2) Se găseşte A <- àp, ceea ce situează piesa în domeniul flambajului 
plastic, deci face neaplicabilă formula lui Euler. În acest caz, calculul se 
continuă cu formulele flambajului plastic. 


b. CALCULUL ÎN DOMENIUL FLAMBAJULUI PLASTIC 


Pentru a calcula o bară cu formulele Tetmajer-Iasinski se procedează 
în felul următor : 

Se dimensionează bara, la început, cu formula lui Euler, presupunînd 
că ar fi aplicabilă. Dacă verificarea arată că bara se încadrează în zona 
flambajului plastice, calculul continuă astfel : 

— Cu valoarea lui à găsită din prima dimensionare (dată de formula, 
lui Euler) se determină efortul unitar critic de flambaj, aplicînd formulele 
Tetmajer-Lasinski : d ; 

Oer = 4 — bA. 


— Se calculează apoi efortul unitar de compresiune simplă 


g ==. 


A 
— Coeficientul de siguranță la flambaj este raportul 


Pa aa dur, (12.27) 
P c i ` 


— Dacă valoarea dată de această relație corespunde celei dinainte 
impuse pentru c, dimensionarea făcută este bună. În cazul în care se obţine 
o valoare a lui c inferioară celei impuse, se măresc treptat dimensiunile 
piesei, recalculiînd apoi pe î, à, oz, o, 6, pînă cînd se realizează coeficientul 
de siguranță dorit. ` . 


o == 
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Metoda, expusă mai sus pentru calculul la flambaj plastic este recoman- 
dabilă în special pentru piese de maşini, unde coeficientul de siguranță 
la flambaj are o valoarea oarecare, dată. 


€. CALCULUL LA FLAMBAJI PRIN METODA COEFICIENTULUI DE 
FLAMBAJI e 


Din 'cele expuse, rezultă că pentru calculul la flambaj există două 
feluri de relaţii — după cum este vorba de flambaj elastie sau plastic — 
respectiv că la flambajul plastic calculul comportă o serie de încercări. 

În domeniul consrucţiilor, pentru valori bine precizate ale coeficien- 
tului de siguranţă (destul de mici, de exemplu variind între e = 1,7 la 
valori mici ale lui à şi e = 2,4 la valori mari) s-a stabilit o metodă de calcul 
unică pentru fiambajul elastic și plastic. 

Se definește rezistența admisibilă la flambaj 


or _Pa_ ză 
c Ae A 


Cas = 


unde P este forța reală din bară şi A — aria secţiunii ei. 
În acest fel, calculul la flambaj se transformă în calcul la compresiune, 
cu relația 


(12.29) 
Saf 


Mărimea cas rezultă din valoarea lui c, dată de fig. 12.15 su 12.16, 
variabilă cu à, împărțită cu un coeficient e, variabil şi el cu A. Se introduce 
noţiunea de coeficient de flambaj 


pt 1 


Ga 


(12.30) 


unde c, este rezistența admisibilă la compresiune simplă (constantă), 
de exemplu, pentru OL 37, o, = 1500 daN/em?. 
Relația de dimensionare la flambaj devine 


Ane = E, (12.31) 
P` Oa 
respectiv relația de verificare 
Ge = YA < Og- (12.32) 


În tabelul 12.3, se dau valorile lui ọ, pentru OL 37, după STAS 
763/L1—71, iar în tabelul 12.4 cîteva, valori pentru lemn și fontă. 
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Tabelul 12. 3 


Valorile coeficienţilor e pentru oţelul OL 37 


pi i e 
s | 9 
(ERIE [NON PI EU e A PO AER AI NE N ERE a ONE (E 
0,967 | 0,963 
0,930 | 0,926 
0,894 | 0,890 
0,857 | 0,853 
0,821 | 0,517 
0,784 | 0,780 
0,745 | 0,741 
0,705 | 0,701 
0,660 | 0,656 
0,607 | 0,600 
0,515 | 0,506 
0,431 0,424 
0,367 | 0,361 
0,315 | 0,311 
0,274 | 0,271 
0,241 | 0,238 
0,213 | 0,210 
0,190 | 0,187 
0,170 | 0,168 
0,153 | 0,152 
0,139 | 0,137 
0,126.| 0,125 
0,116 | 0,115 
0,106 | 0,105 
0,098 | 0,097 


Tabelul 12. 4 


Coeticienţii de îlambaj ọ pentru lemn şi fontă 


rr aaaaaaaltltiuy 


A | Lemn | Fontă ră Lemn Fontă 
În ri S 
0 1 1 80 0,48 0,26 
10 0,99 0,97 90 0,38 0,20 
20 0,97 0,91 100 0,30 0,16 
30 0,93 0,81 110 0,25 — 
40 0,87 0,69 120 0,22 ~- 
50 0,80 0,57 130 0,18 — 
60 0,71 0,44 140 0,16 — 
70 0,61 0,34 | 150 0,14 zi 


Practic, în metoda coeficientului ọ, se alege o valoare oarecare pentru 
À, se ia valoarea lui ọ din tabel şi se aplică relația (12.31). După dimensio- 
nare, se recalculează à, se reia calculul de cîteva, ori, pînă se ajunge la dimen- 
siuni ce nu mai variază de la un calcul la altul. 


d. VERIFICAREA LA FLAMBAJ 


Pentru o bară de dimensiuni date, se calculează întîi coeficientul de 
zvelteţă A. i 

Dacă se foloseşte metoda, coeficientului de flambaj ọ, se ia valoarea 
lui din tabel — corespunzător lui A — şi se face verificarea cu formula, 
(12.32). . 
Dacă se folosesc formulele lui Euler, sau Tetmajer — Iasinski, se 
determină valoarea lui c, din relația (12.24) sau (12.27) și se compară 
cu valoarea preserisă. 


PROBLEME 


12,1, Să se dimensioneze tija pistonului unei mașini, dacă forța maximă de compresiune 
este P = 10 000 daN, iar lungimea tijei Z = 1,29 m. Tija se consideră articulată la ambele capete. 
Coeficientul de siguranţă, conform tabelelor, are valoarea c = 10. Materialul este un oţel cu 
dp = 105 și Se = 2400 daN/em?. 

Tija pistonului se face de secţiune circulară, deci cu 

md 
Imin = I= 64 ui 

Tija fiind considerată articulată la ambele capete, lungimea de flambaj este ly = . Din 

formula (12.25) rezultă 


Pe 10000-10- 1202 iai ct zd 
wE 722,1 - 102 ORA 64 
Li 


69,5-64 
d= —— = 6,13 em. 


7 


Se alege o valoare rotundă 
d = 6cm. 


Se verifică dacă formula lui Euler era aplicabilă sau nu 


d 6 r l 120 e 
== = Ldem; == = 
4 4 i 1,5 o 


Se vede că nu era cazul să fie aplicată formula lui Euler. Vom verifica cu formula lui 
Tetmajer, căutînd să obţinem aceeași valoare c = 10 a coeficientului de siguranţă. Se iau 
valorile din prima linie a tabelului 12.1. 


Ser = 3 040 — 11,24 = 3 040 — 11,2- 80 = 2 143 daN/em? 


6 P 10000 
= = 2; =— = = 2 
A 28,3 cm; o ȘI 25,3 353 daN/emi 
2 
des Set a l4Ă 6,1 
o 353 


Întrucît a rezultat o valoare mult mai mică decit cea impusă, se reface calculul, încercînd 
o secţiune de piesă ceva mai mare. Se alege valoarea 


d 
d = 80 mm = 8cm; îi g aei; 1=—= = 60, 


"Ser = 3 040 — 11,2- 60 = 2 368 daN/em?, 
În continuare rezultă 


TE k 
A = 50,3 cm?; c= T = 198,8 daN/em? 


. Ger = 3 040 — 11,2 - 66 = 2 301 daN/em? 
A = 41,9 cm?; c = 239 daN/em? 


2301 
c= SEL m = 9,6 R 10. 
o 239 


Această valoare este mulțumitoare, deci d = 73 mm. 

12,2, Să se dimensioneze tija hielei unui motor, secțiunea avind forma schematică din 
figura 12.17, cunoscînd următoarele date : diametrul pistonului d = 100 mm ; presiunea maximă 
pe piston Pmarz = 40 daN/em? ; lungimea bielei 4 = 320 mm ; materialul bielei este oțel cu 5% Ni; 
coeficientul de siguranță c = 5. 

Se aplică inițial formula lui Euler 


2 2 
3 142- 5- 322 
LRAT S Lona aie cmé, 


P Pmas = — -40 = 3142 daN 


14 =1=32cm. 


Conform figurii, rezultă 


a(3a)? 3a: a 6 
Iy=2 = 4,75 at = 0,776 cmt 
Tmin = Ty 2 TB Fig. 12.17 


Se alege o valoare rotundă 


și rezultă 
I = 4,75 + 0,74 = 1,14 cmâ 


A = 902 = 9: 0,7? = 4,41 cm? 


ia. Ea LA oso 
aT] aa T” 8 cm 
y 32 
a = e 63, 
i 0,508 


Se vede că această cifră este inferioară limitei 2, = 86, corespunzăt Îi 
Se verifică cu formula lui Tetmajer, punînd condiția de a Obina cel erei aia) en ioner 


c = 4,5. 
După tabelul 12.1, se scrie 


Ger = 4 610 — 22,51 = 4 610 — 22,5 - 63 = 3 193 daNjem?. 


P 3I L 12daNjem? 
c = — = a 
A aA aem 
aer 3193 
c= = = 45. 
o 72 


Rezultă că dimensiunea aleasă este bună. 


12,3, O ţeavă de condensator, încastrată la ambele ca, ă ij i 
. de; tor, pete, este rezemată la loc printr-o 
diafragmă, spre a mări forţa critică la flambajul datorit efectului de dilatare. Să se celeuleze 
valoarea forţei critice de flambaj, dacă ţeava are: D = 20 mm, d = 18 mm, lungimea totală 
1=2 m, iar materialul este alamă, cu E = 1,05 - 106 daNjem?. ` 

Forţa critică de flambaj, dată fiind rezemarea de la mijlocul barei, corespunde celei de-a 
doua soluții a ecuaţiei trigonometrice (v. paragrafele 2a și 2d), adică 


al 2m; æ 1672 Per 
2 p EI 
162E7 16 - z- 1,05 - 105. 0,27 
pp D = 1 119daN 
I = = (Dt — ai) = (26 — 1,84 G 
a ) TI ( 1,81) = 0,27 cm. 
Această forță produce în țeavă un efort unitar 
Per 1119 
Oer = FA = ————— =185 daN/em2, 
* (2—1,8? 
pi ) 


Dacă se presupune că plăcile în care este încastrată țeava ix 
pi va sìnt fixe, se poate calcula variați: 
de temperatură necesară pentru a produce acest efort unitar, cu relația j da 


Oor = Ea At, 
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unde 
a = 19:105 


este coeficientul de dilatare termică liniară al alamei, deci 


ocr 1875 
Ea  1,05-10°-19- 107 


= 940. 


At 


Acest calcul arată că la o creștere relativ mică a temperaturii se atinge forța critică de 
flambaj, deci ţevile vor îi, în timpul funcţionării condensatorului, încovoiate. i 

12.4, Să se dimensioneze, prin metoda coeficientului e, stilpul cu secțiune compusă ca 
în figura 12.18, confecţionat din lemn, cu Gg = 100 daN/em?, 
avînd lungimea 1=—5m şi încărcat cu o sarcină P= 
= 30 000 daN. Stilpul se consideră încastrat la un capăt și liber 
la celălalt. 

Pentru primul calcul se ia o valoare oarecare a lui ọ, de 
exemplu ọ = 0,6, cu care se face dimensionarea 


P 30 000 


——— = ——— = 500 cm? 
9: 0a 0,6 :100 


Anec = 


» 
z -l 


Pentru un singur element din cele cinci ce formează 
secţiunea se găsește 
500 . 
A, = — = 100 cm?; a= 10cm. 


Momentul de inerție față de axa z este 


a d 
L=3— +2 H 


12 


Raza de inerție și coeficientul de zveltețe sint 


29a4 
Ty. 12 29 ` 
i 2 a 0,695 a = 0,695 - 10 = 6,95 cm 
A 5a? 60 


Conform tabelului 12.4, se găseşte e = 0,15, care, introdus în formula (12.30), dă 
Gaf = PCa = 0,15 + 100 = 15 daN/em?. 


întrucit dimensionarea cu această valoare va da o secțiune mult mai mare, deci valoare 
mai mică a lui A și valori mai mari pentru e şi Gay, se încearcă cu e = 0,3, deci 


Gay == 30 daN/em? 


30 000 i 
nec =* pg = 1000 cm;  A1:=200cm?; a 14cm 
29 2: 500 
i = 14 || — = 9,73 cm; 1= = 103. 

60 9,73 
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Acestei valori îi corespunde, după tabelul 12.4, 
e = 0,285. 
Se reface calculul, pornind de la această valoare 


Gaf = Pa = 0,285 : 100 = 28,5 daN/em? 


30 000 
Anec = —;—— = 1053cm*; A, =211cm?; a= 14,5cm 
28,5 
t= 14s |/ 2 1010m de go 
= 14,5 || — = 10,1cm; à= = 99, 
60 | 10,1: 


Acestei valori îi corespunde e = 0,31, deci Gaz = 31 daN/cm?, ceea ce duce din nou la 
a == 14 cm. Dacă se adoptă valoarea a = 14 cm, formula de verificare dă 


P 30 000 
Sai ze = 


A = 107 daN feme, 
pA 0,285 - 5 - 14°? 


adică o depăşire de 7% a rezistenței admisibile, Alegind a = 14,5 cm, la care corespunde e = 
= 0,31, rezultă 


30 000 


~ = 92 daN/em? < Ga. 
0,31: 514,58 ferm a ea 


Sef = 


Se alege ca dimensiune de construcţie a = 14 cm. 


5. CALCULUL SARCINII CRITICE DE FLAMBAJ LA BARA SOLICITATĂ LA COMPRESIUNE, 
PRIN METODA ENERGETICĂ 


„Vom arăta cum se poate determina, sarcina critică de flambaj, prin 
metoda, energetică, datorită lui Timoshenko [26]. 

Se va trăta, prin această metodă, cazul fundamental de flambaj, 
adică bara coraprimată, articulată la capete. 

Forma rectilinie a barei este formă de echilibru stabil cît timp forța P 
este mică şi de echilibru nestabil cînd forţa P atinge valoarea, sarcinii 
critice de flamba;j. 

tr-un moment oarecare, cînd bara se află în echilibru stabil, ea 
poate fi încovoiată sub acţiunea unor sarcini transversale Q și a forţei 
de compresiune P (fig. 12.19). Neglijind energia, de deformaţie prin com- 
presiune, se poate scrie că energia acumulată prin încovoiere, U, este 
egală cu lucrul mecanic Lp al forței P plus lucrul mecanic Le al forţelor 
transversale 


U = Dp + L. 


Înlăturind forțele Q, energia U scade, bara caută să se redreseze, deci 
se află în echilibru stabil. Se poate mări din ce în ce forța P, micşorînd 
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sarcinile Q, aşa ca U să rămînă constant. Se ajunge la o situație limită, 
cînd Lo = 0, deci întreaga energie de deformaţie se datorește forței P. 
În această situație, sub acțiunea forței P există o poziție de echilibru 


Fig. 12.19 


curbilinie, deci s-a atins forța critică de flambaj. Conform figurii 12.19, 
se poate serie 

Lp = P'u 
şi, prin urmare, la limită 
i U=P-u. (12.33) 


Energia de deformaţie are expresia (10.5) 


Pentru determinarea deplasării u, se observă pe desen că ea este 
diferența dintre lungimea | a barei şi proiecția pe axa æ a fibrei medii 
deformate. La rîndul său, fibra medie deformată are lungimea totală 
s = l, neglijind deformaţiile de compresiune. Ca urmare, luînd un element 
de lungime dz, atât pe axa w cît și pe fibra medie deformată, lui îi cores- 
punde o deplasare 


du = ds — de cos p = dg (1 — cos), 


respectiv, dezvoltind paranteza în serie, 


2 2 
du x da: = (=) dz. 


Înlocuind pe U şi u în relaţia (12.33), 'se află valoarea, forţei critice 


de flambaj 
d% 32 
BI | —— 
a (32) = 
u 


(12.34) 


Peniru rezolvarea problemei prin eto Energi 
. Pes a. x ps 
metoda energetică trebuie aleasă o 
eupreste a funcjie (2 o(s), cît mai apropiată de cea reală s respectând, condiţiile 


a) Pentru bara din fi ; . Ă 
este © sinusoidă,. de pr inu 12.19, se știe că fibra medie deformată 


2 = eine 


Înlocuind în (12.34), rezultă, 

4 
( BIZ sin? T e da 
J y l n? EI 


P„,= = = 
T T 

| o F cos 2 vag La 
I rP l 


adică se regăseşte expresia cunoscută; a, f i lui 
. exp Q ulei lui Ful 
b) În mod obişnuit; nu se cunoast parea ni 
e expreşia, ă iei 
De exemplu, la problema, de faţă, se Toste alega râu Se meat ela) 


v= azi — Aw? + Ba) 
D — afda? — Gla? 413 
dz — læ? + 13) 


dw 5 
T = a(1282 — 1212) = 12a(a2 — 1). 


înlocuind în (12.34), se găseşte 


1 5 
z 1442 —ls)de ŽŽ aer 


Par= i = 
f a?(4w? — Glg? -+ Bde 
o 
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Această valoare diferă numai cu 0,2% de cea exactă. O alegere mai 
puţin judicioasă a ecuației fibrei medii deformate duce la erori mai mari, 
însă în limitele acceptabile pentru aplicaţiile tehnice. 


6. FLAMBAJUL BARELOR SUB ACȚIUNEA FORȚELOR AXIALE 
EXCENTRICE 


Se consideră bara din figura 12.20, articulată la capete, asupra căreia 
forţa de compresiune P se aplică cu o excentricitate e. 
Se urmează aceeaşi cale ca la stabilirea formulei lui Euler 


azv aw P 
u=P Cp A rc Baa Pi AL Da a a > 
ps Cici i Meze e— Poi Tert HI DI 
„_P aw 2 
a = T ; Jat +e% a?e 


Soluția ecuâţiei este 
v = A sin «w + B cos ag — e. 


Se pun condițiile la capete - 
æ= 0, 2=0 
| N =l, v=0. 


Din prima condiție rezultă B = e, iar ecuația se serie 


v = A singg + e cosag — e 


şi punind a doua condiție 


0 = A sin al + e cos al — e 


- al 


A = etg—: 
E-z 


Ecuația fibrei medii de- y 
formate devine 


Fig. 12.20 


v ete si Sin ax + COS ag i}: (12.36) 


Săgeata maximă este în mijloc, la œ = 1/2 


al al a 
Umas = Eft: sin cos 
a: ( g 2 2 + 
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T 


7 


Se vede că pentra luă 
2 "2 


flambajul şi prin urmare 


de unde 


Rezultă că ezeentricitai pa 
de flambij. piu 


- 7. INFLUENȚA FORȚEI TĂIETOARE ASU) SARCINII 
PRA SA 
i CRITICE 


Ă Întrucît momentul încovoietor M = 
din fig, 12.7, în secțiune se produe şi forțe tăietoare 


po _păb. 
dz dz 
Prin derivare, se obţine 
pe E adi 
de dg? 


Se înlocuieşte această expresie în ecuaţia (6.38) 


dw Po kP à% 


da MGA a 


care suferă următoarele transformări 


d? kP 
GR ai 


az: | GA) ar” 
2. 
a _ M 
da? kP i 
TAA 
386 


rezultă săgeata, infinită, deci se produce 


nu modifică mărimea sarcinii critice 


Po este variabil în lungul barei 


(12.37) 


Se observă analogia: dintre relația (12.37) şi relația (12:2); Continuînd 
acelaşi raționament 'se găseşte că i 


P. 
at H 
Pj ef 
GA 


şi rezolvind în raport cu P rezultă sarcina critică, 


reEI 1 
Pa = TIA (12.38) 
P GA 


Prin urmare, dacă se ține seama și de efectul forţei tăietoare, sarcina 
critică de flambaj se micşorează. Se poate nota, prescurtat : 
— sarcina, critică, fără efectul forței tăietoare 
BI >: 
P.a” 


Pier = 


— o forță convențională, reprezentînd efectul forței tăietoare 


Cu aceste notații, expresia (12.38) se scrie prescurtat 


1 

Pa = Pies ——p—: (12.39) 
TE l 

A P: 

Pentru bare masive, raportul P/P este foarte mic, deci efectul 
forței tăietoare asupra sarcinii critice este neglijabil. În czul stilpilor 
cu zăbrele, unde momentul de inerție — care intră în Pyr — este mare, 
iar secțiunea, proporțională cu P}, este mică, factorul de corecție începe 
să fie diferit de unitate, deci este cazul a se ţine seama de efectul forței 
tăietoare. . 


6. FLAMBAJUL BARELOR CU SECȚIUNE VARIABILĂ 


Considerente de ordin constructiv sau economic fâe ca uneori barele 
comprimate să nu aibă aceeaşi secțiune în tot lungul lor. În unele cazuri, 
secţiunea, variază în trepte, alteori variaţia dimensiunilor este continuă. 


387 


Se va examina acest ultim caz. Fie stilpul din figura 12.21, de secțiune 
variabilă continuu, avînd la cele două, capete momentele de inerție T, 
Şi Ia. Într-o secţiune oarecare, reperată, prin abscisa x, 
măsurată de la un punct O, momentul de inerție este 


r= BE 
a 


Luînd aceeaşi schemă a barei flambate ca în figura 
12.10, ecuația fibrei medii deformate este 


EI, (FE = Po (12.40) 
aj dæ? 


Exponentul » depinde de modul în care variază sec- 
ţiunea. Astfel, dacă secțiunea are forma unei platbande de 
grosime constantă şi lățime variabilă liniar, în expresia 

Fig. 1221 momentului de inerție dimensiunea variabilă intră la, pu- 

terea întii, deci n = 1. Cînd secțiunea, stilpului este for- 
mată din 4 corniere, în expresia momentului de inerție apare pătratul 
distanţei de la centrul de greutate al secţiunii cornierei la axa, secţiunii, 
deci n = 2, Pentru stilpul conic sau piramidal, n = 4. Dacă genera- 
toarele din fig. 12.21 sînt; curbilinii, n poate avea, şi alte valori. ` 

Rezolvarea ecuaţiei (12.40) se face cu ajutorul funcțiilor Bessel şi 
este dată în lucrările de specialitate [49]. Se găsește că, în general, forța 
critică de flambaj poate fi scrisă sub forma, 

mEI, 
Pa = ; 
[2 


(12.41) 


unde I, este momentul de inerție din secțiunea maximă, iar coeficientul m 
pentru n = 2 şi n = 4, poate fi Inat din tabelul 12:5. : 


. Tabelul 12.5 
Coeficienţii din formula (12.41) 


ll | 0.1 | 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 | 0,7 


e S O 


pentru n ='2 
„m 


1,350 1,598 1,763] 1,904] 2,023 2,128] 2,223] 2,311] 2,392] 24 


pentru n= 4]. 


ui 1,202 1,505 | 1,710| 1,870| 2,002| 2,116| 2,217| 2,308] 2,391| =2/4 


9. ÎNCOVOYERE CU FORȚĂ AXIALĂ DE COMPRESIUNE, ȚINÎND SEAMA DE 
i DEFORMAȚIE 


Se consideră o bară articulată la capete (fig. 12.22, a), încărcată 
prin o forță axială de compresiune P și o serie de forţe transversale. Se 
cere să se studieze detormaţiile barei. 3 
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Într-o secțiune oarecare, momentul încovoietor este 
M = P-o+ Mo. 


ă că pri y i ilea reprezintă mo- 

servă că primul termen din membrul al do reprez no: 

na ieri de forta P, care este funcție de deformaţie, iar al Aa 
termen, Mo, reprezintă momentul produs de forțele transversale 4;. 


Ecuația diferenţială a fibrei medii deformate este 


Blow = — M = — Po — Mo, 
respectiv 
PA P. Mo 
tT 

iar cu notația cunoscută 

E cai 

BI 
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ecuaţia devine R 
v” + aw = e, 
so -I © (2242) 


Această ecuație. are soluția 


pinde de, modul de aplicare a sarcinilor Q. 


i i : ă de mijlocul b 
considera, că f a de mijlocul barei, se poate 
forma (13.5) ibra medie deformată este o sinusoidă, avind ecuația de 


E NL 
di (ou a (12.43) 


unde f este săgeata maximă, din mijlocul barei. 


La rîndul său, soluția, particulară, ve se poate lua de asemenea, ca o 


sinusoidă, 
Do = in £. 
Q = fosin 7 &, (12.44) 
unde fe este săgeata î ij ei pri ă i ini 
uade fo s e săgeata în mijlocul barei produsă numai de sarcinile trans- 
Este evident că între săgeata % şi momentul M, există relația 
doo _ Me 
EA ds?. . MI 
Derivind de două ori expresia, (12.44) 
dvg n? T M, 
piu APS a ÎN — go EEEa A 
da? p e sin p ZI 
apoi derivînd pe (12.43) 
: dvori mooo mo 
aa = fsin F 2. 


şi înlocuind în ecuaţia (12.42), rezultă, 


T sgin? PIRE i: 2 
Spiny etes d = = = fe sin Za, 


care, după simplificări, se serie 


se- =)=- m fe 


Rezultă săgeata maximă. a barei 
a 
a 
f 2 iai 


fa : 

E P 
T . 
p74 l-a H 


La numitorul expresiei găsite apare forța critică de flambaj 
l BL 


er 2 


, 


ceea ce transformă expresia săgeții în 
| f= fe —. ; (12.45) 


. a E pa 6 


Par 


Se observă că în acest caz nu există r 
săgeata f : pe măsură ce P tinde către Pa 
Pentru o sarcină uniform distribuită (fig. 12. 


glaţie liniară între sarcina P şi 
săgeata tinde spre infinit. 
22, b) momentul Mo are 


expresia i 
gi gr 

Mo = =g — 

a ile ii a 


A A 3 i EAE oblemet 
care, introdusă în ecuația (12.42), duce la o soluționare exactă apro 
"La, bara supusă unei forţe de compresiune excentrică din figura 12.22, 6, 


momentul Mg are expresia 

Mo = P-e l 
şi este constant pe toată lungimea barei. La o bară simplu ae ob 
avînd pe toată lungimea un moment încovoietor constant M, = P: e, 
săgeata, maximă este : 


înlocuind această expresie în (12.45), se obţine 
P.e ei 
SBI i ` (12.46) 
f= NE 
i Pee 
Se observă că săgeata f devine infinită cînd P = Pu deci Hambajul 
are loc la valoarea P, a forţei de compresiune. Din acest exemplu, se 
arată că excentricitatea fortei de compresiune nu modifică valoarea sarcinii 
critice de flambaj. 
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10. FLAMBAJUL LATERAL AL GRINZILOR SUBȚIRI SOLICITATE 
LA ÎNCOVOIERE 


Se ştie că o grindă solicitată la încovoiere rezistă cu atit mai bine 
cu cit are, față de axa neutră, un moment; de inerție mai mare. Această 
constatare duce la tendinţa, de a realiza. secțiuni cît; mai înalte şi înguste, 


de tipul platbandelor. Astfel de grinzi devin însă instabile, din cauza, 
flambajulaui lateral : la o valoare critică a sarcinilor, se produc bruse đe- 
formații de încovoiere laterală (w) şi de răsucire (ọ), care pot produce 
distrugerea construcţiei respective. Problema flambajului lateral a fost 
rezolvată prima dată, pe cale analitică, de către Prandil. 

Pentru .exemplificarea metodei, se va trata o problemă simplă : 
grinda, încastrată la un capăt și încărcată cu un cuplu la capătul liber 
(fig. 12.23). y 

Pentru valori ale cuplului inferioare celei critice, grinda se deformează 
numai în planul 20y, săgețile v fiind mici. La valoarea critică a cuplului, 
Mea, poziţia de echilibru în planul 20y devine nestabilă și apare o poziție 
de echilibru stabil, cînd bara se deformează cum se arată cu linii pline 
în fig. 12.23, b. Se consideră că la trecerea de la prima poziție la a doua, 
cuplul Me îşi păstrează direcția, deci este tot timpul dirijat pe axa Oz. 

„Se consideră o secțiune w în bara deformată după flambaj şi se dese- 
nează noile sale axe, 2, y’, g.. > 

Cu notaţiile de pe desen, cuplul M, (redus în secţiune, deci egal tot 
cu Mo) are componente pe noile axe 


My = Msn ọ Meg; 
dw 


M; = M, sinp Mois = My 
dg 
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Detormaţiile fiind relativ mici, s-au făcut simplificärile arătate pentru 
expresiile liniilor trigonometrice. , D ae 
Se scrie ecuația deplasării pe axa z sau 2' datorită momentului My 


dw 
dg? 


şi cea de răsucire, datorită momentului My 


EI, = — My = — Mp 


dọ dw 
> = Mg = Mo: 
Gla ig gi ° ds 


Derivird a doua ecuație în raport cu o 


d20 
GI 
as _ Mo r 
— Mo EI, 
respectiv 
To BRE. RP (12.47) 
da? BIG 
Făcind notația 
2 
ai (12.48) 
BI,GIa 
ecuaţia (12.47) se serie 
e E RR 
da ' 


şiare soluția 
o = A sin ag + B cos az. 


Fţă de modul de rezemare a barei, condiţiile la limită sint; : 
2=0, 9=0; 2=1 = mar 
Prima condiţie dă B=0 şi ecuația deformaţiei de răsucire se reduce la 
9 = A sin ag. 
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Pentru ca, în, capătul liber deformația să fie maximă 


Omas = A Sin al 


trebuie ca sin ol = 1,'Qeci 


înlocuind expresia lui «, rezultă valoarea critică a momentului aplicat 
barei , 


M, = aV BIGI 


Myr = — VBI ,Gla. (12.49) 
2l 
Expresia de sub radical — produsul rigidității minime de încovoiere 
cu al celei de. răsucire — este caracteristică fambajului lateral, indiferent 
de modul de încărcare sau de rezemare a barei. 


11. FLAMBAJUL UNUI INEL SUPUS UNEI PRESIUNI EXTERIOARE UNIFORME 


Se consideră un inel de rază R, supus acţiunii unei presiuni exteri- 
oare p, din cauza căreia poate să flambeze (fig. 12.24). Se caută valoarea 
critică a presiunii, la care poate apare flam- 
bajul. Presiunea p se măsoară pe unitatea de 
„lungime de are. Grosimea arcului, perpendi- 
cular pe planul desenului, poate fi conside- 
rată egală cu unitatea. 
Se notează : 
R — raza inelului nedeformat ; 
u — deplasarea radială a unui punct al 
| inelului, cînd seproduce flambajul ; 
up — deplasarea radială a punctului A 
(maximă) ; 
r — vaza formei deformate a inelului 
(variabilă) ; 
No — forţa axială în A; 
My — momentul încovoietor în A. 
Pentru a calcula pe N, se face o secţiune 
prin inel ca în figura 12.25 şi se serie ecuaţia, 


Fig. 12.24 


de proiecţii pe verticală 
2N, = | pRae sing =2pR 
o 
N, = pR. 
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Ă Valoarea, forţei axiale se află ca și cum presiunea p ar fi numai verticală, 
şi repartizată uniform peraza R. Din acest motiv, după deformaţie, cînd 
raza punctului A scade la E — to, forţă axială în A, este i 


N, = p- 40 = pR —u) 


“le 


: Fig, 12.25 Fig. 12.26 . 


Se va exprima momentul încovoietor într-o secțiune C a, inelului 
deformat, pe baza figurii 12.26 


A = + No 40 — 246 
sau, înlocuind valoarea lui Ne 
M = Me + p- 40-40 — PAG. 


Din triunghiul A,00 se poate serie 


sie si, i Pat 
DË = Ac + 4,0: — 34,0: 4,0-cos 040 


AN E 
AC cos CA.0 = 4, D 


0C = 4,0- + 4,02 — 24,0: A,D 


4,0 — 24,0: 4,D = 00 — 4,0: 


1- 1 
40: AD- 40 = 


(4,0 — 003), 
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Însă 

40 = R— úw; 0O0=R-—u 
l-a 1 3 
3 AC = 2 UR — w) — (R — u] 


2 


4,0- AD 


: (u3 — uè — 2 Ru + 2 Ru). 
Întrucât deplasările u şi ug sînt mici, pătratele lor se pot neglija 


AG: AD — Ine 2 — R(t — u). 


Se înlocuieşte în expresia momentului 
M = M, — pR (t — u) 
respectiv se notează ds = Rdọ şi relația (12.35) devine 


du u M du AR: 
pa ta ; Pia lea 
Rd R? BI dg? EI 
du R? i 
az: +u 2 [Mo — PpR(to — «)] 
au M (1 PRE) MR + pR 
dọ? ' Br ZI 
Dacă sețnotează, 
pR? 2 
1 ++ =g? 13. 
+ BI a ( 


ecuaţia diferenţială are soluţia : 
i í ME 2 3, 
u = C, sin «o + C, cos ag + ZMR? + pR, 
EI + pR? 


Prin derivare, rezultă, 


du a 
— = Oua cos ap — Oo sin ag. 
de 
În baza simetriei figurii, condiţiile la limită sînt 
9 =0, E gi oo, 4 
de 2 de 
Folosind prima condiţie rezultă C, = 0, deci 
Wi — 0, asi «e. 
de 
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A doua condiţie dă 
. T 
O, œ sin a — = 0. 
i 
Întrucît C, şi « nu pot fi nule, trebuie ca 
aT g 


: a T 
sin- = 0, deci an T O a Ng 
2 


2 


Prima soluție valabilă este 


aT . 
a Tn deci « = 2. 


Înlocuind în (12.50) se obține 


pR? 2 
1+ =g = 4 
EI 
de unde rezultă valoarea. critică a presiunii 
_ 3B 
p Per = 5 


Pentru această presiune, inelul flambează sub forma, 


(12.51) 


unei elipse. 
Pentru presiunile critice superioare, inelul flambează cu mai multe bi cle 


CAPITOLUL .13 


SOLICITĂRI DINAMICE 


1. cpu aa GENERALE 


În foarte multe aplicații inginereşti şi în special în construcțiile de 
maşini se întîlnesc piese şi sarcini care nu satisfac condițiile solicitării 
statice, admisă pînă acum. Solicitările dinamice sînt rezultat al mișcării 
piesei studiate, sau al altor corpuri, care aplică asupra ei sarcini dinamice. 
De unde la solicitarea statică se admite că vitezele şi acceleraţiile sînt 
— practic — nule, la cea dinamică intervin aceste mărimi cinematice, 
în cele mai variate feluri : constante (un volant în mișcare de rotaţie uhi- 
'formă), variabile continuu, variabile cu discontinuități. 

O sistematizare a modului de variaţie a acestor mărimi cinematice, 
după efectul mecanic asupra piesei studiate, permite gruparea solicitărilor 
dinamice astfel : 

a. Solicitări prin forțe de inerție, datorate unor acceleraţii mari, cons- 
tante sau variabile continuu, întilnite la: cabluri de ascensoare, Yolanţi, 
discuri de șlefuit, rotori de turbine etc. 

B. Solicitări prin șocuri, cauzate de variații bruște (discontinui) ale 
vitezelor şi acceleraţiilor. 

y. Solicitări la oboseală, datorate unor variații periodice (uneori alea 
toare) ale eforturilor, repetate de un număr mare de ori. Studiul cine- 
matic și dinamic al mişcărilor ce au loc la aceste solicitări face obiectul 
teoriei vibratiilor. 
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__ a, forţa axială în capătul superior al cablu- 


Aceste 4 capitole mari ale mecanicei corpurilor deformabile au metode 
proprii de studiu, adesea fac obiectul unor cursuri şi tratate separate. 

Dintre ele, cea mai mare extindere a luat studiul vibraţiilor mecanice, 
disciplină separată, recent introdusă în învățămîntul nostru tehnic supe- 
ior; prin urmare, problemele de vibrații nu vor. îi tratate aici. 

Studiul solicitării la, oboseală va; fi tratat în partea II a volumului, 

În consecinţă, în capitolul de faţă se vor studia numai citeva exemple 
de solicitări prin forțe de inerție şi solicitări pirin şocuri. 


2. SOLICITĂRI PRIN FORȚE DE INERȚIE 


Piesele solicitate prin forțe de inerție se studiază la fel cu cele solicitate 


- static, dacă se adaugă forțele de inerpie; după care se e: determina eforturile, 


prin metodele cunoscute. 


a. CALCULUL CABLULUI DE MACARA SAU ASCENSOR i 


În cablul de ascensor, efortul cel mai mare are loc în perioada de 
pornire de jos în sus (fig. 13.1). 

Dacă mişcarea are loc cu o acceleraţie ah 

| N 


lui este 


N = Prao += P4H 
CE a (pă ao) (n i ai 
g g gre 
(3.4) 


Cind greutatea cablului este mică în 
comparație cu a cabinei, q se neglijează. 


b. BARĂ ÎN MIŞCARE DE ROTAȚIE 


Tija OA, (fig. 13.2), de greutate 
p daN/em şi lungime 1, are în capăt o bilă 
de greutate G şi se roteşte, în plan orizon- 
tal, cu viteza, unghiulară o, în jurul 


II 


punctului O. Se cere să se determine forţa, i 
axială maximă din tijă. i | Pga 
Această forță are loc în punctul O şi 
este egală cu forța centrifugă a bilei Fig. 13.1 
F= a: lo? 
g 
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plus forţa centritugă a tijei. Pentru un clement da din tijă, la distanţa æ 
de punctul O, forţa centritugă este 


dF, = pug "8O? 
iar pentru întreaga tijă 
i i 2092 
Bo: | zăz m 3 Po . 
Fig, 13.2 g o -g 2 


Forța axială din bară, în punctul O, este 


2 
No =F, +F, = E (a Pa 2) (13.2) 
F - 


c. ÎNCONVOIEREA PRODUSĂ DE FORȚELE DE (NERȚIE ÎN BIELA 
MOTOARE 


La mecanismul bielă-manivelă (fig. 13.3), în poziția în care unghiul 
dintre bielă şi manivelă este de 90°, accelerațiile perpendiculare pe bielă 
variază aproximativ liniar, avînd valoarea maximă a = ro? în punctul B 
(butonul de manivelă). În 
realitate, în capătul P acce- 
lcraţia nu este chiar nulă, ci 
are valoarea 

pă 
dp = poa, 


p 


Pentru un raport curent —.o 


Ta Ea „rezultă 
l 4 


[are care 
ap = |>] ro? = —- ro? 
256 Fig. 13.3 

adică o valoare cu totul neglijabilă. i 

Admiţind distribuţia triunghiulară a componentei normale pe bielă a 
accelerației, rezultă o distribuţie triunghiulară a forţelor de inerție, ca în 
figura 13.3. Dacă A este secțiunea tijei Bielei, masa, pe unitatea de lun- 
gime este 

YA 


M = — s 


g 
iar forța de inerție pe unitatea de lungime, calculată în capătul B al bielei, 
este 


A 
fi = ma = XE pot, (13.3) 
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Biela, fiind încărcată cu o sarcină triunghiulară, normală pe axa lon- 

gitudinală, corespunde schemei din figura 4.11, deci are momentul maxim 

á 2 2 Å he 2]2 

ioa ea Ep E ngo Lat, 

9/3 g 9/3 g 

unde s-a; înlocuit p prin fı. Dacă modulul de rezistență al secțiunii tijei este 
W, efortul unitar produs în tijă este 

M, 4 yro? 

wW 


o =E = 0,06 


(13.4) 


(13.5) 


Acest efort unitar, proporţional cu w?, are valori însemnate în special 
la motoare cu turație mare. } 


d. CALCULUL APROXIMATIV AL VOLANTULUI 


Calculul aproximativ al volantului se face în baza următoarelor 
ipoteze simplificatoare : 

— se neglijează existenţa spiţe- 
lor; 

— obada are grosime mică, în 
comparaţie cu raza R (tig. 13.4); 

— se ia în considerare numai 


"efectul forțelor de inerție, neglijind a 


greutatea. - ` 
În această situație, volantul este 

solicitat numai la întindere. Făcînd - 
o secțiune ca în figura 13.4, b şi seri- 
ind echilibrul jumătății de volant, se 
află forța axială. Un element din 
coroana volantului, haşurat pe ‘esen, 
este supus forței centrifuge 


dF = 4 -dm y4 


Ro? 


Rdo 


ZNA Rog. 
g 


Proiectîind toate forțele pe ver- 


ticală, rezultă Fig. 13.4 


2N— (ra Rio? sin p de = 0 
o g 
2N =2 74 Ro? 
g 
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N = YA Ro? ==, $ (13.6) 
g 


unde s-a notat cu v viteza centrului de greutate al secțiunii obezii. 
Efortul unitar în volant este 
i i 2 E 
s=- V YË, ` (13.1) 
A A g 


Se vede că acest efort unitar este independent de aria secţiunii volan- 
tului, deci formula; (13.7) nu poate servi la dimensionarea secţiunii. De 
fapt, masa volantului se calculează ţinînd seama de energia cinetică pe 
care trebuie să o acumuleze volantul. În schimb, dacă se dă rezistenţa ad- 
misibilă ce, formula poate servi la calculul vitezei admisibile v, din care 
rezultă raza volantului. Astfel, pentru volanţi de fontă, dacă se ia o, = 


gi a 7,25 s 
= 67daN/om? şi y= daN/em? rezultă 
1000 
Sag _ 67-981 


y? = 


cm Y2 
= 29.108 
Y 7,25-1073 ( 3 


v = 3 000 ŻE = 30 È = Ro. 
' 8 S 


Dindu-se « rezultă R, sau invers. S-a luat pentru o, o valoare atît de 
mică din cauza calculului aproximativ făcut. Calculul exact arată că efor- 
turile unitare pot atinge valori mult mai mari decît cele date de formula 
(13.7). Pentru oțel, rezistențele admisibile sînt mult mai mari, fapt care 
justifică utilizarea volantului de oțel atunci cînd nu poate fi realizat din 
fontă, din cauza depăşirii rezistenței admisibile. 

Se poate determina și lungirea coroanei volantului sub efectul forțelor 
de inerție , 

2 e. 
PE RIA aut 


13.8) 
B Eg ( 


Dacă lungimea coroanei crește cu Al, raza R a volantului se lungește cu 
AR = —= +4 =. (13.9) 


Atunci cînd grosimea obezii nu mai este neglijabilă în comparație cu R, 
eforturile unitare nu se mai distribuie uniform pe secțiune ; studiul acestei 
probleme se va face în capitolul 17. Calculul exact al volantului, ținînd 
seama, de efectul spițelor, este făcut în cursurile de organe de maşini. 
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e. EFORTURI ÎNTR-UN INELCARE SE ROTEȘTE ÎN JURUL 
UNUI DIAMETRU ` 


Inelul subțire din fig. 13.5, de diametru mediu 2R şi secţiune A, se 
roteşte în jurul diametrului vertical AB cu viteza unghiulară w. Dacă se 


Fig. 13.6 


Fig. 13.5 
neglijează; efectul greutăţii proprii, deformația inelului este simetrică, 
cum se arată în figura 13.6. 

. Într-o secțiune oarecare, definită prin unghiul g față de diametrul 
orizontal, accelerația este 


a = MO: o? = Reos a: a, 
Asupra unui element de masă din jurul punctului M 
Ads 


g 
acționeaz fă forţa de inerție orizontală 


dm= 


df = a* dm = R cos A Ade a, 
g 


iar asupra unității de lungime din circumferința inelului 
DALIA _ YARo?cos g . 


f ds g 


Forțele de inerție orizontale sînt echilibrate de forțele axiale din 
secțiunile A și B 5 
O O g 

2N mas = f făs= f 


YAR ocos a, 2yA Ro? 


9 


Rda 


Ei 
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Forţa axială ' maximă este 
AR o? 
g 


N maz = 


Pentru a determina celelalte eforturi, trebuie rezolvată problema static 
nedeterminată. Se secţionează un sfert din inel, ca în fig. 13.7. Conside- 
rente de simetrie arată că atit în A cît şi în D forța tăietoare este nulă. Sis- 
temul este simplu static nedeterminat, 
singura necunoscută fiind X, = Mp. 
(Momentul M , se află apoi dintr-o ecu- 
ație de echilibru). 


unghiul 0, momentul încovoietor în 
sistemul de bază este 


8 PERN 
w=] făs- PE = 
o . 
Z q yAR 02 cos g 


0 g 
—R sin a). 


Ra (R sin 0— 


Fig. 13.7 


În această expresie, variabila de integrare este «œ, deci 


m= Y A R3o? f 


(cos æ sin 6 — cos e sin «) de = 


L:] 


3.2 X kiss . 
= Xe (sin a sin 8 >] 
o 


_ x ARS0? sin? 9 
29 


Me 


Dacă în punctul D, în sistemul de bază, se aplică un cuplu egal cu 
unitatea, în locul lui X,, într-o secţiune oarecare 
m = —l. 


Necunoscuta static nedeterminată se află din relaţia 


uo., 


du X, + do = 0; X, = — 3 
1 
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ntr-o secțiune oarecare P, la` 


| 
| 
| 
| 
| 


Se calculează coeficienții 3 şi du: 


re mr 3 2 5 î. 
HI da =f Mmas=f YAR? o ine 6 (1) Rao = DYAB? m 
lo o 29 29 4 
fa 7/2 
Ba = m? -ds = 1- Rao= TË. 
o © Jo 2 
B2 
E oyy 
49 


Faptul că s-a obţinut o valoare pozitivă, arată că momentul Mp are 
sensul ales în fig. 13.7. 

Pentru a calcula pe M, se serie o ecuaţie de momente, de exemplu 
faţă de centrul O al arcului, 


r/2 
— [Mp] — Ma + Nek =È f- Râs sin a =0 
o 


392 2092 
YAR» DE T ae AA ee 


.R— 
49 
TI2 2 , 
=) Alia co - Rda: R sin a = 0, 
o g 
` de unde rezultă 
3 2 
M= garo = | Mp]. 


Într-o secțiune oarecare, momentul încovoietor este 
YAR»? yR? sin? 0 
+ . 
19 29 
(13.10) 


Se observă că acest moment se anulează’ 
pentru 


M = Hp + Me 


sin20 = 25 0 = 450, 


wje 


Fig. 13.8 


Diagrama de momente încovoietoare este desenată în figura 13.8. 


L EFECTUL MONTAJULUI ÎNCLINAT AL UNUI VOLANT PE ARBORE 


Se consideră volantul din fig. 13.9 — în ipoteza calculului aproximativ 
descrisfanterior — montat, din greşeală, cu o înclinare 0 față de planul 
normal pe arbore. Din această cauză, forțele de inerție caută să redreseze 
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volantul, tinzînd a-l ađuce în poziţia, corectă, dar producind asupra arbo- 
relui un cuplu M, care se adaugă solicitărilor cauzate de funcționarea 
normală. Se va calcula mărimea, cuplului M, datorit montajului greşit. 

, Un element de are, de lun- 
gime Rda este supus forței de 
inerție radiale 


df = a: dm = Ro? X 
$ yARda _ yáR oda 
g 9 


7 
i 


[E 
2` Această forță are o. compo- 
i nentă verticală 
a Pe za) 2 w? 
dj, ZIAR sina de. 
g 


Se calculează rezultanta 


Fig. 13.9 forţelor df, şi poziţia, punctu- 
lui de aplicaţie al lor G: 
n z y A R202 2 2 
Pe a=] ei inodo take >. 

o o E 9 

T z y ÅR? - 

(ay (= Mar sin dul Rink 

oG = _ b g zR 
F, ` 2y AR?o? a 


g 


Cuplul forțelor F, este 
7 . 2 2 
M, = F,- EP = F,- 206 sin 9 = VA zR sin 6 
3 : g 


ana 03.11) 
a TAN O iO; 
g 


_ Se mai poate da şi altă expresie cuplului Mo, în funcție de energia, 
cinetică a arborelui. Pentru un inel avind toată masa m la distanța R 
de axul de rotație, momentul de inerție este l 


J =m = MA oR- R SAAR. 
S 9 
iar energia, cinetică în mișcarea de rotaţie 
; 1: : To 
B, =} Jot = TY4AR o. (13.12) 
2 g ` 
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Comparind (13.9) cu (13.10), rezultă 


M, = E. sin 0. (13.13) 

Cuplul M, produce asupra arborelui momente încovoietoare care 
depind de locul de aplicare al lui şi modul de rezemare a arborelui, cum 
s-a văzut în cap. 4. Ri 


PROBLEME 


13.1. Să se calculeze secțiunea unui cablu de ascensor, din oţel cu ca = 1 000 daN/em?, 
pentru o sarcină P = 1 000 daN, dacă el trebuie să ajungă la viteza de ridicare vr = 3 m/s pe 
o distanţă h = 0,5 m. Se va neglija masa cablului. i 

Se determină întîi acceleraţia de ridicare, considerînd mișcarea uniform accelerată 


Ur — Vo Ur 


a= = —. 


la la 


unde vo este viteza iniţială (o; = 0) şi ta durata accelerării. Mișcarea de ridicare fiind uniform 
accelerată, se poate scrie 


1 2 
P TA ala. 


Se elimină la din formulele de mai sus şi rezultă valoarea accelerației 


Forţa care intinde cablul este 


a - 9 
N=P|1 1000 [1 i 
D ( + =) ( + s) 


Secțiunea cablului este 


1917 daN. 


N 1917 
Ane = | = = 1,92 em2, 
Oa 1000 


13.2. La un motor de automobil se dau : diametrul pistonului d = 105 mm; presiunea de 
: s 
explozie pmaz = 25 daN/cm? ; cursa pistonului s = 130 mm; raza manivelei r = ca ; lungi- 


mea bielci ! = 31 cm;turaţia n = 1 200 rot/min. Secțiunea bielei, la mijlocul lungimii sale, are 
forma şi dimensiunile din figura 13.10, cotele fiind date în milimetri. Se cere să se verifice: 


a) efortul unitar de compresiune în momentul exploziei, considerat la punctul mort; 


B) efortul unitar de compresiune și încovoiere la momentul în care biela este perpendicu- 
lară pe manivelă, dacă se admite că în acel moment forța de compresiune în bielă este jumă- 
tate din cea care are loc la punctul mort. 
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Se determină intii elementele geometrice ale secțiunii. Aria secţiunii este 


. 0,2 z 
A = 0,8:2,1 + 2 (e 04 + 1,8- = ) 3,48 em? 
Momentul de inerție faţă de axa = — = este 


z 


0,8: 2,13 1,8-0,4? 3 
ie 2| + 1,8-0,4- 1,232 + 


12 12 
1,8 0,22 2 
+ 180 2 + 1,52 | = 3,719 cm, 
+ 36 2 ] 
L 3,719 
W, = — l 2 = 2,25 cm? 


Imaz, 1, 


Fig, 13.10 


Forţa maximă pe piston, în momentul exploziei, este 


za z-10,5? 
Pmaz Fi Pmaz 7 -25 


2 165 daN. 


Efortul unitar de compresiune la punctul mort este 


Pmas 2165 
ga MERE zic 


A 3,48 


= 622 daNyem?, 


Viteza unghiulară a manivelei este 


Pentru verificarea bielei în poziţia în care este perpendiculară pe manivelă, se folosește 
formula (13,5) 


7.8 
L2 + 3,48 312- 6,5- 125,72 
0,004 47? dodá 1 000 
imi dc W : 951 2,25 


= 78 daN/enr?. 
Efortul unitar de compresiune, produs de o forță egală cu jumătate din cea anterioară, 
este = 
o = 311 daNjem?. 
Efortul unitar rezultant este 
Omaz = G4 + o = 78 + 311 = 389 daN/em?. 
Se vede că în poziţia a doua efortul unitar este mai mic decit la punctul mort. Pentru 


datele problemei se constată că efortul unitar 'de încovoiere este mic. Dacă insă motorul ar 
avea o turație de trei ori mai mare, ceea ce este normal la un motor cu explozie, efortul unitar 
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i 
[i 
i 
H 
i 
i 
| 
i 


de încovoiere, funċție de c?, ar crește de-houă ori, jungind la valoarea importantă de 702 daN/em2. 
Rezultă de aici că, pentru motoarele cu turaţii mari, trebuie să se ţină seama de efectul încovo- 
ierii datorită forţelor de inerție. 

13.3. Să se calculeze, prin metoda aproximativă, efortul unitar care se produce într-un 
volant de fontă de diametru D = 2 m, care se rotește cu n = 300 rot/min, greutatea specifică 
a fontei fiind y = 7,25 daN/dms. Să se calculeze, de asemenea, și creșterea razei, luînd E = 
= 106daN/emf. 

Se folosește formula (13.7) 


= 2300. — si 4 radj Ro = 200. „si = 3140 
a = — = ——— = 3lad rad/s; v= = 3i = i 
w 30 30 s (3) 2 cm/s 
«1073-3 140°? Asa 
a = — = — = 73 daNfeme. 
981 
Lungirea razei este 
R 73 - 100 


AR = o — = 


————— = 0,0073 cm. 
E 1 000 000 x 


15. SOLICITĂRI PRIN ȘOC 


„Solicitarea prin şoc se. produce cînd asupra "unui corp intervine o 
variaţie bruscă de viteză. Şocul este -urmarea contactului între corpuri, 
produs într-un timp extrem de scurt. În urma şocului, se produce o forţă 
de contact foarte mare, greu de evaluat. 

n zona de contact dintre corpurile care se lovesc, se produce eforturi 
unitare locale foarte mari, urmate, de obicei, de apariția unor deformații 
permanente. În afară de acestea, șocul se propagă, cu efect mai redus, 
în toată masa corpurilor ce se lovesc. Din cauza, acestor două, efecte, local 
și general, studiul șocului prezintă numeroase dificultăţi şi face obiectul 
multor cercetări şi în zilele noastre. 

Lăsind la o parte fenomenul local din zona de ciocnire, solicitarea 
prin şoc poate fi asimilată unei solicitări statice, prin considerente ener- 
getice. Se ajunge astfel la o soluţionare aproximativă a problemei, care 
va fi expusă în cele ce urmează. 


a. SOLICITAREA LA ÎNTINDERE SAU COMPRESIUNE PRIN SOC. 
SOLICITAREA LA ÎNCOVOIERE PRIN soc 


Se consideră bara de lungime 1 şi. secţiune A, din figura 13.11, a, 
în lungul căreia cade o greutate P de la înălţimea h. În momentul în care 
greutatea. loveşte opritorul, se produce solicitarea, la întindere prin şoc, 
în urma căreia bara suferă o lungire 3. După atingerea; acestei detformaţii, 
corpul P se opreşte, apoi bara începe să se scurteze şi se produc o serie de 
oscilații longitudinale ale barei. Solicitarea la compresiune prin şoc se 
explică prin schema, din figura, 13.11, b, unde bara de lungime 1 este reze- 
mată pe o placă rigidă, iar greutatea P cade de la înălțimea h. 
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Considerind că întreaga, energie cinetică a greutăţii P, egală cu lucrul 
mecanic produs de forţa. P 


i U = P(h + è), 
[74 


este cedată barei ca energie de deformație 
şi folosind. expresia (10.4) a energiei de 
deformaţie, rezultă 


BAS? 
Pih + è) = ; 


21. 


Luînd ca necunoscută pe ò, se serie 
ecuația de gradul al doilea 


BAS? — 2 PL — 2 Ph = 0, 
a cărei. soluție este 
Pl yY PPF2BA Ph _ 
EA E EA 


è 


Rl Pe Pl 
-jt pnt” EA 

Este valabilă numai soluţia, cu plus, deoarece cea cu minus conduce 
la valori negative pentru 3, ceea ce este imposibil. 


Se vede că în expresia lui 8 apare deformația pe care ar produce-o 
forţa P dar s-ar aplica static . i 


Fig. 13.11 


s, = 2. (13.14) 
BA . 

Cu această notație, expresia defórmației dinamice devine 

l EES ! Ih 

„3 = 3, + V FERS, 2 (1 1+ =). 
Expresia din paranteză se notează 
2h Pi &i 
pai a (13.15) 


şi poartă numele de multiplicator de impact sau multiplicator de ciocnire. 
Cu notația 4, expresia deformației devine 
è = pà, (13.16) 
efici î i i de obicei 
Coeficientul Ņ are în general valori mari, deoarece ò, este d a 
foarte mic. În die cazuri se neglijează 1 din faţa, radicalului și de sub 
radical în formula (13.15) și rezultă formula simplificată a lui Y 
| y = Bh, (13.17) 
i AI E 
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Uneori, în loc de înălțimea de cădere h, se dă viteza v a şocului. În 
aceste cazuri se foloseşte relația căderii libere . 
O = gh; 

expresia lui ù devenind i 
E 

=1 + 3 
? gă, 
Detormaţiile fiind proporționale cu eforturile unitare o, în baza 
relaţiei (13.16) se poate scrie efortul unitar dinamic. ` d 


P 


o =b =— y. 


A 


Înlocuind expresia simplificată (13.17) și luînd o = o relaţia (13.19) 
se poate transforma. în formula de dimensionare 


Bare. EI 
=I TA | P 
ZA 


(13.18) 


(13.19) 


Ridicînd la pătrat, rezultă 
2 PER —' 


sa 


(Alnes = (13.20) 


- Se observă că la dimensionarea unei bare solicitate prin şoc intere- 
sează nu numai secțiunea, ci și lungimea ei, şi anume cu cit; bara are- un 
volum mai mare, cu atît ea rezistă unui șoc mai puternic. Dacă se porneşte 
de la formula (13.15) a li: ọ, se găseşte 


POELL ae (13.21) 
A c2l Sa ' 


Interesant de examinat este cazul în care o sarcină se aplică brusc, 
de la înălţimea } = 0. Formula (13.15) dă 

y=2, 

Se poate spune deci că : efectul unei sarcini aplicate brusc, fără înăl- 
țime de cădere, este dublu decât al uneia aplicate static, adică cu mărime 
crescînd lent de la zero pînă la valoarea finală. Aceeași constatare se face 
şi în baza formulei de dimensionare (13.21) care pentru înălțimea, de 
cădere nulă se transformă în . .. ca ă i 
s 2P 


Sa 


Anec 
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În mod complet analog se tratează problema, solicitării la încovoiere 
prin şoe. Aşa, spre exemplu, la bara din figura 13.12, exprimînd energia 
de deformaţie în funcție de săgeata, f şi scriind egalitatea între energia 
cinetică a greutăţii P şi cea de deformaţie a barei, rezultă 
24 EIf? 

B ` 


PU +f) = 


` Rezolvarea ecuației în raport cu f dă 
soluția 


Peo ( Pey Pe, 
= a -2h = 
Îi? (ar) zar 


SI ce) 


Notind 
„PL Bh 
ai i aj 
L=M” teja ; 
se găsesc formule similare cu cele stabilite anterior 
f= (13.22) 
o= ay 


(13.23) 


Examinind expresia lui v, se constată că el este cu atit mai mare 
cu cât deformația statică (5, sau f,) este mai mică. Cînd deformația sta- 
tică este extrem de mică, coeficientul. ọ ia valori foarte mari și, ca urmare, 
efortul unitar prin şoc devine periculos, ducind la ruperea piesei. Astfel 
de materiale se numesc fragile. Se ştie că oţelurile de mare rezistență 
se deformează mult mai puţin decit cele de rezistenţă mică, deci sint mai 
fragile. Rezultă de âici că pentru piesele de mașini supuse la șocuri puter- 
nice sînt mai indicate oţelurile de rezistenţă mică. 


b. SOLICITAREA LA RĂSUCIRE PRIN $00 


Se consideră un arbore de diametru d, pe cre se află un volant cu 
momentul de inerție masic J, în: mişcare de rotaţie cu viteza unghiulară w 
(fig. 13.13). La un moment dat se produce o blocare bruscă a arborelui, 
într-o secţiune oarecare F, la distanţa lde la volant. Această blocare se 
face într-un timp extrem de scurt, ceea ce împiedică producerea de căl- 
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dură prin frecare, aşa că întreaga energie cinetică a volantului se trans- 
formă în energie de deformație a arborelui. Urmează să se determine 
efortul unitar de răsucire produs de către şoc în arbore. 

„_ În acest scop se va egala ener- 
gia cinetică a volantului 


i: IRA 
2 


cu energia de deformaţie a arbo- 
relui 


| M de 
261, 


Fig. 13.13 


Se elimină din această relație JM, spre a se exprima, energia în funcție 
de efortul unitar Tamaz de la periferia secţiunii arborelui 


aa M, - M,d ; M, 2Tmazlp 
W, 215 d 
y | (a "a 2 Thazl pl , 
267, a ga: 
Făcând înlocuirile i 
i md d 
= : LV 
| 2 32 ; 4 Va 
rezultă, 
Zabas 2-1 ` 
32 1 2 
Tma y 
U gE = oe V. 


Din egalarea celor două energii 


1! l 


2 2 2G 


se calculează Tmar. Se observă că acest efort unitar este cu atît mai mie 
cu cît volumul V care participă la şoc, deci cu cit; lungimea l, este mai 
mare. 
ia E el și priveste momentul de inerție masice, pentru un volant- 
greutate P, avînd forma unui dise plin de diametru D, expresia-sa este 
PD 
J ea FI Lă 
8g 


o = P (13.24) 


(13.25) 
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iar dacă volantul are forma unei coroane circulare subțiri, de diametru 
mediu D, i 


PD 
49 


Un calcul mai exact arată că J trebuie să includă şi momentul de 
inerție masic al arborelui. 


J= (13.26) 


PROBLEME 


3 iuni il= berbec de 
13,4, Un pilot de lemn, de dimensiuni d = 30 cm și 1 = 5 cm, este bătut cu un 
greutate P = 300 daN, căzînd de la ìnălțimea h = 3 m. Să se calculeze efortul unitar produs 
ìn pilot in urma loviturilor. Ă Ă 
Se folosește formula aproximativă a lui ọ, din care rezultă 


„PI[2h 2h PE 
asi FES a 
Se înlocuesc valorile numerice 
A= a = 707 cm?; E = 105 daNjem? 


şi rezultă 


7300 + 300 - 105 
o= 2900 300: 10 = 226 daNjem?. 
707 - 500 


Dacă pilotul este din stejar, cu ce= 280 daN/em?, şi 
Gre = 540 daN/cm?, valoarea obţinută este admisibilă. p 

13.5, Uh cablu de secțiune A se desfăşoară de pe o. tobă şi de 
el este atirnată o greutate P. Între cablu şi greutate se poate inter- 
cala un arc, avînd o elasticitate fọ em/daN (adică sub o sarcină de un 
newton se lungește cu fọ cm). Coborirea se face cu viteza v. După 
ce s-a desfășurat o lungime ¿ din cablu (fig. 13.14), toba se blo- - 
chează brusc. Se cere să se calculeze efortul unitar care se produce 
în cablu în urma acestui şoc, în două ipoteze ; a) există arc amorti- 
zor; b) nu există arc amortizor. Se face calculul pentru următoarele 
date numerice. : 

P = 2000 daN, v= 1 m/s, A = 8 cm?, 


1 =21m, fo = 25107 cm/daN, 


E = 2,1 + 106 daN/em?, 


Se calculează multiplicatorul de impact cu formula (13.18) 


y=1+ TEN 
yae gs 


În ce priveşte lungirea statică 3, ca va fi calculată în cele 
două ipoteze: 


Fig. 13.14 
a) Cu arc amortizor 


PI p = 2000:2100 
ès za th 2,1: 10% -8 


-+ 2,5 - 1073: 2000 = 0,25 +5 = 5,25 cm. 
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Do a RAERD 


b) Fără arc amortizor, rămîne numai primul termen de mai sus 
i 3; = 0,25 cm. 
Se calculează 4, cunoscind că 
E v = 100 em/s; g = 981 cm/s? 


a) Cu arc amortizor 


p=1+ Va+ 100 oi 
=f + = 21. 
981: 5,25 


b) Fără arc amortizor 


pa V1 E as 
altă 981-035 2 


Efortul unitar de intindere în stare statică este 


P 2 000 
Os = — = m = 250 daNjem?, 
A 8 


Efortul unitar produs de șoc, în cele două cazuri este : 
a) Cu are amortizor 


o = as: W = 250: 2,71 = 677 daN/em2. 
b) Fà 


ă arc amortizor 
a = as’ tb = 250 - 7,46 = 1 865 daN/em2. 


Din acest exemplu, se vede importanţa mare pe care o au arcurile pentru amortizarea 
oviturilor, 

13.6, Un arbore de transmisie, de diametru d = 5 cm și lungime 7 = 10 m, are la capete 
cite o roată de diametru D = 35 cm și greutate P = 7 daN. Arborele se roteşte cu n = 120 
rot/min și ia un moment dat una din roţile de la capete este brusc imobilizată. Se cere să se 
calculeze efortul unitar de răsucire care se produce în arbore, în două ipoteze : «) ţinind seama 
de masa arborelui ; f) neglijind masa arborelui. i 

a) În momentul blocării, energia cinetică a volantului neblocat şi a arborelui se transmite 
masei arborelui ca energie de deformaţie. Se aplică formula (13.24), unde J se înlocuiește prin 
suma momentelor de inerție ale celor două piese 


= 
A 
3 
a 
3 
m 


zoc ZI + Ji 


J fiind momentul de inerție masic al arborelui de greutate Q, iar J, momentul de inerție al 
roții de greutate P, Se calculează valorile mărimilor care întră în relaţia de mai sus 


n: 32 
R 1 000 = 19 635 cm? 


Q = Vy = 19 635 - 7,85 -1073 = 154 daN 


Qa? 154-5? 
J = m so = 0,490 kg- em? 
89 8: 981 
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o= = 47 rad/s. 


“Ținînd seama de ambele mase, există J ṣì J, și avem relația 


tati 2G o + Ji) 
dili po 19 635 


2 - 810 000 - 1672(0,490 -+ 1,093) 


= 144 daNjem?. 


B) Dacă nu inem seama de masa arborelui, deci se consideră J 2 0, rezultă 


E E 2G, 2 - 810 000 - 167? * 1,093 
Tmas = = e = 119 daN emè. 


y 19 635 


g 13.7, Să se dimensioneze o grindă incastrată la un capăt și liberă la celălalt, făcută din 
profil 1, avind lungimea [ = 2 m aşa ca o greutate P = 200 daN, căzind în capătul liber de la 
înălțimea A = 20 cm, să producă un efort unitar de valoare o = 2 000 daN/em*. 

După cum se va vedea la verificare, înălţimea A este mare faţă de fs aşa că se foloseşte 
formula simplificată i Ă 


a EN 
fs 
Efortul unitar produs prin șoc este 
RE i M 
a = bo; = Ņ} wo 
Se exprimă fs» ù și os 
7, PB i GREI M PI 
$ 0) $ 
X BBD aT pp wow 


Se inlocuiesc aceste valori in expresia efortului unitar 


GREI PI GREI 
o = b: os 3 . 
PB W Iw? 


Ridicind la pătrat, se obține 


I o s* 
O BhEP 


y 


Pe de altă parte, la un profil 7, dacă ymaz este jumătatea înălțimii, există relaţia 


I 
W = , 
Ymaz 
1 n I Unas a ol 
y2 P I OREP’ 
Vaz 
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Se caută, prin încercări profilul care să satisfcă această relație 


I 6hEP 6-20- 2,1- 10%: 200 
-7 — — 63 em?. 
Ymaz l 2 000? + 200 
Se găseşte astfel : 
I 24 010 a 
la profilul I 38: = — = 66,5 cm; W = 1260 cm3; 
maz 1% 
I 19 610 
la profilul I 36: =S Ta = 60,5 cm?; W = 1090 cm. 


maz 

Se alege profilul 7 38 şi se procedează la o verificare a calculelor, 
Săgeata maximă statică este 

PE 200 - 2002 


= 0,0106 em. 
3EI 3 + 2,1 + 10° 24 010 


ha 


Se observă că am avut dreptul să neglijăm pe fs în comparaţie cu A. Multiplicatorul de 
impact este ȘI 


2h 2-20 
y= |[== = 614 
A 0,0106 


Efortul unitar static este 


Pl 200 - 200 
= 31,75 daN/em?. 


` Efortul unitar produs de şoc este 
o= o = 61,4:31,755 =1 950 daNjcm?, 


"deci verifică condiţia iniţială. 
4. EFECTUL MASEI CORPULUI LOVIT ASUPRA SOLICITĂRII PRIN ŞOC 


În stabilirea expresiei multiplicatorului de impact s-a neglijat energia 
cinetică pe tare o preia masa barei lovite, diminuind în acest fel energia 
de deformatie, deci reducînd efectul șocului. În cele ce urmează se va arăta 
cum se ia în considerare efectul masei proprii a corpului lovit, tratînd 
problema în cazul particular al șocului axial. 

Dacă greutatea P, care cade pe bară, àre înainte de şoc viteza v 
după şoc: va, avea o viteză 2, egală cu viteza capătului lovit al barei. 
Se consideră că viteza diferitelor secţiuni ale barei scade, de-a lungul ei, 
liniar, de la v, pînă la zero (în capătul fix), astfel că într-o secțiune oarecare, 
la distanţa v de la capătul lovit, ea este 

g 
Vs = h: 


l 


27—-¢. 1801 417 


"Energia, cinetică, a unui element de bară, de H gime situa 
A e lun 
distanța æ de la capătul lovit, este ii eido, situat Ja 


dE, L mast YA as: fan 2Y. 
2 2 g EES i 


Integrînd pe lungimea barei, rezultă 
pi a EE T 
2 39 2 39 
unde s-a notat cu Q = yAl greutatea proprie a barei. `` 
: 1 % 
Expresia Q, SaS poartă numele de greutate redusă a barei; ca 


urmare, energia cinetică a barei se mai serie 


i 1 
E, == A Dă 
2 g 
Coeficientul 
ut 
k = E, (13.27) 
care servește la calculul greutăţii reduse 
9, = kQ, - (13.28) 


se numește coeficient de reducere a greutăţii sau masei barei. 

Se observă că prin introducerea noțiunii de greutate sau masă redusă 
l se poate considera că întreaga masă a barei lovite se află în punctul unde s-a 
produs șocul şi are, după şoc, viteza v. i fe, iata 

Scriind teorema conservării impulsului, înainte şi după şoc, rezultă 


P Po 
Pisu ( + ea, =(2 +72) e, 
9 9.9 Ag g 


de unde se obține viteza după șoc 


P v V2gh 
a =P? T 7 Aa , 13.29 
PH pR i J% (13.29) 
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` Energia cinetică totală a greutăţii P şi a greutății reduse LQ, în mo- 
mentul imediat după şoc, este 
1 PHK o 

; A 

2 g 2 g 


esa | P je 
P +K 
P2 v? P? i 
.-——= h. 
P+hQ 29g PHK 


E 
Adăugînd la aceasta lucrul mecanic al forței P, în timpul deformajiei 
dinamice 5, se găseşte energia totală care va fi cedată barei 


2 


P h 
E, = h P-5=P +y 


Această energie se egalează cu cea de deformaţie a barei 


p a BA 
1 2l 
P 


(13.30) 


şi se repetă aceeaşi succesiune de calcule ca la stabilirea formulei, (13.15). - 
Se.observă că relaţia, de mai sus revine la cea anterioară dacă se introduce 

o înălțime de cădere--redusă . Ra i 
i i A h 


1+ 


h, = rQ a: 
F 


ceea ce face ca expresia lui y să devină . 


EEE EE 
5, 27) 
. , 1+5 


(13.31) 


S-a arătat că pentru șocul axial k = 1/8. Pentru o bară simplu reze- 
mată, supusă unui șoc transversal în mijloc, se găseşte ]: = 17/35 ; pentru 
bara, încastrată, lovită în capătul liber, k = 33/140. i 

La pilotul de stejar de la problema 13 4, dacă se aplică relația (13.81), 
se obține un efort unitar dinamic cu 8% mai mic decît cel calculat anterior. 


CAPITOLUL 14 


PLĂCI PLANE 


1. CLASIFICAREA PLĂCILOR ŞI A SARCINILOR APLICATE PE ELE 


____ Spre deosebire de bare, plăcile au două dintre di iuni — i 

şi lăţimea — relativ mari în comparaţie cu a, non? ese Aa a 
roase elemente de maşini sau construcții au formă de plăci plane sau 
curbe : pistoane, cilindri; rezervoare de diferite forme supape conducte 
planșee, acoperișuri de diferite forme ete. i dă i 

Studiul plăcilor este mai complicat decit al barelor și î 
cadrul teoriei elasticităţii. Blementele geometrice care aae m 
placă sînt : forma și dimensiunile suprafetei mediane și grosimea, măsurată 
perpendicular pe suprafaţa mediană. Suprafaţa mediană împarte grosi- 
mea plăcii în două părţi egale, în orice secțiune. După forma suprafetei 
mediane, plăcile se împart în două grupe mari : plăci plane şi plăci curbe 
sau învelitori. Studiul plăcilor plane este ceva mai simplu și în cele ce 
urmează se vor da citeva noţiuni asupra lui. Calculul plăcilor curbe, mult 
mai complicat, face obiectul unor lucrări de specialitate interesînd în special 
pe inginerul constructor. Anumite probleme de plăci curbe, în special 
irie ae Fotie, în toren ani pe inginerul mecanic care se ocupă cu 

rezervoare. Ci iuni itorilor votaţi 

ea ioni oieri pe A iteva noţiuni asupra învelitorilor de rotaţie 

Din punct de vedere mecanic, se consideră că plăcile rezis icărui 
fel de eforturi. Pläcile foarte subţiri, care nu pot era decît darie “do 
arici fie ele plane sau curbe, poartă numele de membrane. 

ăcile prezintă unele particularităţi î i reini i 

tma, care 1o: da e ela E pliată arităţi în ce priveşte sarcinile şi efor- 
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Sarcinile aplicate plăcilor pot fi de trei feluri: concentrate [daN], 
distribuite liniar [daN]em] şi distribuite pe suprafață [daN /em?]. 

Dat fiind că o secţiune făcută printr-o placă are lungimea mare, în 
comparaţie cu secțiunea făcută prin bară, de obicei eforturile (N, T, Ma, M,) 
variază de-a lungul secțiunii. Din acest motiv, ele se calculează pe 
unitatea de lungime a secțiunii și ca atare se măsoară : 

— forțele axiale şi tăietoare în daN/em ; 

— momentele încovoietoare şi de răsucire în daNem/em = daN. 

Din punctul de vedere al proprietăților mecanice, materialele plăcilor 
sînt, în mod obişnuit, izotrope şi ascultă de legea lui Hooke. ` 

În capitolul de faţă se vor da cîteva noţiuni asupra calculului plăcilor 
plane, mai mult pentru a familiariza pe cititori în vederea consultării 
literaturii de specialitate. După forma suprafeței mediane, plăcile plane 
pot fi: circulare, dreptunghiulare, eliptice sau de diferite alte “forme. 
Plăcile care prezintă simetrie de formă (de exemplu, circulare, dreptun- 
ghiulare) pot fi rezemate şi încărcate simetric, ceea ce simplifică mult 
calculele, sau nesimetric. Se va trata, în cele ce urmează, calculul plăcilor 
circulare încărcate simetric şi apoi se vor da citeva noţiuni asupra calcu- 
lului plăcilor dreptunghiulare. Aplicațiile ce se vor face se referă numai la 
solicitarea, de încovoiere a plăcilor. 

Alte probleme asupra plăcilor plane se găsesc studiate în lucrări 
de teoria elasticităţii, precum şi în monografii consacrate exelusiv studiu- 
lui plăcilor. i i 

Pentru plăcile plane se alege sistemul de referință format din axele 
z, y în planul suprafeței mediane și axa 2 perpendiculară pe acest plan. 
Deformațiile suprafeţei mediane, măsurate pe axa z, se notează cu w. 


2. ÎNCOVOIEREA PLĂCILOR CIRCULARE SIMETRIC ÎNCĂRCATE 


a. RELAȚII ÎNTRE DEFORHAȚII ȘI EFORTURI UNITARE 


În urma deformaţiei plăcii, suprafaţa mediană ia o formă curbă 
numită, suprafață mediană deformată. Deplasările w ale acesteia, față 
de planul median iniţial, se consideră mici în comparație cu grosimea 
plăcii. Similar ipotezei lui Bernoulli, la plăci se aplică ipoteza lui Kirchhoff : 
toate punctele aflate, înainte de deformaţie, pe o normală la planul median; 
se găsesc, după detormaţie, pe o normală la suprafața mediană, deformată. 
Aceasta permite ca în studiul deformaţiei plăcilor să se examineze numai 
deformaţiile suprafeţei mediane. 

Se consideră în figura, 14.1 planul median al unei plăci circulare. Un. 
punct oarecare P din acest plan este definit prin coordonatele sale æ, y- 
În locul coordonatelor carteziene, se pot lua coordonatele polare r, 0. 
Din motive de simetrie, orice mărime care interesează în studiul de faţă 
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(efort, efort; unitar, deformaţie) este independentă de unghiul 9, fiind 
funcţie numai de variabila.r. Pe de altă parte, fiind vorba de o placă, 
există eforturi. unitare principale pe două direcții; tot aşa, momentele 
încovoietoare sînt; repartizate pe două direcţii. -Din acest motiv, în orice 
di `| punct curent P trebuie luate, în plan, două 
axe rectangulare : axa.radială Pr, trecînd 
prin centrul plăcii, şi- axa circumferen- 
"“ială Pt. : i 
: “Făcind 'o secţiune diamietrală - prin 
"placa deformată, se obţine o curbă, care 
»: este intersecția suprafeţei mediane defor- 
mate cù planul secţiunii (fig. 14.2): La 
::0 distanţă, oarecare de centru, 7, această, 
curbă are. săgeata w şi unghiul de pantă e. 
Cu axele alese, se vede că 7 și w sînt pozi- 
tive, pe cînd ọ este negativ deci, 


dt., 


= ` (44.1 
Ma dr ( ) 


a> ae Fig, 14.2- 


Se observă, de altfel, că pe măsură ce r creşte ọ creşte, iar w scade, 
ceea ce impune semnul minus în relația (14.1). , 

În figura 14.3 s-a reprezentat o secțiune diametrală prin placă, atit 
în stare nedetormată cât și după detormaţie. Se reprezintă, două normale, 
AB, la distanţa r. de Oz, şi CD, la distanţa r + dr. Conform ipotezei lui 
Kirchhoff, după detoimaţie, aceste. drepte devin normale pe suprafaţa 
mediană deformată, A'B’, 0“D'. Se consideră o fibră MN, de lungime 
dr, situată lá distanța z de la suprafața mediană. După deformaţie, această 
fibră ajunge în poziţia MN”. Normala A.B s-a rotit cu un unghi ọ, iar 


CD eu unghiul: e + I dr.:Fibra UN, ajunsă în poziția M” N”, s-a lungit 
ati Te r $ sa R $ A 
cu o cantitate egală cu diferența deplasărilor extremităților sale 
f gr ayr iyn, de de 
A(dr) = N'N” — MM" =z pr e UETA e 
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- - Lüngirea specifică a fibrei în direcție radială este - © i e > 


_ Ar) — zae. É | i (14.2) 
DE dr dr : 


LA 


Fig. 14.3 


Se = determina, a doua lungire specifică, în direcție circumferenţială,. 


Cercul avind raza TM =r are înainte de deformaţie lungimea 
| s = 2rr. 
După deformaţie, raza cercului devine 
| T' M” =r +29, 


iar lungimea s& ES 
j ` g p As = Żn(r +20). 


Lungirea specifică în direcție circumferenţială este 


(S+ As) —8 _ 2mr 4202 e, (143) 
= s <o e Bnr r 
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În capi A [iz P ` 
PE e capitolul 8s au stabilit relațiile (8.39) pentru o stare plană de efor- 


o= 2 z 
imite (ez +ve); Sy SaNaT vez). 
Făcînd schimbările de notații œ >r şi y >t, rezultă, 
E B 
g= 1, {e tys); o = 1 (e, + ve,) 
şi, înlocuind expresiile (14.2), (14.3), se obţine 
Ez de 9 E, 
5 biek | z (A d 
ao a aaa ră 


Prin stabilirea relațiilor (14.4), problema determinării eforturilor 


„unitare c, şi c, într-un punct oarecare al plăcii, la distanaţa, z de supra- 


fața mediană, s-a redus la găsirea, ex iei iei 
t 5-a I presiei funcţiei (r). Se observă că î 
suprafața mediană (z = 0) cele două eforturi pr esta nule. i 


b ECHILIERUL ELEMENTULUI BE PLACĂ 


Se detaşează, din placa circulară un eleme i i 

£ cu nt de volum, obţinut 

are ad Si Shape oo cilindrice, concentrice cu placa, si n 
A uă plane diametrale, normal à, făcînd înt 

e ad a a ea TAi , normale pe placă, făcînd între ele un 


Fig. 14.4 
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Pe cele donă suprafeţe plane de secţiune se introduc eforturile unitare 
circumferenţiale cy iar pe cele două secţiuni cilindrice, eforturile unitare 
radiale s,. Eforturile unitare o, sînt egale pe cele două suprafeţe. Efortul 

do, 
dr pe 
dr P 
suprafața de rază r + dr. Eforturile unitare au fost figurate pe elementele 
de suprafață hașurate, aflate la o depărtare z de la suprafața mediană 
N,N oN,N,. Nu s-au mai figurat pe desen eforturile unitare tangențiale 7. 

Privind cele patru secțiuni în întregime, trebuie să se introducă pe 
ele eforturi N, T, M, M, 

Dacă placa este încărcată numai cu sarcini normale pe planul ei, 
există numai eforturi M; = M şi T, arătate în figura 14.5. Pe suprafețele 
plane, obținute prin secțiuni radiale, s-au aplicat momente încovoietoare 
radiale distribuite M,. Ele se măsoară pe unitatea de lungime a razei. 
Prin urmare, pe întreaga faţă a elementului efortul este M,: dr. Din 
motive de simetrie, cele două momente M,- dr sînt egale, deci pe aceste 
fețe nu există forțe tăietoare. Pe secțiunea cilindrică interioară se aplică 


momentul încovoietor circumferenjial M,- r- d0, iar pe cea exterioară, 


(a, + Sare + dr) 40. Pe aceste fețe există și forțele tăietoare 
r Ă 


unitar radial are valoarea c, la raza r, respectiv c, -+ 


indicate pe desen. Se consideră că pe suprafaţa elementului se aplică forţa 
normală exterioară p- dr: 740. 


(Mp Mi or red d8 


(T+ 27 ar)frtdr) da 


Fig. 14.5 


Se vor serie întii relaţii de echivalență pe feţele elementului, spre â 
arăta că momentele forţelor elementare, faţă de suprafața mediană, ega- 
lează momentele încovoietoare din secțiune. 3 


425 


Astfel; pe supràfața cilindrică de rază r . - 


ue răo=f:, op- dA:g $ SE. (Z +y 2 raoazz, 
= Fi i 7 


2, 


unde s-a înlocuit c, prin "expresia, (14.4) şi dA = 70.0: dz. Scoţinad de sub 
integrală constantele, se, scrie . .. ; i a 


E. 


— y? 


MU, rd0 = 


Eh? e 


h 
de g z i 9 
i — jra 222 = ——— | .ra0. 
= id ) i 12(1 — yx?) aa) ” 
k îi 2., 


Se notează mărimea 


Eh? 


jonm (14.5) 
12(1 — v?) 


numită rigiditatea la încovoiere a plăcii. Simplificînd cu rd6, se găseşte 


n, =D( + za e 
dr HI 


În mod analog, scriind relaţia de echivalență în secţiunea radială, 


Li Li 


M,- ar = ţi c,-dA-z f d (2 ar ae 
h r- dr i 


‘J5 1— PB 
-4 w, 


t srp i ad 
şi făcînd aceleaşi operaţii, se găseşte- `- 


Ms D(e +). 
| An. dp 


S-au obţinut astfel relațiile dintre momentele încovoietoare şi funcţia e 


de 9. 9 de 
u, = p| EL £): M=pl2 Rd) E 
A E +y e); ; D(2 +y a) (14.6) 


. Relaţiile (14.4) şi (14.6) arată că atît studiul eforturilor unitare cît 
şi studiul momentelor încovoietoare se reduc la determinarea, funcției q(r). 
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Din aceste două perechi de relaţii se poate scrie 


Ez. M, Ez M, 
9 : 3 “= $ > 
l1- D 1l—vw D 
Prin înlocuirea lui D cu expresia sa (14.5), aceste relații devin 
2 
c, 12 M, Z; Q= 12 M, z. (44.7) 
h3 h? 


Se observă că eforturile unitare o,, op variază liniar pe grosimea plăcii, 
fiind nule pe suprafața mediană. Ele sînt maxime în fibrele extreme ale 


h 
Jăcii, la z = — 
plă 2 


M M,. ° : M; M; f 
SE Gr maz A T 3 Cimas = e = = it n A (14.8) 


S-au găsit aceleaşi expresii pentru o ca şi la; barele solicitate la încovo- 
iere, cu observaţia că momentele încovoietoare se măsoară în daN, iar 


W în eme. i | 
Pentru a găsi expresia funcției q, se va.scrie că elementul de placă din 


_ figura 14.5 se află în echilibru, sub efectul eforturilor aplieate asupra lui. 


În acest; scop, este mai comod a reprezenta, elementul de volum prin două 
proiecții, ca în figura 14.6. În proiecția de sus s-au reprezentat momentele 


Trd: pe ig 
j (nt M-ar)leea) d8 


a eu A PORTI 
îi a (Met dr di)(rzdr)de 
` i = m —— i Ad 
e A „Îzrdadr | 
Mr să i 
Mar 
Fig. 14.6 


încovoietoare şi forțele tăietoare aplicate elementului, considerind, în 
mod simplificat, că forţele tăietoare sînt constante pe cele două fețe opuse, 
ceea, ce echivalează cu neglijarea unui infinit mic de ordin superior. În 
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proiecția de jos s-au reprezentat toate momentele încovoi i 
tia Í ietoare prin 
vectori, inclusiv cuplul T - rd0- dr al celor două forțe tăietoare. Se al 
ecuația de momente faţă de tangentă, adică se proiectează toţi vectorii- 
moment din partea de jos' a figurii 14.6 pe tangentă 


au, 
(i+ A ar) + dr) d0 — M,- rd0 + T-rd0- dr — 2 IM, ar- 404 
2 


+p:ra0 ar: E =o. 


În această relație s-a înlocuit sin a ao, Ultimul termen este 
2 e 


neglijabil în comparaţie cu ceilalţi.: 
Făcînd simplificări, rămîne i 


u, qM p q A 


e» Kaa = 
FR ar dr + Tr M, =0. 


Termenul aM, 


dr este neglijabil și ecuația devine 


dM, 
Pa 


N, + r+ Tr— M, =0. 


Se înlocuiesc M, şi M, prin expresiile lor (14.6) 


de ej opd 
D(t) +19 (SE arse p(2 rs) o. 
r 


dr r dr | dr 


Se efectuează calculele 


i 3 i de 
de 9 ton TaT? |_e de Pr 
dr n r al dr? a i r? d ar D 


şi în urma, simplificării lor rezultă ecuația diferențială 


Zg 1 de 1 y 
a r a re’ DA 042) 
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La placa circulară, forţa tăietoare pe o secțiune cilindrică de rază r 
este definită ca suma proiecțiilor pe normala la suprafața mediană a for- 
ţelor din interiorul cercului de rază r. Se va considera, în cele ce urmează, 
placa încărcată simetrie pintr-o forță P, aplicată în centru, şi o sarcină 


uniform distribuită p. Ca urmare, se poate serie 


Inr T = P + mp; T= par 
2rr 2 
Ecuația diferențială (14.9) devine 
2 . i P e 
e t. de_ t, -5 HEN 
dr? r dr r2 D \ 2rr 2 


Membrul întâi al ecuației este tocmai derivata expresiei 


1 (eră), 
e (eee) 


. lucru care se poate verifica 


Și 2 
d (ore a) d'e „1 de i 
dr ir ar dr \r ar d? r Gr r? 
Ecuația diferenţială poate fi scrisă 
AŢI de 1 ( P z) 
a lia r + 
lie (e+ z] Diaz 2) 
iar integrala ei este 


1 de 1 P ` 2) 
za, In 7 LA. 
r Gtr) ae . i, +] 


Înmulțind cu r, ecuaţia devine 


de $ P pr? 
lnr +4 Ar. 
pekt y Pia r4 r)? T. 
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Se integrează, din nou, observînd că membrul întîi este derivata lui 


gr, iar f rln r dr se face prin părţi, adică 


p2 N 2 p2 2 
(rnr är = lnr j< dr In p r 


2 r 2 4 
if P r P <12. pri r2 
r= — nr — —+ A B. 
? D ( 2m 2 2m 4 i6 ) TAT 
Se împarte cu r şi se obține ecuația lui e 
3 i 
EE e ET o E a Ea a Pe (14.10) 
. 16D 8D 2 r 


A 'Pinînd seama, de relaţia, (14.1) sè mai integrează o dată ecuația (14.10), 
după ce i s-a schimbat semnul 


4 di A A 
w pmo y £ re lnr — 1)dr — A a 
64D  8xD 4 


Bmr+0; 


cum însă 


p2 p2 i 
fe rlinr —r)dr =r mr : — = = nr — 1), 


ecuaţia devine E 
prt Pr? r2 
w = +-— (nr — 1) — 4A — — Bmr +40. 14.11 
64D 8D ( ) 4 dle GAT) 


Cu ajutorul ecuațiilor (14.10) și (14.11), ţinînd seama de condițiile 
pe contur, se vor putea rezolva diverse probleme de plăci circulare. 


c PLACA CIRCULARĂ ÎN0CASTEATĂ PE CONTUR ȘI ÎNCĂRCATĂ 
CU SARCINĂ UNIFORM DISTRIBUITĂ 


Dacă placa este încărcată numai cu sarcina uniform distribuită PB 
în formulele (14.10) şi (14.11) se face P = 0 şi rămîne 


pri șa 
w = — A— — Bln 0 14.1 
64D 4 EE ( 2) 
| ai pr? P r, B 
= PP a +Z. 14.13 
$ ` 16D t 2; r € ) 


Se notează cu R raza exterioară a plăcii (fig. 14.7). Se determină 
constantele punind condiţiile la limită 


— pe contur, la r = R, ọ =0, w=0; 
— în centru, la 7 = 0, ọ =0. 
înlocuind aceste condiții în ecuațiile (14.12) și (14.13), rezultă 
RES Ap le 
2 r 
-2E aR; i RLE f 
== a 8D 7 7 
2 Ri z 
a PR A F +0; 0= pi, l 
oD So 64D Fig. 44.7 


Cu aceste valori, ecuațiile (14.12) şi (14.13) 


w=- (R — 0; 
64D i 
(14.14) 


PI (R — ma), 
9 165 | ) 


Deformaţia maximă are loc în centrul plăcii, la r = 0 


PR, 
64D 


Wmaz = 


Scoţind această valoare în factor, în formula (14.14), se poate scrie 


prt A aN a E 
oda (++ n T ve op 


Pe baza formulelor (14.6) se seriu ecuațiile romentelor încovoietoare 


9_ p (R? — 72); de = BP (R? — 32) 


= Pg — P R — 3r2) =-P_ (RU rl. 
M, =- F 1) +y E 3 72) 16 diaree e, + 3)] 


s N l p < Sag R E. A 
M, = 2 (R2 — 3r?) + v E (Re — 72) =E RL v) 3 + v) 
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Luind v = 0,3, aceste ecuaţii devin 
M, = 2 (1,3 R? — 192; M, = EA (1,3 R? — 3,392). (14.15) 


Se observă că momentele încovoietoare M, şi M, variază parabolic 
cu raza r după cum urmează : 
a) Momentul M,. În centru, are valoarea 


18 
16 


“Pe contur, la r = R, el este 


M, = pR = 0,0812 pR?. 


0,6 
16 


M; = — -> pR? = — 0,0375 pR? 


Se anulează cind 
1,3 R? =1,972; r = 0,827 R. 
b) Momentul M,. În centru, are valoarea 


M, = M; = 0,0812 pR?. 
Pe contur $ 


5 1 
My = — yoe = — 0,125 pR?. 
Se anulează cînd 
1,3 R? = 3,372; r = 0,628 R. 
____ Cu ajutorul acestor valori se trasează diagramele momentelor încovo- 
ietoare din figura, 14.8. Se vede că cel mai mare moment încovoietor 
este M, de pe contur. Pentru calculul 
eforturilor unitare, se aplică formulele 
(14.8): 
Pe contur 


Cea mai mare valoare a efortului unitar este a lui c, pe contur. 
Dacă se face dimensionarea plăcii după teoria I de rezistenţă, această 
formulă devine 


g 2 
PRENIE RE 
4 K 
h = R |/ 2 = 0,866 r| 2- Ş (14.16) 
4 0a Ga 


d. PLACA SIMPLU REZEMATĂ PE CONTUR, CU SARCINĂ UNIFORM 
DISTRIBUITĂ 


Se folosesc formulele (14.12) şi (14.13). Condițiile la limită pentru 
determinarea constantelor sînt : în centru, e = 0; pe contur, la r = R 
w = 0. 

Este necesară a treia condiție. Dacă se detașează din placă o fișie 
de lățime mică A (fig. 14.9), ea poate fi asimilată unei grinzi simplu reze- 
mată la capete. Aceasta are pe reazeme, în direcția razei 7, efortul unitar 
nul, adică i 


, 


G, =0. 


Întrucît o, este produs de către M, rezultă că pe contur momentul 
încovoietor M, este nul. 
Înlocuind primele condiții în ecuaţiile (14.12) şi (14.13), rezultă 


B=0; 0 


64D 4 


Pentru a treia condiție, se scrie expresia momentului M,, ţinînd seama 
că B =0. Avînd î 


r3? r 
r=- TA i =e -r 
A : 
po PA, 
1 6D 2 
dọ _ 3p A 
——=— E. 
dr 16D 2: 


ecuația momentului devine 


a, = D( + 2) 
= 


dr 
2 2 
__3pri E mape p AD g 148 
16 16 2 2 Fig. 14.9 
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Puniînd condiția r = R, M, = 0, rezultă 
3pRE pR 


de unde 
pR 3+y, o pR 5+, 
8D 14v’ 64D 1+v 
Înlocuind constantele în ecuaţiile (14.12) și (14.13), rezultă 


__pRi (5 y 2w 3+y 
TETE) 


64D \i+y R -l+vy 
o’ i (14.17) 
= r(e 3ps —1) 
ii dr 165 l1+v 
Detormaţia maximă, la r = 0, este 
pR 54v pR 
. Ww, x 4,07 . 
me 4D Liv ” 64D 


Se observă că pentru aceleași valori p, R, D placa simplu rezemată pe 
contur are o deformație de patru ori mai mare "decât cea încastrată,. Unghiul 
q pe contur, la r = R, este 


3 2 3: 
a i arena) a ler 
Se scriu ecuațiile momentelor încovoietoare 
9 _ pr , pR 3+vy 
r 16D :- 16D 1+» 
do 3p pR 3+ 
dr : 16D 16D. 1 +v 


r dr 16 


dr 
Vriaţia, momentelor cu raza, r esté următoarea : 
a) Momentul M,. În centru, la r = 0, cu y = 0,3 


AREA 3+v 
16 


M, =D e +” a În P8 HIR — r3). 


————— pR? =0 „206 pR?. 
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` să fie cu 28% mai groasă de cit cea 


` Pe contur, la r= R, 
1— vy 


pR? : i 
3+y— 1—3) = R? = 0,0875 p R?. 
16 (3 + ) 3 2 > P 

b) Momentul M,. Pe contur, pentru r = R, este nul. 

În centru, M, = M,. 

Se observă că, la acest fel de rezemare, locul cel mai solicitat este 
centrul plăcii. Cu valorile calculate se construiesc diagramele din figura 
14.10. Efortul unitar maxim are loc în centru, unde direcțiile r şi £ se con- 
fundă, iar cele două momente sînt egale 

=ê eb e S N: pri 
Omas =y maz = h? $ 16 pR = 1,237 2— 
Formula de dimensionare, în baza 
teoriei I de rezistență, este 


h S Ip a ama E 
esas R 


TI 
M, 


0D87%5pR?2 
Comparind cu formula, (14.16), se “DIE pR2 


vede că pentru aceleaşi valori F, P, Sa 

placa simplu rezemastă pe contur trebuie . 4. iiie 1] 
[i 

G206pR2 


îmcastrată. Este interesant de observat 
că diagramele de momente încovoietoare i 

din figurile 14.10 şi 14.8 se deduc una . Fig. 14.10 

din alta, prin decalarea axei orizontale 

Or. Astfel, la placa simplu rezemată, diagramele din figura 14.11 (cons- 
truite pentru 0 <7 Z R) se raportează la axa Or, pe cînd la placa 
incastratii; aceleaşi curbe sînt raportate la axa 0'r . Acelaşi lucru s-a 


0- 01 02 03 Q` 05 06 07 08 09 IR r 
PP - 


Fig. 14.11 
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întâlnit şi la grinzi: diagrama de momente a grinzii cu sarcină uniform 
distribuită, încastrată la capete, se determină din cea a grinzii similare 
simplu rezemate, printr-o translație a liniei de reper. 


e. PLACA ÎNCASTRATĂ PE CONTUR, ÎNCĂRCATĂ CU 0 SARCINĂ 
CONCENTRATĂ ÎN CENTRU 


Se porneşte de la formulele (14.10) şi (14.11), făcind p ==0 


7 p2 
w =Z nr= 1)— 4% —Bmr+0 
8D 4 
Pr 4 r, B 
2lnr— 1)+ 4—+—. 
9 | ? ) A 3 7 


Condiţiile la limită pentru determinarea constantelor sint : 

— pe contur, la r = R, 9=0, w =0; 

— în centru, la r=0, ọ =0. în 

Se înlocuiesc întîi condiţiile la limită în ecuaţia lui e, ţinind seama 
de nedeterminarea . ; 


(rln reo =0 
PR $ R, B 
— 2n R—1)+ A + 
A Sa O cei aa - 
B=0; a —1). 
4xD 
înlocuind în ecuația lui w, rezultă 
o Pre i Pr? Pr? toi 
nr—i 2mR—1)+0= (n al 0 
i 8D ir ) 16r D ( ) 8S:D\ R 2 
Înlocuind condiţia r = R, w = 0, se găseşte 
2 PR? 
o- PE ( 1) 40; o= Í 
87D 2 16x.D 
Ecuațiile de deformaţii devin 
2 , 
w = Fr In + = (R? — 72) 
8r D R 16rD i 
(14.19) 
gact 2m Z =E" In 
8r D r 4rD r 
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Deformaţia maximă este în centru 


PR 
16xD 


Wmar = 


(14.20) 


Pentru calculul momentelor încovoietoare, se înlocuiesc /r şi do/dr 
în formulele (14.6) 


(14.21) 
P R 
M, =- [e +v- zaj 


Pe contur, la r = R, momentele încovoietoare sînt 


aaa Pi E 


47! 4r 
Eforturile unitare pe contur au valorile. 


ispitei Ei ca E 
h2 27h? h2 


(14.22) 
aoti a E ian E 
2h? ja 


Este interesant să- se compare aceste valori cu cele produse de o 
sarcină uniform distribuită de aceeaşi valoare, adică 


P = xRp. 


Înlocuind pe. P prin această valoare echivalentă, rezultă valorile 
eforturilor unitare 


qRèp _ pe, zR?p pR? 
p TOE a= 0AT a 


Comparînd aceste valori cu cele de la placa încastrată pe contur și 


Ge = 0,144 


încărcată cu sarcină uniform distribuită 


2 2 
c; = 0,225 p > aœ =0,75 px % 
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se vede că la placa cu sarcină concentrată echivalentă eforturile unitare 
pe contur sînt duble. 

În centru formulele (14.21) dau efort unitar infinit, datorită ipotezei 
de aplicare locală a sarcinii. Un calcul aproximativ dă efortul unitar în 
centru pe fața opusă punctului de aplicare a forței P 


E arca (04851m R, 0,52) 
[E T 


PROBLEME 


14,1. Cilindrul unei maşini cu abur, avind diametrul d = 30 cm și presiunea maximă 
p = 20 daN/em?, are un fund din fontă, prins prin şuruburi, Se cere să se dimensioneze acest 
fund, luînd rezistenţa admisibilă og = 300 daN/em2. 
Pxinderea prin şuruburi realizează o incastrare a conturului plăcii, așa că dimensionarea, 
se face în baza relaţiei (14.16) 


p ` Yæ 
h = 0,866 R = 0,866 -15 23,35 cm. 
Sa i 300 . 


Se ia grosimea h= 35 mm. 

14.2. Să se calculeze grosimea fundului unui piston de automobil, făcut din aliaj de alu- 
miniu cu cg = 400 daN/em?, dacă presiunea maximă în cilindru este p = 35 daNjem?, iar 
diametrul pistonului d = 90 mm. 

Avînd în vedere forma sa, fundul pistonului la motorul de automobil poate îi considerat 
încastrat în mantaua cilindrică, deci se folosește formula (14.16) . $ 


35 
h= EOR -4,5 || — x1,15 cm. 
400 


Se ia rotund h = 12 mm. 

14.3. Se cere să se determine săgeata maximă și eforul unitar maxim care se naște în 
pistonul de oțel cu perete dublu, schiţat în figura 14.12. Ca indicație pentru rezolvarea problemei, 
se dau cele două cazuri de încărcare și rezemare din figura 14.13, pentru care eforturile unitare 
maxime și deformaţiile maxime se calculează cu formulele de mai jos: 

Cazul a din figura 14.13: 


Gmaz Ca zi Wmas = Ci ER ” 


p=65daNfem? 


535 


Fig. 14.13 
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Cazul b din figura 14.13: 


pe PRI 
Omar = Ca — E ; = Cu 


R; 
Valorile coeficienţilor C,, Ca, funcție de raportul x sînt date în tabelul 14.1. 


2 
Făcînd o secțiune orizontală, pistonul poate fi descompus în două plăci, ca în figurile 
14.12, b şi c, cărora li se pot aplica relațiile de mai sus. 


d Tabelul 14.1 
R, Fi 
ci 1,25 1,5 2 3 4 5 
Re 
Cazul 


din figura| C, Ca GC Ca ©, C; C Ca Ci | Ca | G | Ca 
14.13 


| 
a 0,00129|0,115|0,0064| 0,220 [0,0237 0,405 | 0,062] 0,703 10,092 |0,933 [0,114 [1,130; 


b 0,00077| 0,090| 0,0062! 0,273 [0,0329 0,710 | 0,110'| 1,540 {0,179 |2,230 [0,234 |2,800 


Mantaua laterală impiedică rotiri pe contur, ceea ce permite a se considera fiecare dintre 
cele două plăci ca încastrată pe contur. 
Asupra plăcii superioare lucrează presiunea, p, pe care o luăm în considerare numai pînă 
la raza exterioară a plăcii R, = 30,3 cm. Efectul presiunii p pe restul de suprafaţă, în afara 
razei R, îl înlocuim prin o forţă P, aplicată conturului plăcii 


P= Z (69,52 — 60,626,5 = 59 11 daN. 


De asemenea, tot asupra plăcii superioare acționează, pe contur, forța de legătură P, 
necunoscută, precum şi forța preluată de tijă, de care nu avem nevoie în calcul, 
e Asupra plăcii inferioare lucrează pe contur forța P, iar în partea centrală forța preluată 
de tijă. 
Pentru determinarea forței static nedeterminate `P, se scrie că săgeata w, a plăcii supe- 
rioare, pe contur, este egală cu săgeata w; a celei inferioare. 


R 30, 
Placa inferioară corespunde cazului a din figura 14.13 și pentru raportul a = s= = 4,85. 
conform tabelului 14.1, rezultă prin interpolare C, = 0,11 și Ca = 1,1. 
” Săgeata plăcii inferioare va fi 


PR P-30,3% P 
= CL =01 — S =7, i 
n= Capa SO pag TE 


Placa superioară va avea o primă săgeată datorită forţei Pg — P de pe contur 


“Ținind seama numai de sarcina uniform distribuită, placa superioară se află în cazul din 
figura 14.13. Conform tabelului 14.1, găsim prin interpolare : C; = 0,225 şi C, = 2,7. Săgeata 
datorită presiunii p este A 

R - 30,34 - 
w =a A = o2 = 13 n9 
EB E-243 E 


Săgeata totală a plăcii superioare este 
Po — 


w =w + w = 73 + 13 719 z 


Se egalează săgețile celor două plăci 
P Po— P P 
3 — = 73 ——— + 1137$ — 
$ E 7 E E 
şi rezultă 


1 1 
P FI Po + 940 p 3 5 911 + 940 -6,5 = 9 065 daN. 


Cunoscìnd această valoare, se calculează săgeata w; care este și săgeata întregii plăci 


P 9 065 
w = 73 7,3 0,0315 cm. 
E 2,1- 105 
În placa inferioară a pistonului, efortul unitar maxim este 
P 9065 : 
Omaz i = Ce ia 1, z4 = 1731 daNjem?. 
În placa superioară, efortul unitar maxim, datorit forței Pg — P şi presiunii p, este 
2 P N 2 — 9065 A 
pRi Par 6,5 - 30,3 5 911 — 9065 _ + 
Omaz a = Ce + Ca —a = 21 —a +141 3r 2195 daN/em?, 


Valoarea găsită arată că se poduce un efort unitar destul de mare, fapt care necesită folo- 
sivea unui oţel de rezistenţă ridicată. . p A 

14.4. La fundul unui rezervor cu apă, avind adincimea de 5 m, se află o gaură de golire, 
circulară, de diametru d = 50 cm. Această gaură este astupată printr-o placă rotundă de oţel, 
care este menţinută prin presiunea apei, iar etanșarea este asigurată printr-o garnitură de cau- 
ciuc. Se cere să se calculeze grosimea plăcii, luînd ca = 500 daNjem?, și să se afle săgeata ei 
maximă, șa 
Placa se consideră simplu rezemată pe contur, deci dimensionarea se face prin relaţia 
(14.18) 


h= 1,11 a i 
Sa 


Sarcina uniform distribuită este presiunea apei cu o coloană de 5 m, deci 


d 
20,5 daN/em?; = za = 25cm 


0,5 
= . — 20,88 cm. 
h= 1,11:25 E 


Se ja o tablă cu grosimea h= 1 cm. Se calculează săgeata maximă 


. 5.13 
ci Zi a 0,192 -10% daN + cm 
12 =v) 12(1 — 0,3?) 
4 . . 4 
pR 4.07 05-251 0,065 cm. 


Damar = 407 STD 64- 0,192 - 10% 
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3. ÎNCOVOIEREA CILINDRICĂ A PLĂCILOR PLANE 


Placa, din fig. 14.14, de lungime L, lăţime şi grosime h, este simplu 
rezematä pe cele două laturi mari şi încărcată cu o sarcină care este con- 
stantă pe o linie paralelă cu reazemele. În acest: caz, placa se deformează 
după o suprafaţă cilindrică, cum : 
se arată în figura 14.14, b. Se 
înţelege că încovoierea cilin- 
drică nu este posibilă cînd există, 
sarcini concentrate. 

Studiul  încovoierii cilin- 
drice a plăcii — caz cu totul 
particular — prezintă analogie 
totală cu al grinzii drepte soli- 
citată, la încovoiere. Secţionînd 
placa prin plane paralele, dis- 
tanțate cu 1 cm, normale pe 
axalongitudinală, se obţin grinzi 
de lăţime egală cu unitatea, cum 
sint C, A, E, în figura 14.14. 

O astfel de grindă are lun- 
gimea l, lăţimea b = 1 şi înăl- 
ţimea A. În figura 14.15 s-a - 
desenat o porțiune din grinda A, solicitată la încovoiere pură prin 


Fig. 14.14 


"momentul M. Sub efectul momentului, grinda se curbează, fibra medie 


a ei avind raza pọ. 
Ipoteza secţiunii plane arată că un plan cd se roteşte, față de ab, cu 
un unghi d9, ajungind în poziţia e'd'. Lungirea fibrei EF este 


Ads = FF = 240 
iar lungirea specifică în direcția axei Ow 
A dz dð z. 


Ce se petrece pe direcția axei Oy? Față de sensul momentului M, 
fibrele đe sub planul median din figura 14.15, a se lungesc, iar cele de 
deasupra, se scurtează. Datorită contracției transversale, în planul yOz 
fibrele din partea superioară caută a se lungi, iar cele din partea inferioară 
a se scurta. Feţele laterale Is şi mt din figura 14.15, b tind să ocupe pozi- 
tiile Is şi mt. 

Această deformaţie este însă împiedicată, din cauza continuității, de 
către grinzile vecine O şi E. În consecință, lungirile specifice e, sînt; nule. 
Din această cauză se produc eforturi unitare 'c,, care menţin feţele ls şi mt 
în poziţiile inițiale. 

Se folosesc relaţiile (8.39) 
E 


: E 
9 Sio y + Yep); Gy sery {ey + vez) 
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în care se înlocuiesc 2 = 2/p şi: ey =0 


Be, 2B Ei E ă „E 
2 pl) O ea emy) 


Oz 


vo, (14.23) 


Fig. 14.15 


Se scrie ecuația de echivalență în secțiune 
l Di à Fă i g T 
2 E 2E . ` Ek 
M= dA =f 2-1: dz f = 
E j, ic 5 I2o(1 —v?) 


zaz 
z2 -5p — v?) 
. 2 


2 
respectiv, cu notația (14.5) 


LX, sai “0424 
e D 


LEM., 


Pentru grinda avind ii aia 1- À, rigiditatea la încovoiere este 


Be 
12 


EI = 


Ca urmare, rigiditatea plăcii este 


Ek > BI EI 


e aL E 
=i aj Ia 1108 


Rezultă că atunci cînd este considerată placă, piesa are o rigiditate 
cu 10% mai mare decit cînd este considerată grindă. 
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„Înlocuind pe p în relaţiile (14.23), se află eforturile unitare 


ga A __zB MU — 12 __zB _ 122M 
* Dl Eh? Lp 
Oy = YOz ` ` 


respectiv eforturile unitare maxime, la. 2 = h/2 


M M 
Ga mas = R wW 3 Gumaz = VOzmaz: (14.25) 
6 


` În concluzie, placa solicitată la încovoiere cilindrică se studiază pe 

baza grinzii echivalente şi anume : 

a) Momentele încovoietoare ale plăcii au aceeaşi expresie cu cele 
ale grinzii echivalente, cu observația că : 

— unei sarcini uniform distribuite p (daN/em2] pe placă îi corespunde 
sarcina distribuită g[daN/em] pe grindă ; 

— sarcinii distribuite liniar P, [da om] pe placă îi corespunde sarcina 
concentrată, P [daN] pe grindă. 

b) Eforturile unitare sînt date de relațiile (14.25), deci a are aceeaşi 
expresie ca la grindă. 

e) Săgaţile plăcii sint egale cu ale grinzii echivalente, împărţite prin 


factorul 1,1. 


4. ÎNCOVOIEREA PURĂ DUPĂ DOUĂ DIRECȚII PERPENDICULARE 


La încovoierea, cilindrică, momentul încovoietor era uniform distri- 
buit în lungul axei Oy. Cînd nu sînt realizate condiţiile încoyoierii cilin- 


dz 


o 


FER ZII = 


z i 72 
"Fig. 14.16 Fig, 14.17 
drice, există momente încovoietoare W, și M,, distribuite pe ambele 


axe, cum se -vede în figura 14.16. Dintr-o astfel de placă, se detaşează 
elementul infinitezimal din figura 14.17, de dimensiuni da, dy, h. Se ia ca 
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plan neutru, planul median NNWN, coincizind cu sOy. Pe feţele acestui 
element acţionează eforturile unitare o, Gy. = 

Sub efectul momentelor M, şi M,, elementul de volum se deformează 
ca în figura 14.18 (s-a reprezentat numai jumătatea interioară a elemen- 
tului, liniile AB, CD fiind în planul median). Fie e, şi e, lungirile specifice 
care au loc în fişia hașurată din figura 14.17, pe 
direcţiile axelor 2 şi y. Là încovoierea, cilindrică 
s-a stabilit 


z 
Es = 
4 : P 
Cu notațiile din figura 14.18, cele două lungiri 
specifice sînt 
g 2 
Ep Si Ey = 
Pa Py 


- 3 y 1 
Ga 24 (2); a= zE (>+ i 


1> Pz Py 1— ye Pz 
(14.26) 
Fig. 14.18 Se scriu ecuaţiile de echivalență în secțiuni 
b - +, 
M, dy =(2 oz-dydz-2 = E (e a 22 dz dy. 
i j D 1 pa Pd è 
a 2 
Se simplifică cu dy şi integrîind, se obține 
MU, =D (= +y =] ; 
Pz Py 
Analog se scrie a doua ecuație și se obține 
1 1 ` 
M, (= i x, »( py ). (14.27) 
Py Pz Pz Py 
Între razele de curbură și săgeți există relațiile 
E e E 
Pz da py ap 


cu care ecuaţiile (14.27) devin 


z 92 
x a EA S EEE e) (14.28) 
5 3y? ða? y? 


Din sistemele (14.26) şi (14.27) rezultă imediat 


122M . 122 M, 
> E i r (14.29) 
respectiv valorile maxime 
6M, M, 6M, M, 
Oz maz = e = - 3 Cymaz no 2 (14.30) 


5. CAZUL GENERAL DE ÎNCOVOIERE A PLĂCILOR PLANE 


a. NOTAȚII 


Se consideră elementul infinitezimal din figura 14.19, detașat dintr-o 
placă plană. Pe suprafaţa liberă se aplică o sarcină distribuită p. Pentru 


-precizarea componentelor eforturilor, se consideră secțiunea ABCD, 


normală pe axa Os. Cele 6 componente ale forţelor interioare sint : 


X — forţa axială ; 
Y,Z — forţe tăietoare, dirijate pe Oy, respectiv pe Oz; 
H, — moment de răsucire ; 


z 

M, M,— momente încovoietoare, dirijate pe Oy, respectiv Oz. 

Din cauza modului particular de încărcare a plăcii, unele dintre aceste 
componente sînt nule. Pentru a preciza atît direcţia eforturiior cît și 
planul pe care sînt aplicate, se folosește notația cu indici dubli, astfel : 

Întrucît toate sarcinile sînt verticale, există numai forța tăietoare Z, 
care se notează 7, (are direcţia axei Oz şi acționează în planul avînd ca 
normală pe Os); componentele X, Y sînt nule. 

Sarcinile p dau moment nul faţă de axa Oz, paralelă cu ele, deci există 
numai momentele M,, M, Momentul încovoietor M, păstrează această 
notație, în timp ce lui M, i se dă noțaţia M,,, el producînd pe elementul 
haşurat din figura 14.20 (din planul AB0D) eforturile unitare tangenţiale 
= Try: 

În figura 14.20 se arată componentele efortului unitar, pe fața ABOD, 
produse de eforturile descrise : 

a) Efortul unitar de încovoiere c,, produs de M, ; 

b) Efortul unitar tangenţial zzz, produs de Tiz; 

e) Efortul unitar ty, produs de către M,,. 


Tys 
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În mod analog se notează componentele eforturilor şi ale eforturilor 
unitare pe celelalte feţe ale elementului. 


. Fig. 14.19 y Fig. 14.20 


b RELAȚII DIFERENȚIALE INTRE EFORTURI 


fi càzul general, mărimile definite anterior variază în lungul plăcii. 
În figura 14.21 s-a reprezentat planul median al elementului, ONNY, , iar 
în mijlocul laturilor acestuia s-au aplicat forțele tăietoare, momentele 


z Ă 
Fig. 14.21 : 
încovoietoare și momentele de răsucire. Momentele sînt pozitive cînd 
'votese în sensul pozitiv al axelor, respectiv cînd vectorii lor sînt dirijaţi 
în sensul pozitiv. Forţele tăietoare pozitive sînt de sens opus sarcinii p, 
deci de sens opus axei Oz. . . aa fre beu seat Au 
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Pe laturile situate pe axele Oz şi Oy s-au aplicat câte trei eforturi, iar 
pe laturile opuse, aceleaşi eforturi, cu creşterile respective. Dintre cele 
șase ecuaţii de echilibru, trei sînt identie nule și anume cele de proiecţii 
pe Oz, Oy şi momente față de Oz. Se scriu celelalte trei ecuații de echilibru. 

Ecuația de proiecţii pe axa, Oz : 


pdz dy + (Zas ; aa) de — Ty da + (7. Te do) Taãy=0. 


Ecuația de momente față de Ox : 


zay) dv + My (2  zzap) a Ted 
æ 2: 


Ma (or. | 
| y 


+( Taz arteja g+ ( Ty +2 dy ) dedy + päe dy & = 0. 
h 22 i 2 2y 2 


"Răcînia simplificări, ecuația de proiecţii devine. 


IIu 4 dle 
ôy CE 
iar cea de momente 
OM. 4 Mau T — Tos dy _ Tau iay dy 0. 
ðy dz = ðs 2 ôy 2 


Ultimii trei termeni sînt infiniţi mici şi se neglijează în comparație cu 
primii trei. O relație analoagă se obține din ecuația de momente față 
de Oy, așa fel că rezultă sistemul de ecuații 


Tay y 0 
ôy GEA i 
bM, Mai Ta (14.31) 
2y da 
3M, ` 3M 

+ Sa = 7, 
de ôy r 
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e RELAȚII INTRE EFORTURI ȘI DEPLASĂRI 


m Momentul M,, produce eforturile unitare tyy, care satisfac legea lui 
ooke, i 


Tay = Ga: 


Lunecarea specifică este 


În figura 14.22 s-a făcut 
o secțiune a plăcii, prin planul 
vertical xOz, atît înainte cît 


urma, deformaţiei punctul O 
ajunge în 0”, parcurgind pe 
verticală drumul w, atunci 
punctul P, afiat la distanţa 
z de planul median, ajunge 
în P’, avînd pe direcția Oz o deplasare negativă u= RP”. Conform desenului 


Tig. 14.22 


—u = RP' =0'P'sina = sin a. 


Pe de altă parte, a este unghiul tangentei la suprafața mediană 
deformată, în planul gOz, deci 


g ðw 
tg ax sin ax — 
dz 
sau 
ðw ðu Pw . 
u z ; z - 
da ðy 92 ðy 


În mod analog, secționînd prin planul yOz, rezultă 


êw j 9» z Fw 
dy ðs dz 8y 


şi după deformație. Dacă în . 


inînd seama de relaţia 


o B 
2(1 +») 


și înlocuind în legea lui Hooke, se obţine 


E 8w zE 92% 
= Ge a | — a) = e e (14.82 
Tay Yzy ul ud ) 14 v ðsôy ( ) 


Se scrie că în secţiunea ABOD momentul de răsucire M,, dy este 
echivalent cu momentele forţelor produse de 7 


bă 
3 
May dy = f , Ta dy da-2 


2 


May 


h 

2, 3 2, 2, 

__B Dap 4 __ Ee , 3w -pu sp DA 
1 + v 920y 12(1-+y) ôv 0y da 9y 


> 
Tz 


Ecuațiile (14.28), împreună cu aceasta, dau sistemul 


2, 2, 
M, =—D Ea aw ) 
2y2 Oa? 
; 8w 02% 
x, D( aa ) (14.33) 
92% p 


M = — DU — y) 


22 ôy 


Derivînd aceste ecuaţii şi înlocuindu-le în ultimele două din sistemul 
(18.31), rezultă 


9% aw aw sw 3w 

Tu= -D01 — =—D|— 

zi (e zu re) (= azo (a ri] 

: (14.34) 

3, : 3, 3 3 
Ta=—D(7 u iy 9 ) — Da pet, E aw ) 
da 04202 mây? ða? wdy? 
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d, ECUAȚIA GENERALĂ A PLĂCILOR PLANE 


Derivind încă.o dată ecuaţiile (14.34) și înlocuind în prima ecuaţie 

din sistemul (14.31), se găseşte 
E PERL n ANRE tn ARES (14.35) 
. GE ða 02 yt D 

Se observă că triedrul folosit în figura 14.21 este stîng. Din acest motiv, 
la stabilirea ultimelor ecuaţii din sistemul (14.31), în ecuaţia de momente 
faţă de Oz se consideră momente pozitive cele care rotesc de la Oy spre Oz, 
pe cînd la ecuaţia de momente faţă de Oy se iau pozitive cele care rotesc 
de la Ox spre Oz (care la un triedru drept sînt negative). 

Formula (14.35) este ecuaţia generală a deformaţiei plăcilor plane. 
Folosind expresia operatorului nabla 


a „92 
= + 

ôa? 3y? 
ecuația generală a încovoierii plăcilor plane — numită şi ecuația Sophie 
Germain — se serie 


Uy) =L. 14.36 
yy w) D ( ) 


Se observă asemănarea cu ecuația grinzilor 
diw p 


Deosebirea constă în aceea că EI se înlocuiește prin D, iar la plăci 
derivarea se face în raport cu ambele variabile independente, 2 şi y. 


6. ÎNCOVOIEREA PLĂCILOR DREPTUNGHIULARE 
a CONDIȚII PE CONTUR 


Laturile unei plăci dreptunghiulare pot avea o varietate de moduri 

de rezemare, rezultînd. din încastrări, reazeme simple şi laturi nerezemate. 

; 1. -Pe o latură încasirată, săgeata 

w şi panta sînt nule. Se raportează 

placa la axele xOy, ca în figura 14.23. 

Pentru laturile paralele cu Oy, 
avind z=0 şi g =4 
ðw 


— = 0. (14.37 
da 0430 


Pentru laturi paralele cu Oy, 
avind y = 0 ṣi y =b 

2w 

ôy 


w= 0; 


Fig.414.23 


=0, (14.38) 
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2. Pe o latură simplu rezemată, săgeata şi momentul încovoietor 
sînt nule. Fie laturile paralele cu Oy, deci ~ = 0 şi 4 = a, la care, în baza 
relațiilor (14.33) rezultă : 


da? ajan Tan; 


Întrucît] în lungul unei laturi paralele cu Oy, w ese nul, rezultă şi 
92% i igo a ei i 
—— =0 şi rămîn condiţiile 


3y? | 

aw RI 

w= Ù; =0. 14.39) 

' Qaă í 
Analog, pentru laturi paralele cu Ov, la y = 0 ṣi y =b 
. 2, 

aip 2 e 0. (14.40) 

ay? ; 


3. Pe o latură nerezemată, momentul încovoietor şi reacţiunea sint 
nule. Fie o latură paralelă cu Os. Prima condiție dă, în baza relaţiilor 


(14.33) A , 
x, D 92% S [) =) =0 
3y? da? 
2, 2, 
g0 o po RI A (14.41) 
8y? da 


A doua condiţie exprimă că rezultanta forţelor care acţionează pe 
latura respectivă este nulă. Ep i 
O primă forţă este T, (pe axa Os din figura 14.21) a cărei expresie 
este dată de formula (14.34) : 
3 3 
Ty — 2 (324 Ta )- 
0y3 âa? ðy 


De asemenea momentul de răsucire M, din figura 14.21 poate fi 
considerat; ca rezultînd din cuplurile unor sarcini distribuite în lungul axei 
Oz, deci avînd valoarea 


îMz ð 52% 3w 
2 = DU — DU — y . 
de GEA | ( ) da A ( ) 8220y 
Scriind că suma celor două sarcini este nulă, se găseşte 
3w ðw 
a ia D — pm =0, 14.42 
ag + ) Da oy l ( ) 


Relații analoge cu (14.41) şi (14.42) se obțin, prin permutări, cînd 
latura liberă este paralelă cu Oy. ` 
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b PLACA DREPTUNGHIULARĂ, SIMPLU REZEMATĂ PE CONTUR 
ÎNCĂRCATĂ CU 0 SARCINĂ UNIFORM DISTRIBUITĂ 


Se va prezenta metoda de rezolvare a lui Navier, folosindu-se serii 
Fourier duble. Pentru placa, din figura 14.23, se exprimă săgețile sub 
forma, seriei duble 


09, 409 „MT T 
w(z, 9) = T Y Cmn sin — sin 27. 


m= n=l a b 


(14.43) 


Analog, se descompune şi sarcina uniform distribuită în serie dublă 
Fourier i 


nay 
b 


o w` 
p(2,9) = F, Y Im sin sin 


MTEL 
m=1 n=] a 
Este necesar ca seria (14.43) să satisfacă ecuația generală a plăcii 
(14.35) şi condiţiile pe contur (14.39), (14.40). Se verifică uşor că pentru 
2=0, & = &, y = 0, y = b, condiţiile pe contur sînt; satisfăcute. 
Pentru verificarea ecuației (14.35) se calculează, din (14.43) derivatele 
parțiale ale funcției w : 


tw Di mr \t . MTE . nTY 
— = c, sin sin 
am AA -.[ ) a b 
9 popo mr \ ( nT)? MTE . NTY 
2——— =2 Canl —— | {—— ] sin sin —— 
da? dp A Ă --( a ) ( b ) & b 


și se înlocuiesc în ecuaţia Sophie Germain 


ORIOLO 


malna a a b 


A a . MTE . NTY 
== sin —— sin ——: 14.45 
DĂ a ò GA) 


Identificînd coeficienții cu aceiaşi indici ai celor două serii, se află 


Amn 


(14.46) 


(14.44) 


Este necesar a se stabili coeficienții qmm care depind de-modul de dis- 
tribuire a sarcinii şi de rezemare a plăcii. În acest scop, se face calculul 
pentru placa cu sarcină uniform distribuită, dezvoltind întîi numai în 
lungul axei Og. . 

general, dezvoltarea în serie Fourier a unei funcţii f(s), de peri- 
oadă 2a, este - 


MTE MTL 


fie) = As. § Am COS + $ Bn sin 


2 m=} a m=1 


Pentru funcții pare, la care f(x) = f(— œ) coeficienții B, sînt nuli, 
Din contră, la funcţii impare (antisimetrice), rezultă A = Án = 0. 

Pentru a face dezvoliarea în serie Fourier a sarcinii p, care este uni- 
form distribuită pe placa de lungime a, se consideră că placa se continuă 
prin alta, de lungime a, încărcată cu sarcina — p ete. Ca urmare, funcția 
fi), arătată în fig. 14.24 este impară, iar dezvoltarea ei dă 


o mag 
= Bn Sin ——: 
Jia) Pi ue 


Coeticienţii B,, se calculează în felul următor 


& a 
B.= 24 fie) sin MTT PI Z Ç psin PTT de 
a Jo a Jo a 
y =. a 
B = — = ANR cos PE 2p (1 — cos mr). 
a mr a bo mr 


Fig. 14.24 


Pentru m par, rezultă B„ = 0, iar pentru m impar, B = 
mr 


Ca urmare, seria care reprezintă sarcina p(%) este 


pla) = AP (i iu 20 p Ea T Al a PT =) 
m (A a 3 a 5 a 
respectiv A 
co 
alea 4p 1 sin IE, 
TE mæh 3,5u M a 
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"Analog, dacă s-ar face dezvoltarea, în serie pe direcţia, axei Oy 
4p & 1 . nay 
p4) = — sin ——. 
T a. n b 


__ Seria dublă se află înmulfind cele două serii, însă făcînd p = 1 la una 
dintre ele 


16 se - de ; 
play) = 2 — sin ZT sin E, (14.47) 
TE” mæl, baee miză, MN a b 
Ca urmare, coeficientul q, din (14.44) sau (14.46) este 
16 
lmn = 2 2 
i o nemn 
iar relația (14.46) devine 
- 169 ` i 
Oan Sa 14.48 
mn map| (25) (ET ( ) 
a b 
Înlocuind în (14.43), se află săgeata plăcii 
sin T? sin PY 
16 kd co 
we, y) = =E a Ei E) 


zD ns. Bæ1,3,5.. mn [(=)+ (5 PTE 
a b 


Folosind acum relațiile (14.33) se determină funcțiile momentelor 
încovoietoare şi de răsucire, se aflä valorile maxime ale lor şi se calculează 
eforturile unitare. 

Săgeata maximă are loc în centrul plăcii, la æ = a/2 şi y = bj2. 
Cu această substituție, relaţia, (14.49) devine 

i 3 > MT . NT 
16p. * ce S g mg 


men A A E ETT 
F b 


„_ Expresia (14.50) poate fi calculată, sub formă de tabel, pentru dife- 
rite rapoarte bja. Pentru placa pătrată, cu a = b, ea devine 
sin ZZ sin PE 
16p & o ERES 
TD > 


a. 
D mt, na 3,5- mn- (m? + n?) 
as 


(14.50) 


Vaz = 


Este suficient a se lua numai primii trei termeni ai seriei, cu m=n=] ; 
m=1,n=3;m=3,n = 1, ceilalţi fiind neglijabili 
16 pat G ze al 0,2433 -16pat 
zD (4 8300 300 m5D ` 


Wmas = 
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Înlocuind pe D cu expresia sa cunoscută și efectuind calculele, se 
găseşte 
pat 
Eh ` 

În general, în manualele tehnice, se dau rezultatele finale ale calcu- 
lelor plăcilor, sub formă de tabele. 

Astfel, pentru placa dreptunghiulară examinată, săgeata maximă în 
mijloc este 

pt 


Wmas = Ca a 


Priza = 0,0446 (14.51) 


„ cu bsa, (14.52). 


iar eforturile unitare în centrul plăcii, în fibrele extreme, sînt 


Sg = Oop G (14.53) 
o = Op SE 3 (04.54) 


unde k este grosimea, plăcii, iar coeficienţii 01, Cz, 0s sînt daţi în tabelul 
14.2. i 
i: Tabelul 14.2 
RR 


ajb G C C; 

1,0 0,0443 0,2874 0,2874 
L1 0,0530 0,3318 0,2964 
12 ` 0,0616 0,3756 0,3006 
1,3 0,0697 0,4158 0,3024 
1,4 0,0770 0,4518 0,3036 
1,5 0,0843 0,4872 . 0,2994 
1,6 0,0906 0,5172 0,2958 
1,7 0,0964 0,5448 0,2916 
18 0,1017 0,5688 0,2874 
1,9 0,1064 0,5910 0,2826 
20 - 0,1106 0,6102 | 0,2784 
3,0 0,1136 0,7134 0,2424 
4,0 0,1400 0,7410 0,2304 
5,0 0,1416 0,7476 0,2250 
co 0,1422 0,7500 0,2250 


E IN E Ia Pa tai 
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7. FLAMBAJUL PLĂCILOR DREPTUNGHIULARE 


Adesea plăcile sînt solicitate şi prin forţe situate în planul lor median. 
Creşterea, acestora peste anumite limite poate produce flambajul sau 
voalarea plăcii. 
| Se va stabili ecuaţia diferențială a flambajului plăcii simplu rezemată 
| pe contur, solicitată printr-o sarcină distribuită N, ca în figura, 14.25, a. 
i În acest scop, se detaşează un element de placă, de lungime dz şi lăţime 

egală cu unitatea (pe direcţia Oy), după ce a Hambat, cum se arată în 
figura 14.25, b. Să presupunem că asupra, elementului ar acţiona, paralel 
cu axa 2, sarcina g. 

Cu notajiile de pe figură, se scriu ecuaţiile de proiecţii pe ori- 

zontală pentru elementul de placă 


N Cos 9— (7+ p do) cos (+ + de) =0 


N, sin 9 + gåde (2 + 


auda sn (e +22) =0. 
da da 


Se fac simplificările 


COS e = COS (0+5 acm; sin 92 e 
a 


sin (op do) ọ + 29 aa 
GEJ dz 


cu care ecuaţiile de echilibru 
devin 


aN, de 
=0; gr e, 
aa o iul e 


Pe de altă parte, se poate 
serie ; 


ôw de ___ 3w 
? dz? de dat 
deci x 
a=— N, 22, (14.55) 
a 


Prin urmare, sarcina g are 
valoarea (14.55) şi ea este pro- 
dusă de faptul că după flambaj 
sarcinile N, au înclinații diferite. 


Fig. 14.25 
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Se înlocuieşte p din ecuaţia (14.35) prin g şi rezultă ecuaţia deformaţiei 
plăcii după flambaj 
atw 2 tw atw 


N, 92 
+ + i 
GE 222092 Oy 


D ða” 


(14.56) 


Se ia funcția w ca o serie dublă Fourier 


Se a o MTE PT 
w=F. Can sin PET gin PY 
mal hml e a b 


care satisface condițiile la limită ale plăcii simplu rezemate, 


3w 
v =0; v=4; w=0; Jat 0; 
8w 
y=0; y =b; w= 0; op 


Făcînd înlocuirile derivatelor parţiale ale lui w în ecuația (14.56) şi 
luînd numai termenul general, rezultă 


m fa 2 MT 3 ne a nT z (2) 
(2) sG 


respectiv 


de unde rezultă valoarea forței critice de flambaj 


Na = 


zer 


(14.57) 


Dre (m wy 
m? ( a? F) i 


Cea mai mică valoare a sarcinii critice corespundela m = n = 1 


3 (a? + pe 
q202 a2b2 


. 


[1 1 32 Dra 
N aer = Dra? (3 Fa e 
În această relație, al doilea raport este un număr adimensional ce 
„se notează cu k, aṣa că 
2D 


Nize =k . 


E (14.58) 
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b Împäărțind prin grosimea } a plăcii, se află efortul unitar critic de flam- 
aj i 


D _ q, _ E 
bh 12 (1 — ve)? 


Gier =K 


(14.59) 


8. EFORTURI UNITARE ÎNTR-O PLACĂ CIRCULARĂ ÎNCĂLZITĂ NEUNIFORM 


„____ O placă circulară simplu rezemată pe contur este supusă unei variații 
liniare de temperatură, pe grosimea h, de la î, pe o parte, la t, pe partea 
opusă. Dilatările au loc după o lege liniară, iar placa ia o formă sferică. 

Analog razei unei grinzi deformate, placa ia o formă sferică, de rază 


1 a (6 — ta) 
Sea paa i AELA 14.60 
FI 7 ( ) 

„Dacă deformația este liberă, în placă nu se produc eforturi unitare. 
Dacă placa este încastrată pe contur, apar momente încovoieţoare, care 
se opun deformării şi menţin placa plană. Din motive de simetrie, la placa 
sferică se poate serie ; 


Substituind aceste valori în relațiile (14.33), rezultă 


M, = U, = — POE, 


Luind ca una din axe tangenta într-un punct de pe contur, se află 
momentul 


u, = — DUE) PU + valh — t) BR3U + v) a (t, — ta) 
R h E 121 — h 


Efortul unitar produs în placă de către acest moment este 


pata Ah L, (14.61) 


CAPITOLUL 15 


VASE DE ROTAȚIE CU PEREȚI SUBȚIRI 


7 


1. ECUAȚIILE VASELOR DE ROTAȚIE CU PEREȚI SUBȚIRI, ÎNCĂRCATE SIMETRIC, 
ÎN TEORIA FĂRĂ MOMENTE 


În construcţia rezervoarelor de diferite feluri, a centriiugelor, con- 
ductelor ete., se întîlnese numeroase învelitori de rotație, avind profilul 
determinat de o curbă meridiană, secţiunile transversale pe axa longitu- 
dinală fiind coroane circulare. i 

Modul cel mai simplu de tratare a acestor probleme este de a consi- 
dera că învelitoarea vasului se comportă ca o membrană, deci este solici- 
tată numai la întindere. Se zice că, în a- a] 
ceastă ipoteză, vasele se studiază în teoria 
de membrană sau teoria fără momente. Con- . 
diţia ca un astiel de vas să ia formă de ro- 
tație este ca presiunea din interiorul lui, 
într-un plan normal pe axă, să fie constan- 
tă. Spre a realiza această condiţie, vasul 
umplut cu gaz poate sta în orice poziţie, pe 
cînd cel umplut cu un lichid trebuie să stea 
cu axa în poziţie verticală. Un tub cilindrie, 
umplut; cu apă, are formă cilindrică dacă 
stă cu axa verticală, dar se ovalizează cînd 
este aşezat cu axa orizontală. 

Se consideră în figura 15.1 un vas de 
rotație, încăreat simetric, adică avînd pre- 
siunea constantă pe un cerc paralel. Se detașează un element din înveli- 
toarea vasului, făcînd patru secţiuni, prin meridianele m, m, și cercurile 


Fig. 15.1 


“ paralele py, Pz Ducînă normale la suprafaţa vasului, în colţurile elementului, 
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se află centrele de curbură O, şi 0,, respectiv razele de curbură p, — pentru 
paralel — și p, — pentru meridian. 

Elementul detaşat din învelitoare a fost desenat separat în figura, 
15.2, introducînd în cele patru plane de secţiuni eforturile unitare meridiane 
o, Şi circumferenţiale c2. Dacă } este grosimea, peretelui vasului, supraite- 
ţele pe care se aplică eforturile unitare sînt; ke,d0, şi k psd0,. Pe elementul 
de suprafață acţionează şi forţa Pp, dO pz d, pe direcţia normalei în 
centrul elementului. Se scriu proiecţiile celor cinci forțe pe normala în 


` centru, arătînd că elementul de învelitoare este în echilibru 


2oihesăt, sin Tt 4 2ohp do sin Ee = pp pa 08, d0. 


Se înlocuiesc 
d8, x a0. sin 482 5 
2 2 2 2. 


şi se împarte ecuaţia de echilibru cu ppd 04d 0, 


sin 


Sı , S2 _2 
— pe 
P P A 


Relaţia obținută poartă numele de ecuaţia Iui Laplace. A doua relație 
se poate afla scriind o ecuație de proiecţii pe axa vasului, în baza schemei 
din figura 15.3. Notînd cu r raza cercului paralel, ecuația de proiecţii este 


(15.2) 


(15.1) 


2rh - o sin 0, = 7r? p, 
de unde rezultă 


(15.3) 


Fig. 15.2 


Relaţia înre r și pp se determină în baza, figurii 15.3: p sin 6, = r. 
scrierea ecuaţiei de echilibru (15.2) s-a ţinut; seama de faptul că 
proiectia pe awa vasului a forţelor produse de presiunea p aplicată pe înveli- 
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+ 


toare este egală cu produsul între presiunea. p şi proiecția suprafeței învelit- 
torii pe un plan normal la ază, adică pe cercul de rază r. 

Se observă că la vasele cu pereţi subţiri cele donă eforturi unitare au 
fost obținute numai din ecuaţii de echilibru, fără a se recurge la conside- 
rente de deformaţii. 

___ Învelitoarea vasului se află în stare plană de eforturi unitare, o; şi o; 
fiind eforturi unitare principale. Al treilea efort unitar principal, pe direcţia, 
normalei, este o = — p la suprafaţa interioară şi o = 0 la cea exterioară, 
Vasele cu pereţi subţiri se construiesc pentru presiuni relativ mici, maxi- 
mum câteva, zeci de atmosfere, aşa că c, se neglijează, Cum se va vedea 
în capitolul 17, atunci cînd grosimea, peretelui vasului este mare, respec- 
tiv presiunea este mare, trebuie luat în considerare şi al treilea efort uni- 
tar principal. ` ` 


2 VASE CILINDRICE, SFERICE, CONICE 


a VASE CILINDRICE 


Vasul cilindric este caracterizat prin aceea că are raza de curbură 
meridiană p; = oo, iar cea circumferenţială este constantă: p, = d2. 
Făcînd aceste substituţii în relaţiile (15.1) şi (15.3), rezultă : 
DĂ 1 
m am 

Deci la un rezervor cilindric efortul unitar circumferențial este dublu 
decât cel meridian. Aceasta face necesar ca cusătura longitudinală a unui 
rezervor (sudură, nituire) să fie mai rezistentă, decî cea transversală. 

Se face distincție între vase cilindrice cu funduri (vase închise, rezer- 
voare) (fig. 15.4) şi vase deschise (vase de lungime infinită, conducte). 
La vasele deschise, ecuaţia (15.2) dispare şi există numai efortul unitar 
circumierenţial oz. 

Rezervoarele şi conductele se dimensionează de obicei în baza teoriei 
I de rezistenţă, cu ajutorul relaţiei care dă efortul unitar principal maxim 


š (15.4) 


oz = pd]2h 
din care se deduce 
ja DE, (15.5) 
2a 


Lungirile specifice în vasul cilindric se cal- 


culează în baza legii lui Hooke generalizate Fig. 15.4 
e = dice Va Piu — 2y) 
E 4hE 
(15.6) 
Ea a eLa S a — »). 
E 448 


451 


Cunoseînd lungirile specifice, cilinătul de diametru d şi lungi LE 
suferă deformajiile 3 j Eep 


Al = s'l; Ad = s-a. (15.7) 
b. VASE SFERICE 
La sferă, toate razele de curbură sînt egale 
P= p= R. 


Motive de simetrie fac ca, și eforturile unitare principale să fie egale, 


„ceea ce transformă formula, (15.1) în 


2-2, 
R h 
respectiv : 
pR på 
O =i nme 
2h 4h (145.8) 


Se observă că pentru aceleași valori p, d, k efortul unitar maxim în 
rezervorul sferic, este jumătate din cel al rezervorului cilindric. Din acest 
punct de vedere, rezervorul sferic este mai economic decit cel cilindric. 
El prezintă însă dezavantaje în ce priveşte modul de rezemare pe teren. 


c VASE: CONICE 


„__ Se consideră în figura 15.5 un vas conic, de unghi 2« şi înălţime 1, 
stînd vertical, plin cu un lichid de greutate specifică y. K 
Se face o secțiune la înălţimea y de la fun- 
dul vasului şi se determină raza de curbură 
cireumferenţială, 3 
AB _ P tg a 


pa = 0A= y 
COS « COS & 


La nivelul secțiunii, presiunea este e- 
gală cu greutatea coloanei de lichid de dea- 
supra 


p = yl — y) 


Tinînd seama că p; = co şi înlocuind p 
Și pa în relaţia (15.1), se află efortul unitar 


Fig. 15.5 circumferenţial 
ocos & y(l— y) . y tga 
= ; o + (7 z 15.9 
giek p | aeoea yl —y) (15.9) 
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În expresia, lui o, intră produsul celor doi factori, y şi L — y, a căror 
sumă este constantă. Maximul lui o; are loc cînd aceşti factori sînt egali 


y =l— y =1/2 
2 
-yie Ë, (15.10) 


Pentru calculul lui o, se va stabili o relație mai completă decit (15.3), 
ţinînd seama atît de presiune cît şi de greutatea lichidului. În acest; scop, 


. se serie că proiecția forței date de o, pe verticală egalează greutatea lichi- 


dului haşurat din figura 15.5, adică a volumului conie şi a celui cilindric 
derază r = y tg « 


o; * 27y tg a * h° cos « = “pe my? tg? «(2+ l =s); 
După simplificări, rezultă 


ytg a 2 
=<" yil- 5g) 
Si 2h cos a { 57) 


Se află maximul lui c, prin anularea derivatei 


do 2 2 Jo; 3 
da _ | —2y yo; y=21 
a | i ai sul Rd 
„Stea, 15.11 
“isas 16h cos a. ( ) 
PROBLEME 


15,1, Să se dimensioneze un rezervor sferic și unul cilindric, de diametru d == 4 m, pentru 
un gaz cu presiune p => 10 daN/emă, lutud sa = 1 000 daNjem?. 
Pentru rezervorul sferic, se foloseşte relația (15.8) 
pd 10-400 


= [=l m, 


h= — 
Zo, 4-1000 


Pentru rezervorul cilindric, relația (15.5) dă 
d 
h = La 2 cm. 
20g 


15,2. Să se afle creşterea de volum a rezervorului sferic de la problema precedentă. Lun- 
girea specifieă circumferențială este, cu O, = 03 = 9, 
` Oa — Vo o(1 — v) PR 1-”, 
a E E 2 E 
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li 
i 


Vari 


V+ AY = ma + ARE 


Neglijind infiniţii mici de ordin superior, ARE şi ARS, 


4 4 
Av = (R + 3R. AR) — E i 


ația razei fiind AR, volumul sierei deformate este 


La rindul său, creșterea razei sferei este 


și, prin urmare, 


Înlocuină Valorile numerice, 


2 + 2004 - 1 —0, 
Ay = 27" 20 0 1—0,3 


R 1 — 
AR Ras PE, L-v 


2h E 


PR? 1—vy 2xRip 1-—y 
AV = 4r Rè. à = £ 
i 2h E h E 


rezultă ` 


A =33 510 cms, 
1 0100 ză 


Faţă de volumul nedeformat ai rezervorului 


AEN 
3 


4 
=m 200? = 33,51 ~ 106 cm? 


se vede că mărirea de volum este de 1 Ap. 


Acelaşi rezultat se obţine calcul 


înd lungirea specifică 


1 
2 = -o "hoo ; 


și scriind că creșterea unității de volum este 


15.3. Să se studieze Variația eforturilor unitare în învelitoarea 
rază R şi grosime h, încărcat cu } 


e face o secţiuni 
greutatea lichidului d 


Pentru a calcula volumul cal 
poate fi considerat un cilindru, cu r: 


e CD prin vas, introducind e 


in volumul cilindric şi din ca 
Cilindru! ABCD are "volumul 


unui vas emisferic, de 
ichid de greutate specifică y (fig. 15.6, a). 


forturile unitare meridiane d, 
lota sferică hașnrată (fig. 15.6, 


V, = x(Rsin 0). R cos 6, 


otei sferice se ia un 


aza cercului de bază R sin 9 şi cu înălţimea 
dy = d(R cos p) = — A sin e: dọ. 
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= ATR- AR, 


4 A = 
= Zu + 3R2- AR+ 3R-AR + AR). 


creşterea volumului sferei va fi 


şi se exprimă 
b). 


volum elementar, haşurat înclinat, care 


Ca urmare, volumul calotei sferice este 


3 

Va = — f T(R sin p} * Rsin q- de 
. 0 

sau, schimbînd limitele 


ð 
v= | TR? sin? ọ- dọ = 
o 


2 t 39]: 
— cos: 
= zR2 (2-os 84- z co 


l- 
Adunind cele două volume și înmul 
tind cu y, rezultă greutatea lichidului 


2 SE 
G =YV, + Va) = sg RE —cos30), b 


-Rsin P- dP 


n 
Scriind ecuația de proiecţii pe verticală, E d 
rezultă i A 
2 3 38) 2 
27R sin Q- h- c, sin 0 = zE (1— cos 


de unde se găseşte 
yR? 1 —cos20 
3k - sin20 


0 = 


a) 


Se înlocuiește apoi în ecuaţia lui La- 
place (15.1) valoarea lui a, precum şi 
Pi = £= Rşi p= y- ReosOși rezultă 


— cos? 6 
yr a ci 
a= 3h (> cos 6 sin? 0 


i i iază variația fun- 
tru studiul variației eforturilor unitare o, şi o, cu karp si se studiază Taisha ia: 
ii Fi ai (2) şi se reprezintă grafic în figura 15.6, c. Se o servi ae manail paun ec 
Har Qa animen nedeterminării se găseşte o, = o,=yR?]2h. $ 
pentru 0 = mp, se găseşte o, = YR?/3h = — op 


3. EFECTE DE MARGINE 


iați inuă forturilor unitare 

istribuţi ntă sau cu variaţie continuă a e ' un i 

a Tamar mi curba meridiană ai de ae 
ast î de fapt numai la un vas ) x 
Tole TEA bu indu plane sau curbe, fapt care introđuce, 


teoretic, discontinuități în distribuţia eforturilor unitare. 


bae ce mkl gropima da perete, idila 09 S Tea O 
ă i i i 9 S z : na - 
ie ns sp et pa am e h partea de sus distribuția eforturilor 
oară p. . 15. i 
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respectiv 


do = dop — Za" dy + Ya dz 


4 e KA 
Fig. 16.16 
Integrind, se obține i 


o= op— zay + UAZ +6! i . (16.32) 


coordonatele y, z fiind măsurate faţă de sistemul de axe principale z0y. 


Y. Deierminarea cenirului de incovoiere 


Luind axele de coordonate ca în figura 16.16, se scrie că momentele statice liniare secto- 
riale, definite de relaţiile (16.30), sint nule. 


f ozdå = 0; f "oy dA = 0. 
A Ja 


Se presupune dat ùn pol oarecare P (fig. 16.16), faţă de care coordonatele sectoriale op 
se cunosc. Înintegralele anterioare se înlocuiește w prin expresia (16:32) și se scot de sub integrale 
constantele 24, ya, C $ 


f waa] opaa = za f naa tual za + cj zdA =0 
A i 4 A 


A 4 


f ovaa = | omaa — sa f aaa + ya f aa +cţ ydA=0. 
4 A s- Ai o 4 A 
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Cum coordonatele z și y se măsoară față de axe care trec prin centrul de greutate, rezultă 


f jaa = $ zaa = yda =0` 
A A A 


| di = ly; f PAA = 1, 
A ` 


şi, prin urmare, 


f wpzdA ` | wpydA 
g=- ; z= i (16,33) 
Iy A i, 


Se reține că in-áplicarea acestor relaţii mărimile z, y, Zy, J; se calculează față de axele 
principale centrale :0y, pe cind wp faţă de un pol oarecare P, jar ya, z4 sînt date faţă de axele 
2 Py, paralele cu axele centrale. Evident, punctul P poate coincide cu O, atunci cind nu este 
cazul să fie luat diferit de O. 


Dacă secțiunea profilului are o axă de simetrie, centrul de încovoiere se află pe acea axă și 
urmează să se determine o singură coo: dcnată a sa. La secțiunile cu două axe de simeirie, centrul de 
încovoiere este la intersecția axelor, deci coincide cu centrul de greviaie, 


ò. Determinarea punctului sectorial de zero principal 


Ecuația de echivalență (16.24) a dus la condiţia că momentul static sectorial trebuie să 
fie nul i Ti . ` i 


samf od =0. ang eo 
Jae ; ra? 


Desigur, această condiţie este satisfăcută cînd se alege o anumită rază vectoare origine, 
și anume aceea care corespunde punctului'sectorial de zero principal, notat cu B în figura 16.15. 
Dacă poziţia lui B este necunoscută, se alege un punct de zero arbitrar și se înlocuieşte œ din 
integrala de mai sus prin expresia sa (16.31) fu h 


f oas=f ada È ots = 0. 
A d A 


"fn acest 'calcul, polùt este luat în centrul de incovoicre, determinat prih metoda expusă 
mai sus, Întrucit wg este o constantă, reprezentînd coordonata sectorială a lui B în raport cu Bo 
relaţia: de mai sus devine. ~ nta! ET R i í 


' f oda soz dA = ogå, ` 
da i A d 


de unde se află 


, | on dA 
ER T (16.34) 


A 


Atlind pe wg, se găsește polul B, raportatia By. 
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Se vor da cîteva exemple de construcţie a diagramelor coordonatelor 
sectoriale pentru profile curent folosite. 

1) Secţiune în forma literei U. Pentru profilul arătat în figura, 16.17 
se va determina, întîi poziţia centrului de încovoiere A. În acest scop, se 


Diagrama [27 


Fig. 16.17 ; 
alege polui auxiliar P — față de care se va măsura coordonata z — la 
intersecția axei Oz cu linia mediană a profilului. 

Cu aceasta, se construiesc uşor diagramele de variație a mărimilor œ 
şi y din relaţia (16.33). 

Pentru inima 1—2 a profilului coordonata sectorială wp este nulă, 
întrucât distanţa, r de la pol la linia 1—2 este nulă. Pentru un punct oare- 
care al tălpii superioare la distanța s de la 7 (fig. 16.17, b), coordonata 
sectorială este pozitivă, avînd valoarea 


ap =. 
2 
Ea variază liniar pe talpă, fiind maximă în colţul 3 
| Ops = Bi è 
2 


Pentru talpa inferioară, se obţine aceeaşi diagramă «wp, de semn schim- 
bat. 

Diagrama y din figura 16.17, c se construieşte uşor, ea avind variaţie 
liniară pe inimă şi fiind constantă pe tălpi. 

Integralele de felul celor din formulele (16.33) se efectuează uşor cu 
„ajutorul regulii lui Veresceaghin, ţinînd seama că diagrama, y este totdea- 
una liniară. Astfel, reprezentind în figura 16.18 diagramele w şi y, se cu- 
noaşte regula lui Veresceaghin. i 


fo y-de = Q-Yo, (16.35) 


unde s-a notat cu Q întreaga arie a diagramei œ, iar cu yc ordonata diagra- 
mei y în dreptul centrului de greutate al diagramei w. 
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Integralele din (16.33) sînt puțin diferite de cea de mai sus, căci în ele 
intervine elementul de arie dA, în loc de elementul de lungime dz. Ţinind 
seama că de obicei grosimea 
profilului este (cel puţin pe 
porţiuni) constantă, se poate 
scrie r 

Diagrama W 
f op'Yy-då = 
4 


= af op Y d8 = 8- Q-Yo; 

s Diagroma Y 
unde s-a făcut înlocuirea 
dA = è-ds, în care 5 este 
grosimea profilului. 

Ca urmare, pentru cele do- 
uă diagrame din figura 16.17, 
ținînd seama că pe inimă integrala este nulă iar pe tălpi integralele sînt 
egale, negative, rezultă 


Fig. 16.18 


2p2 
| copil A. 23. b bh h Bbh , 
a 2 2 2 4> 


Momentul de inerție al secțiunii este 
th? ke 
I, =— + 28 —. 
=p A 


Se aplică relația (16.33) 


— sbh? 
z 33b? 
; 16.36 
SA M apa. th + 608 (16.36) 
12 4 


Se observă că s-a obţinut aceeaşi expresie (16.5), stabilită cu ocazia 
definirii centrului de încovoiere. Faptul că 2, a rezultat negativ înseamnă 
că punctul A. se află în stinga lui P. . 

Avînd poziția lui A şi luînd punctul sectorial de zero principal în B, 
ca în figura 16.19, se trece la construcția diagramei coordonatelor sectori- 
ale. Poziţia lui B poate fi determinată luînd un punct arbitrar By ca în fi- 
gura 16.15 (de exemplu, un colţ al profilului) şi aplicînd apoi formula, (16.34). 

Diagrama, coordonatelor sectoriale este formată din linii drepte. Pen- 


„tru punctul O, coordonata sectorială este 


we = — Za 
2 
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Pentru panectol z D, cum s-a arătat şi la figura 16.14, d, rezultă 


h 
Ty 


Se vede că pe tălpi există două P de zero, R şi Ș, la distanța z4 
de inimă, în care, coordonata sectorială weste nulă. Ca urmare, în punctele 


op Z4 E: üs 24). 


Fig. 16.19 


Fig. 16.20 


R, S, ca şi în B, efortul unitar č, este nul. Deci diagrama din figura 16.19 
reprezintă atît variația lui o.cât şi a lui. ca pe secţiune. 

2) Secţiune în formă de I. La profilul în formă, de I simetrie (fig. 16.20), 
punctele A şi B se ailă în centrul de:simetrie al figurii. Pentru inimă, 
coordonatele sectoriale sînt nule, iar pe tălpi variază liniar, avînd maximul 
în colțuri M 
is = b z k 3 

MAL 2 2 

3) Secţiuni care au coordonatele sectoriale nule. Ia o secțiune dreptun- 
ghiulară, centrul de încovoiere este în centrul de greutate, iar coordonatele 
sectoriale sînt nule. Pentru corniere sau profile T (fig. 16.6), centrul de 
încovoiere este la intersecţia, celor donă aripi. Pentru orice aripă pe care 
se află centrul de încovoiere, coordonata sectorială este nulă. Ca urmare, 
profilele din figura 16.6 au œ = 0 şi deci în ele 1 nu se produc i iai uni- 
tare sectoriale. 


a. CALCULUL MOMENTELOR STATICE SEOTORIALE 


în. -calculul eforturilor unitare Ta -intră momentul statie sectoriäl se 
definit de relația (16.15). Făcînd înlocuirea dA := ò- ds,relajția, de definiţie 
alui 80 devine 


8 = (o a4 = 3h; o- ds, (16.37). 
bi 


0 
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Integrala, reprezintă suprafața diagramei œ, de la origine pină la o 
abseisă s oarecare. Pentru diagrama œ din figura 16.19 a profilului [, inte- 
grala (16.37), care dă produsul unei mărimi ce variază liniar (6) Aa al abs- 
cisei variabile liniar, duce la o expresie parabolică. Ca urmare, S variază 
parabolic, cum se vede în figura 16.21. Momen- 
tul static sectorial are un: maxim. acolo unde 
derivata sa în'raport cu s — adică œ — se anu- 
lează, deci în punctul de zero R. Valoarea aces- 
tui maxim, notată pe figură, este egală cu aria 
triunghiului DRT din figura 16.19 înmulțită, 
cu ò 


Somas = 5: b—za h (b — z4) (b Za) hè 
na 2 a 
(16.38) 


De acolo înainte. 89 scade. În mijlocul ini- 
mii, momentul static sectorial, corespunzător . 
unei jumătăţi a secţiunii profilului, este dat . 
de aria diagramei din figura 16.19 înmulțită cu 5, respectiv 
cu t F 


a 
(D —za)hò gah za gah 2 


b 
2023 — 4bz4 — Zahi). 
4 2 a 2 3 ae Rat 


0 
Sor 


Valoarea lui S2 rezultă. negativă. Diagrama de variație a lui S% pe 
secțiune este arătată, în figura 16. 21. Dacă în calcularea lui 89 pornind din 
punctul D al figurii 16.19, se consideră că ds este negativ, atunci valorile 
calculate. mai sus schimbă de: semn. 


€. CALCULUL MOMENTELOR DE INERȚIE SECTORIALE 


„ Momentul de inerție sectorial este dat de integrala 
I, =f o då, 
4 


aplicată la; întreaga secțiune. Pentru porțiuni : de grosime constantă ale 
secțiunii, notînd ` 


., AA = 3-65, 
integrala devine 
If o ods: 
i “4 ku 
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A titei È i g 


Rezolvarea, se face prin metoda lui Veresceaghin, fiind vorba de pro- 
dusul diagramei « prin ea însăși. Toţi termenii componenți sînt pozitivi, 
întrucât œ intră la pătrat. Calculul se face înmulţind pentru diversele părţi 
ale diagramei œ aria diagramei prin ordonata, în dreptul centrului de greu- 
tate al ei și grosimea elementului secţiunii. 

1) La profilul în formă def din figura 16.19, se va aplica această 
metodă pentru a calcula pe Ta- Ca ordine a factorilor, se precizează că se 
scrie :. . 
— coeficientul 2, unde sînt două arii egale; 

— grosimea elementului de secţiune considerat ; 

— factorul 1/2 pentru suprafața triunghiului ; 

— baza ariei œ, măsurată ca lungime a liniei mediane a profilului ; 
— înălțimea triunghiului, adică ordonata maximă o; 

— ordonata diagramei œ în dreptul centrului de greutate al triunghiului. 
'Pinînd seama că tălpile au grosimea, 3, iar inima, grosimea t, se găseşte 


1 h 2 hk 1 Zah 2 gah 
Is = 28- b-z b—zp4) ~ -— (b — z4) + 28 -> za: = 
z a)í a) 3 | a) 4 3 a 3 a + 
L ag. 1 h gah | 2 „Zah B Sh?(b — 24} 4 hz , tah 7 
“aa 2 3 a 6 6 ` 12 


Se înlocuieşte z4 prin expresia sa (16.36) în valoare absolută şi se 


ajunge la relaţia 
__ WS  2hî + 358 


E Panin ua (16.39) 
12 ht4+ 608 
2) La profilul 1 din figura 16.20 
2p3 i 
L 4.5.1 b bh 2 bh ShD? (16.40) 


2 2 4 3 4 24 
Pentru profile laminate uzuale, se găsesc tabele care dau valorile mări- 
milor 89 şi 1, care intră în calculul barelor cu pereţi subțiri. 


5. CAZUL GENERAL DE SOLICITARE A PROFILELOR DESCHISE CU PEREȚI SUBȚIRI 


Este evident că atunci cînd planul forţelor transversale aplicate unei 
bare cu pereţi subţiri nu trece prin centrul de încovoiere, în bară se produc 
eforturi unitare datoite atit încovoierii cît şi răsucirii împiedicate. 

Ca urmare, dacă planul forţelor este paralel cu planul sOy, efortul 
unitar normal într-un punct oarecare al secțiunii este: 


yM: Bo 
= 16.41 
Li FĂ + L? (16.41) 
iar cel tangențial EAR a 

i 7-8 „Me MS 

= e 16.42 
TET LL E 39, ( ) 
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În cazul cel mai general, cînd există şi forțe axiale N, precum și mo- 
mente încovoietoare M,, M, şi forțe tăietoare Tz, T, (fig. 16.22), expresiile 
eforturilor unitare devin 

N yM: 2M, 


Be. (16.43) 


eee e > 
DS , Toy, MÈ MS 
sta, L L 
(16.44) 


unde 7,, Tz sînt forțe tăietoare paralele cu 
Y, respectiv cu 2. 

Aplicarea acestor relații se face cu aten- 
ţie, anălizînd semnele pe care diferiți termeni 4- 
le au în punctele din secțiune examinate. Fig. 16.22 


PROBLEME 


16.1. Un profil [ are forma din figura 16.4, cu dimensiunile: h = 20 cm, b =8cm, 
8 = 2 mm. Se cere distribuţia eforturilor unitare tangenţiale, produse de o forță tăietoare Ty = 


>~ = 500 daN, paralelă cu axa y. 


Momentul de inerție al secţiunii este 


dh He 0,2 - 203 202 
k + 258 — + 2-8:0,2 = 453 cmé, 

12 4 12 

În colțul profilului, momentul static este 
bh 0,2- 8-20 
S = — = = cm, 
2 2 
iar efortul unitar tangențial 
T-S 500-16 A 
88 daNjcm?. 


T= Trz maz 


JA 0,2 453 


În axa neutră, momentul static este 


far efortul unitar 
T-S 500 - 26 


= —— = A = 143 daN/cmè. 
T5 Tyzmas = SI, 0,2458 ! 
Pe talpă, efortul unitar + variază liniar, iar pe inimă parabolic, valorile maxime fiind cele 
calculate mai sus. 
16.2. Să se studieze variaţia eforturilor unitare t, produse de o forță tăietoare Ty (para- 
. lelă cu Oy) în secţiunea unui inel tăiat (fig. 16.23). 
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„ Alegind un element de arie dA = 5: R- d0, a cărui poziţie este dată de unghiul 0, res~ 
pectiv a cărui ordonată este y = R sin O, se calculează momentul de inerție al întregii suprafeţe 


T 7 ni . 
r=2( raa =aj ese 0-8- Rad = 287 | sin? 0- d0 = z ò R3, 
Pe o a o 


Fig. 16.23 


precum şi momentul static al părţii de secțiune hașurată, cuprinsă intre limitele 0 $ 9 < a 


“ez: (o: aa = Ç rsin 0-8- Rao = area — cos a). 


Ca urmare, efortul unitar în secțiunea definită de unghiul « este 


“TS T- BR21 — cos «) TU — cosa 
SI Òe năR3 ÒR 


E) 


Variația acestui efort unitar este dată în figura 16.23; maximul are loc pentru g = m. 
în secțiunea opusă crestăturii “i 


Tmas = 2TIndR. 


16.3. Să se afle poziția centrului de încovoiere al profilului din figura 16.24, a, care are- 
pe toată lungimea aceeași grosime 3. | 
i ` Pentru rezolvare se ia polul auxiliar P pe axa Oz, care duce la construirea diagramei op. 
din figura 16.24, b. Se construiește apoi diagrama y din figura 16.24, c. Ş 
Centrul de încovoiere se află pe axa 0z, la distanța dată de formula (16.33) 


opy dA 
A 


PA ='%4 = 
; FĂ 


Făcînd înlocuirea dA = è- ds, se calculează integrala 


ţ, py dA = sf, „GpU ds. 
A “A 


t r r € 
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cu ajutorul regulii lui Veresceaghin: Se observă că, din cauza antisimetriei ambelor diagrame, 
calculul se poate face pentru jumătate: din profil. Pentru” laturile scurte ale profilului, diagrama 
ap se împarte într-un .Greptunghi şi un triunghi, cărora.]i se aplică regula lui Veresceaghin , 


a 


ef opyds s-a] 
A 


3 0,25 a? 4 i 
a: si 0,75a . osa] 1,916 daf, 
2 2 3 


If 


Fig. 16.24 


. =; Momentul de inerție al profilului: este .. ..: - cr ce e e 


cal IRI a 
a Jea 
loa E ag a + A 
sa ik 12 


Ca urmare, abscisa centrului de încovoiere este 


1,916 at 
= =- ——— = — 0,594. 
FA 3,25 5a? 


16.4. Să se construiască diagrama coordonatelor sectoriale œ, faţă de centrul de încovo- 
fere, pentru profilul de la problema 16,3. 

TȚinînd seama de dimensiunile din figura 16.24, a și de faptul că z4 = — 0,59 a, se află 
coordonatele sectoriale în cele trei colțuri ale profilului 


aj = — 0,55-a: a = — 0,59 a? S 
i g = — 0,5902 +a:a= 0,41 a 
ws = 0,41 aè +1,59 a- 0,5 a = 1,205 a°. 
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Cu aceste valori, se construiește diagrama din figura 16.25. 
16,5. Să se construiască diagrama RA pentru profilul din figura 16.24, a. Cu ajutorul dia- 
gramei din figura 16.25 se calculează valoarea lui s$, în punctele 3, 2, 1, P, ştiind că în fiecare 


E punct A este egal cu mărimea suprafeței w, măsurată începind din punctul 3, înmulțită !cu 3, 
. Ca urmare 
Shs =0 
1,205 a? -+ 0,41 a? 
SO = 8 = + 0,5a = 0,404 a3, 


Se determină poziția pinctului 4, în care coordonata sectorială se anulează, scriind asemă- 
narea celor două triunghiuri 


i BR +2 a i 
0,59 a? 0,41 &@ 0,59 a? -+ 0,41 a? a a 


Prin urmare 
- H = 0,59 a; 12 = 041 a 
0,41 a- 0,41 a 


Sha = SOnaz = 0,404 Sa? + 3 3 = 0,488 $ a? 
i 0,59 a? - 0,59 a 
Shi = 0,488 3a? — = =0,314 8 a3. 
0,59 a-a 
Sop = 0,314 8 a — ———— = 0,019 88, 


Cu aceste valori, se desenează diagrama din figura 16.26, avind peste tot traseu parabolic. 


Fig. 16.25 


16.6. Să se construiască diagrama coordonatelor sectoriale la profilul subțire în formă de 
inel, tăiat ca în figura 16.27. Centrul de încovoiere se află în sens opus tăiețurii, la distanța 
2R de centrul inelului. Pentru calculul coordonatelor sectoriale se folosește relaţia de definiţie 


s 
E) rds, 
o 


Fig. 16.26 
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unde originea arcclor este în punctul B. Pentru a calcula coordonata sectorială într-un punct 
curent a, definit de unghiul a, se ia o variabilă intermediară @, care definește un punct D, precum 


Fig. 16,27 


şi un unghi dð, care definește punctul infinit vecin E. Ducind tangenta la linia mediană (cerc) 
în punctul D și normala pe ea din centrul de incovoiere se află raza r= AC = FD, similară 
| celei din figura 16.16. Conform desenului 


r= FD =0F — OD =2 Rcos0— R 
i ds = DE = R40,. 
Se înlocuiește în expresia lui œ 


s z 
o= ra| R(2 cos 8 — 1)* RAG = R22sin a — a). 
o o i 


Cu ajutorul acestei relaţii se construiește diagrama w. Coordonata sectorială este maximă la 
tăietura profilului, pentru a = x, şi nulă în B. Semnele rezultă din convenția cunoscută. 
Coordonata sectorială se anulează cînd . 


2sin a — « = 0. 


i Prin- încercări se găsește soluția a % 10830. 
16.7. O bară cu pereți subțiri este încastrată la un capăt și încărcată la capătul liber prin 
| un cuplu de răsucire M = 600 daN cm. Lungimea barei este 7 = 100 cm, iar secțiunea are 
forma din figura 16.17, cu h = 20 cm, b = 10 cm, t = ẹ = 0,1 cm. Se cere să se calculeze valo- 
rile maxime ale eforturilor unitare normale și tangențiale, produse în secţiune. 

Cu relaţia (16.36) se află poziţia centrului de încovoiere 


3052 30,110 
ZA 3,75 cm. 
th -+ 608 0,1:20 + 6: 10-0,1 
i Coordonatele sectoriale în punctele C şi D din figura 16. 19 (cu z4 în valoare absolută) 
sînt : 
zah 3,75 - 20 
i op = A = a = — 97,5 cem? 
| ` 2 2 
h 20 
| op == e — za) = 0 — 875) = 62,5 cm2, 
i 
$2—c, 1801 497 


Rigiditatea Ja răsuçire pură a barei este ` 


1 
Gla 3 GED? 


1 1 . 
3 G(2b -+ h)ð? = 3 - 810 000(2 + 10 + 20)0,1? = 10 800 daN. cm? 


Momentul static sectorial maxim este dat de relația as. 38) 


“Ab zah _ (10 — 3,75)? 20 0,1 
: m = a 4 


= 19,5 cmă, 


DE II ' SA i i 


Momentul de inerție sectoriăl $e calculează cu formula (16.39)! Ei pe 


109-200, 2:20:01 +3:10-0,4 
So ig 20-0,1 + 6:10:01 


= 2920 cm$. 


Se determină coeficientul « din ecuaţia diferenţială (16.27) 


Ga 10800 
; OV Eio 21106. 2917 


Sè scrie ecuația diferențială a detormaţiei de xăsucire a barei 


0,00132 em”l 


Mz 
Gla’ 


care are soluţia 


0 = G, sh ax -+ Cz ch ax -E Oi 


Întrucit, la problema de faţă, Mz. este constant în tot Aungul., hårei, ecuația diferențială 
are soluţia particulară 


Mz. 
: Ae A pfas r= SE Ei 
i Mi A ia i GIa 
deci soluția generlă 
; g Ti 
0 = G, sh az + C, char + st 
Pi tn "Ga: 


Corisiderind originea în încastrăre, se scrie condiţia iniţială KS D ăi 


r=0,u=0, 
respectiv, în baza relației (16.9), 
z=0,0=0 
Se substituie în ecuație | 
i Mz ` Mz 
0 = C + Ca = — A 
27 Gt Gla 


În capătul liber al barei nu există eforturi unitare au, căci deplaiarea este liberă, deci 
conform relației (16,12), 


de 


=l; =-=, BO 


dz 
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Se derivează ecuaţia deformaţiei 
9% = Cach az + Ca sh ax 


și se înlocuieşte coudiția dată , 
0 = Gx ch gl + Ca sh al 


CG = — CGthal = 


Prin urmare, ecuația deformației este 


Me 


0= pl + th al sh ax — ch gr). 


Se scriu cele două .derivate ale lui 0 


Mau 
9% = (th alch ax — sh n a) 
Ia 
J Meo? . 
0” = — (th al sh gx — ch ar). 
Gla 


Ecuația momentului de încovoiere-răsucire este dată de (16.21) 


Mo E9” Io Ela Ha Ghalsh ar — ch aa). 
respectiv, înlocuind pe «°, rezultă 
Mo = — Ma(th al sh az — ch r). (1) 
Momentul de răsucie pură este ` 
Mi = GIg9 = MAI + th glish az — ch ax). o 


Bimomentul de încovoiere-răsucire este 


B = — EIo 


Z (th cl ch ax — sh az), (3) 
g i 


Relaţiile (1), (2), (3) permit construirea diagramelor de variație a mărimilor Me Mr B 
în lungul barei. 

Din relaţia (1) se observă că Mo este maxim în încastrare, la x = 0, unde sh ar = 0, şi 
ch ar=1 

, Mo mazs = Mg = 600 daN- em. 

Prin urmare, în secțiunea de încastrare, momentul de răsucire pură M; este nul, întrucit 
Mo = Mr 

Bimomentul este de asemenea maxim în încastrare, la v = 0 


Se calculează E 
al = 0,00132 - 100 = 0,132; th al = 0,131 
0,131 


B, — M, zi — 10M. 
mon 2000182. 2 


60 000 daN.: em. 
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Cele mai mari eforturi unitare au loc în incastrare, fiind produse de eforturile Mo maz Şi 
Bas: 
Astfel, în colţul D din figura 16.19, are loc 
Bmazmaz 60 000 - 62,5 


o, 1 285 daNjem?, 
o min FAR 2917 i 


dar în colțul de jos, simetric, 
Gomaz = 1 285 daN/em?. 
În punctul R din figura 16.21 are loc efortul unitar 


M, S, -19,5 
Tomas = — MomoaSemaz. „800195 L 40 daNjemè. 
sTo 0,1:2 917 


În alte puncte aie secțiunii de incastrare, respectiv în alte secţiuni, eforturile unitare 
sint mai mici. 
Înlocuind în (1) și (2) valorile 


th al = 0,131, shal = 0,132, ch al = 1,0087, 
se află Mu şi M, în capătul liber 
Mo = 0,9914 M = 595 daN- cm 2 Mr 
Me = 0,0086 Mz = 5 daN- cm 0. 
Efortul unitar tangențial suplimentar în capătul liber se află cu relația (16.22), în care 
se înlocuiesc 
Mo = 595 daN- cm, S = 19,5 cmé, 
301 cm, Ig = 2917 cm®. 
Rezultă 
595 - 19,5 
0,142917 


Se vede că în cazul problemei alese, dată fiind rigiditatea de răsucire mică, în capătul liber 
cuplul exterior este preluat de bară ca moment Me. 

16.8. O bară cu pereţi subţiri are secţiunea în formă de I (fig. 16.20), cu dimensiunile 
h= 20 cm, b = 12 cm, t = 6 = 0,4 cm, Ea este sprijinită la capete prin rezeme care nu permit 
xăsucirea secţiunii, dar permit deplanarea liberă. Pe toată lungimea ? = 2 m, bara este încăr- 
cată cu o sarcină uniform distribuită p = 20 daN/em, așezată cu o excenticitate e = 3 'cm faţă 
de planul vertical de simetrie. Se cere să se construiască diagramele de variaţie a eforturilor 
My Mo B în lungul barei, să se afle eforturile unitare maxime și să se studieze variația efor- 
turilor unitare în secţiunea periculoasă. ` 


Se determină caracteristicile geometrice ale secțiunii 


p = — 40 daNjem?”. 


p= i + 2-12- 0,4- 10? = 1227 cmt, 
n=- udă = 11 520 cm, 
l= Las = a: 12 + 20)0,43 = 0,94 cmt. 
500 


Conform figurii 16.20 


Momentul static sectorial este maxim la mijlocul tălpii, iar în baza figurii 16.20 are valoarea 


o 1 b bh bhè 122 - 20- 0,4 
Smaz . . è 72 cm4. 
2 4 16 16 


Se calculează constanta « din ecuaţia de deformații 


Gla || 8110094 L o,0056 em- 
"n i = 0, cm, 
K 2,1- 10°- 11 520 


Datorită împiedicării răsucirii, în reazeme iau naştere, ca reacțiuni, două momente de 
răsucire, egale. Momentul de răsucire total al sarcinii față de axa longitudinală a barci este 
pel. Ca urmare, momentele de reacțiune din reazeme au valoarea pel/2. Dacă s-ar lua originea 
pentru abscisa x, într-unul din capetele barei, într-o secţiune oarecare momentul de răsucire ar îi 


pel 
Ma = a — pet, 


deci in mijlocul barei este nul. 
Este mai convenabil a lua originea în mijlocul barei şi a studia numai jumătate din ea, 
din motive de simetrie. Ca urmare, momentul de răsucire total, într-o secţiune oarecare, va fi 


s M= pez, 
iar ecuația diferențială a deformației 
d8 M, ex 
— «28 2 — gi ai 
dz GIa Gla 


Se vede că soluția particulară este 


ez 
EN 
GIa 
iar soluţia generală 
per 
0 = C,shaz+ Cch ar + x 
GIa 


În mijlocul barei, unghiul de răsucire e este maxim, deci derivata sa 0 nulă, ceea ce dă 
z=0; 0=0; QG=0. 


Ecuația deformaţiei se reduce la 


per 
0 = Csh ax -+ Ta’ 
avind prima derivață 
pe 
% = Cx ch az + Ta 
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În capătul barei, la æ= 1/2, deplanarea este liberă, deci atit o. cit și O! sint nuleşi rezultă 


pe pe 
0 = taht y c 
$ 2 i; F 


al 
Gla’ a ch — 


Ca urmare, ecuaţia deformaţiei devine 


o= pe sh gx 
o GI 2 i 
; a aE 
2 
iar derivatele sale sìnt 
vo pie 
g ci 
3. 


pev shar 
GI al 
2 cn 


Pe baza relațiilor (16.11), a6. 19) și (16.21) se scriu expresiile etorturitor £ Mi B şi Ma 
pe toată bara 


h 
Me = Glað PEP ape EEA 
g a ţi 
ch — 
B Elov =- Zhi- e 
g al 
ch — 
Ma = — T = PE, Shot 
al 
ch — 
2 
Se calculează 
l ___200 ` al 
g 7 = 0,0056 mia 0,56; ch 1161, 


Cu ajutorul celor trel ecuaţii se întocmește tabelul 16.1, în care se calculează cele trei 
eforturi în mijlocul barei (x = 0), la un sfert din lungime (x = 50 cm) și pe reazem (x = 100 cm). 


Tabelul 16.1 


Me 
daN cm? daN sem 


Mo 


aw s 
daN» cm 


. 1 —265 300 
0,28 0,284 1,039 —291 050 379 2 621 
0,56 0,590 3 1,151 "0 555 5 445 
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Cu valorile din tabelul 16.1 se enstruiesc diagramele de eforturi din figura 16.28, cu obser- 


vaţia că diagrama B este simetrică față de mijlocul barei, iar Me şi Mo antisimetrice. 


Se observă că suma. momentelor Me + Mao variază liniar de-a lungul barei, ea reprezen- 


tind momentul Mz = per. 


go -30 . 700 


` Fig. 16.28 


Sarcina uniform distribuită produce în lungul barei și un moment încovoietor, care variază 
_ parabolic de-a langa axei x, avînd maximul în mijloc 
J [2 > 2012002 
a = pe 100 000 daN- cm, 


Eforturile unitare normale, produse de momentul Mp sint ı maxime în secțiunea din mij- 
locul barei, avînd în fibrele extreme valoarea 


YmasMamas 10-100 000 daN | 
CĂ E, T 1 227 em? 


M maz = 


Varjația eforturilor unitare o, pe secțiune este dată în figura 16.29, a. 
Eforturile unitare sectoriale au valoarea maximă 


Bmazomaz . 265 300: 60 1: daN 
îi 1 382 — . 
Oo maz = Ta 17520 pr 


Ele sint reprezentate în figura 16. 23; „ Suprapunînd diagramele o, și oc se ajunge la 
diagrama eforturilor unitare rezultante din figura 16.29, c, care are 


Onaz = 815 + 1382 = 2 197 daNem, 


Etorturile unitare tangenţiale sectoriale sint maxime în secţiunile de la capete, unde 
momentele, ` ‘Mo sint, maxime Pattern RT A 


Mo maz* S9 naz 5445- 72 


= = 85 daN/em?. 
nai -Ia + 0,4-11 520 i 


Variația lor pe secțiună este arătată în: “figura 16. 30, e, dedusă din diagrama 32, arătată 
în figura 16.30, d. 7 
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În aceeași secțiune au loc și eforturile unitare maxime de răsucire pură 


Mi maz’ È 555- 0,4 
Ta 0,94 


236 daNjem?, 


Tt maz 


21397 
Fig. 16.29 


Ele se distribuie pe secțiune cum se arată în figura 16.30, c. În capătul barei, există şi o 
forţă tăietoare E E 
pl 20 - 200 


— = 2 000 daN. 
2 2 


Momentul static al jumătăţii de secțiune, faţă de axa Oz, este 


p> E h h zi 
Sz = BRT On 12- 0,4-10 + 10- 0,4: 5 = 68 cm?. 


w E 
Ta 


Efortul unitar tangenţial, în axa neutră, este 
TSz 2 000 - 68 


z = E m — = 277 daN/em2. 
szmer 51, O 04:1227 ! 


Pe tălpi, momentul static variază liniar, cum se arată în figura 16.30, a, avind maximul 
în inimă . 


bhò 12- 20- 0,4 
Sz = — = ——— = A cm, 
4 4 


Acestei valori îi corespunde un efort unitar 


TS, 2000-24 


TaT = 041227 


= = = 98 daN/em?. 
27 JA NI 


Diagramele de variaţie și sensurile eforturilor unitare zr Și Tyg Sint 
arătate pe figura 16.30, b. 

Pentru a afla efectul maxim, trebuie reamintit că eforturile unitare = date în figurile 
16.30, b şi 16.30, e sint uniform distribuite pe grosimea profilului, pe cînd cele din figura 16.30,c 
variază liniar, fiind nule pe linia mediană și maxime, de semne contrare la cele două margini 
ale secțiunii. Ca urmare, se obţin efecte maxime in punctele a şi b din figura 16.31 


Ta = 98 + 236 + 85 = 419 daN/em? 


Fig. 16.31 


Tp = 277 + 236 = 513 daN/en?. 


CAPITOLUL 17 


TUBURI ȘI SFERE CU PEREȚI GROȘI ȘI DISCURI 
ÎN MIȘCARE DE ROTAŢIE 


1. STĂRI DE EFORTURI UNITARE AXIAIL-SIMETRICE 


Trecînd la a treia categorie de corpuri pe care le studiază rezistența 
materialelor — corpurile masive — la care au loc, de obicei, stări spaţiale 
de eforturi unitare, problemele nu pot fi rezolvate decît în citeva cazuri 
particulare, care prezintă simetrii : tuburi eu pereţi groşi solicitate prin 
presiuni exterioare sau interioare, tuburi supuse la efecte termice, discuri 
care se rotesc în jurul axului şi sînt solicitate prin forțe de inerție, sfere 
supuse la presiuni, bile sau role în contact ete. 
ale teoriei elasticităţii şi vor fi expuse în cele ce urmează ; altele (problema 
contactului) necesită dezvoltări ce se studiază în tratatele de teoria elasti- 
cităţii, 

O categorie aparte de probleme sînt; cele azial-simetrice, întilnite la, 
tuburi cù pereţi groși, de lungime mare, la discuri în mișcare de rotație. 
La astfel de corpuri, dacă se face o secțiune perpendiculară pe axul cilin- 
drului, starea de eforturi unitare şi deformaţii într-un punct depinde de o 
singură variabilă — distanţa de la ax la punctul considerat. În puncte 
situate la aceeași rază 7, starea de eforturi unitare şi deformații poate 
varia în lungul cilindrului, deci este funcţie şi de variabila v. Dacă aceste 
mărimi nu variază cu æ, efortul unitaz în lungul cilindrului, c+, este constant 
în toate punctele. În acest; caz, rămîn de determinat numai celelalte două 
eforturi unitare din secţiune, o, şi o, problema fiind similară unei stări 
plane de eforturi unitare. În cazul unui dise solicitat prin forţe de inerție, 
efortul unitar c, este nul şi are loc realmente o stare plană de eforturi 
unitare. 
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-. 2, EFORTURI UNITARE ÎN. TUBUL CILINDRIC CU PEREȚI GROȘI 
a. CAZUL GENERAL 


Se consideră un tub cilindric, de raze R, şi Re (tig. 17.1) supus unei 
presiuni exterioare p, şi uneia interioare p,. Se cer eforturile unitare în tub. 

În lungul axului, presiunea p; produce o forță de întindere, iar pe — 
una de compresiune, care. dau naștere efortului unitar longitudinal 


O pen pe — R) O Bp pd — Ripe, 
e te (E — RÌ) RR 


Acest efort unitar este uniform distribuit pe secțiunea tubului. Con- 
siderînd tubul de lungime mare, se poate neglija efectul lui c asupra 
Jungirilor specifice, studiind problema plană. 

Din cauza simetriei, fenomenul este același pe orice rază 7 și se ia aceasta, 
ca singura variabilă independentă. Perpendicular pe planul desenului se ia 
o grosime egală cu unitatea, adică se studiază problema plană. 

Se consideră un element ABCD 
(fig. 17.2), detaşat; prin două plane 
care fac unghiul, de și doi cilindri de 
raze 7 șir + dr. Din motive de sime- 
trie eforturile unitare de pe cele 
patru feţe ale elementului sint eforturi 


La 


G-rdpe? (g. rdg)az 


A 
|. EA 
E 
LN 


Fig. 17.1 Fig. 17.2 


unitare principale. Pe aceste feţe nu există eforturi unitare tangențiale. 
Se notează cu c, efortul unitar radial şi cu o, efortul unitar circumierenţial, 
pe direcţia tangentei. Din motive de simetrie, pe feţele AC şi BD efortul 
unitar c, este acelaşi, în timp ce'o, variază prin trecerea de la faţa 0D 
la AB. , A 

Se serie ecuaţia, de proiecţii a forțelor pe bisectoarea unghiului de. De 
notat că suprafeţele pe care se aplică eforturile unitare sînt măsurate numai 
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prin lungimile laturilor din figura 17.2, a doua dimensiune, perpendiculară 
pe plan, fiind egală cu unitatea ` 


r -dọ + (ap: räo)är — a: rdo — 2 o dr sin ÎL — 0. 
dr 2 


de „de. 


Simpliticînd şi înlocuind din pe P "rezultă, 
d 
cpt) — aq =0, 
respectiv 
r „Se + o, —c,=0. (17.1) 


Întrucât ecuația diferenţială, obţinută are două funcţii, o, și ca ea va 
îi transformată într-o ecuaţie în deplasări, folosind deplasarea radială u a 
unui punct oarecare al tubului. Dacă punctul situat la distanţa de aia are 
deplasarea radială u, cel situat la distanţa r+dr se deplasează cu up A - dr. 


Diferența este lungirea, segmentului dr (de exemplu, a lui CA din fig. 17.2) 


Adr) = u pi ap u = ar. 
dr dr 
Lungirea specifică în direcție radială este 
— Adr) _du, (47.2) 
dr dr 


La rîndul său, în urma deplasării u, raza r a unui cere devine r -H t, 
aşa că lungirea specifică circumferențială este 


__ 2n(r+u) — 2ar _ u, 


17.3 
Dnr r ( ) 
Cele două relații cunoscute ale stării plane de eforturi unitare 
E 
Og 12 (62 E Yey); oy =i Z lv + vez) 
devin, în noul sistem de axe, 
E E 
o, EI dă ve.) a= (e + ve). 
Înlocuind expresiile (17.2) și (17.3) ale lungirilor specifice, se găseşte 
E (du u E (àu , du 
; = s 17.4 
F a a, ii T ' ri CrS 
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oa 


Se substituie aceste expresii în ecuaţia, diferențială (17 .1) 


a E du u E du SI E (= HS) o 
d EE rahli Ilr ar 


şi după simplificări, se găseşte 


du ERE na RPR A (47.5) 
dr? "r dr 72 


Soluţia acestei ecuaţii diferenţiale cu coeficienţi variabili,de tip Euler, 


este | l 
u= Ar T8 i (17.6) 
r 

w B du B 

— = Ze ee Se 

i At r? dr 72 

Se substituie în expresiile (17.4) 
B B g _ H SEB 1— i 
-6 = — aa a (1 v|; LA sue | aa+ v) tyl v) 


le p; şi 
-Se determină constantele punînd condițiile la limită. Presiunile p: 
Pe produc pe- suprafețele respective eforturi unitare radiale de compresiune 


egale cu ele 
r= Ri 6, = — p 
-r = Rz; 0, = — Pe 
Se înlocuiesc condiţiile în ecuaţia lui o, 


E 
1— y 


p [rar 3 a v] 


E 


1— y? 


-p = aa - z ü= »|: 


Rezolvind sistemul în funcție de A, B, se află constantele 


1y, Bip — Pape. B 1t y MRAP — p) 
E RB — Ri E Rz — Ri 
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A 


şi înlocuindu-le în expresiile eforturilor unitare, se găseşte- 
Ripi— Pipe _ (Pi — Pe) RiR, o, = pi Pipe , (Pi — Pe) RiR 
RR (RR)? BA (RR 


Rezultă că eforturile unitare c, şi co, variază după o hiperbolă de gradul 
al treilea, cu 7, iar suma lor este un invariant. . 


Gr 


+ - (17.7) 


» CILINDRU FĂRĂ PRESIUNE EXTERIOARĂ 


Dacă cilindrul este supus numai unei presiuni interioare, în formulele 
(17.7) se face p, = 0 şi se află legea de distribuție a eforturilor unitare 


2, 2 2 2 
o = MPi (1 Ah i: o =M (1p). (17.8) 
pa RR 72 
Este util a studia şi reprezenta grafic variația acestor eforturi unitare, 
Efortul unitar c. Pe suprafața interioară, la r = Ry 
On = — Pi- 
Pe suprafața exterioară, la r = R 
On =Q. 
Efortul unitar c, Pentru r = R, rezultă, 


_ PAR +), 


Gu = Otmar B R (17.9) 
În exterior, la r = Ra i 
2 2 
a, = 2, (17.10) 
RI — R2 A 


Pentru executarea diagramei, se poate lua un caz particular, de 
exemplu R, = 2 F cu care rezultă a 


Gian 2 m g Să 

tmas =g Pı; n 3 Pi 

Diagrama din figura 17.3 a fost întocmită 

cu aceste valori. Din examinarea acestor rezul- 

tate, se vede că efortul unitar cel mai mare 

este c, de pefațainterioarăa tubului. Pentru 

o dimensionare după teoria I de rezistență, 
formula (17.9) devine 


fa. de = ome = PRE. aran 
Fig. 17.3 R BE —R 


Raportul dintre cele două valori extreme ale lui c, este 
Simas _ Ri t K, 
Ct min 2R 
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(17.12) 


EENT E 


` pentru r = R 


Se vede- că acest raport; crește o dată cu creșterea, diferenței dintre cele 
două raze. Să presupunem că raza R, se apropie de Ru deci grosimea cilin- 
ărului scade foarte mult. Formula (17.8) arată că o, devine tul pe toată 
grosimea tubului, iar raportul arătat de fòrmula (17.12) devine egal cu 
unitatea, adică o, este constant. Acest caz particular a fost examinat 
anterior, la calculul tuburilor cu pereți subțiri, Dacă dimensionarea se face 
după teoria III de rezistență, efortul unitar tangențial maxim are loc pe 
suprafața interioară á 


oo im — On PR, (17.13) 
A E 


c CILINDRU FĂRĂ PRESIUNE INTERIOARĂ 
Pentru aceasta în relaţiile generale (17.7) se face p; =0 şi rezultă 
: 2 2 2 
n f B) a=- PE h) arw 
B- R m > BR r 


La această solicitare, ambele eforturi unitare sînt de compresiune, G; 
fiind mai mare decit o,. 
La, cele două raze, c; are valorile : 


Or 


o pR, 
On = Cimas = — pe fi A (17.15) 


pentru r = Re 


RtH: 
Ots = Ot min = Pepe LR 


Diagramele “de variaţie, în cazul 
particular R, = 2R, sînt arătate în 
figura 17.4. i - i 


Fig. 17.4 


d. STUDIUL DEPLASĂRILOR 


înlocuind valorile constantelor A şi B în ecuaţia (17.6), se află expresia 
deplasării | | . e 


1—v Rp — Rp. 
B R — Ra "+g 
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i+”, RIR(Pp: — Pe) ` (17.16) 
(Rè — Bi 


w 


Se determină mărimea, deplasării radiale în două cazuri particulare, 
care vor interesa în aplicaţiile ulterioare : 

___4) Deplasarea radială a unui punct de pe suprafaţa interioară a unui 
oilan, supus numai la presiune interioară se obține făcînd Pe =0 şi 
r= 

1 


i Rp: Ti Fè 
Ujar == | A . vă 
(u)=a, ( 2 2 + ») i (17.17) 
b) Deplasarea radială a unui punct de pe suprafaţa, exterioară a unui 


cilindru supus numai la presiune exterioară se află, făcînd pi =0 şir = R, 


Rap, (R24 R 
(ija = Tet ES = ) (17.18) 


e. DIMENSIONAREA TUBULUI SOLICITAT LA PRESIUNE 
INTERIOARĂ 


k În mod obişnuit, se dau presiunea p; şi raza R, şi se caută raza exte- 
rioară R. Dacă dimensionarea se face în baza teoriei I de rezistență, din 
formula (17.11) se obține 


B= 2 Se + Pi E (17.19) 
Ga — Pi i 


£ Este de observat că problema are soluție numai dacă presiunea p; este 
inferioară rezistenței admisibile c,. Se va arăta mai departe cum fretajul 
poate permite şi construcții la care Pi = Ca i 


PROBLEME 


17.1. Să se calculeze grosimea peretelui unui cilindru de ă 
presă făcut din oțel, cu oa = 
= 800 daN/em?, avind D, = 300 mm și suportind o presiune pi = 290 daN/em?. i 
Se aplică formula (17.19): 


D 
R, = = 15 em; R = 15 


Re = 19,37 cm; D, = 2R, = 387 mm % 390 mm. 


17.2. Să se calculeze cele trei eforturi unitare principale într-un punct de 
interioară a cilindrului de la problema precedentă, ui P PE A areata 


{i Conform datelor problemei, se cunosc două din eforturile unitare principale în planul 
secţiun 


daN daN 
Gt = oa = 800——-3 a =p 200 SA. 
R cm? 
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Pentru efortul unitar az, în lungul axei cilindrului, care se repartizează uniform pe sec- 
fiune, se scrie relaţia ui : - E ta 


paR _ pal ` __ 200-182 daN, 
s= = = = 
z(R?—RÐ RE R? 1957—15" cm? 


G, 


Se vede că al treilea efort unitar principal este mult sub valoarea celui maxim, o. 


3. CILINDRI FRETAȚI 


Din cele arătate mai sus s-a văzut că la cilindrul supus unei presiuni 
interioare dimensionarea este posibilă numai atât timp cît presiunea, peste 
sensibil inferioară rezistenţei admisibile. Pentru valori 2, R, date, formula 
(17.11) permite să se determine presiunea, inrerioară p, corespunzătoare 
condiţiei o, maz = Sa- În aplicaţiile practice este nevoie să se realizeze deseori 
presiuni mai mari, de exemplu pină la p, = oa. Se observă din formulele 
(17.7) că eforturile unitare scad dacă există o presiune exterioară pe 
“Soluţia problemei constă în a produce, din exterior, o âsțfel de presiune, 
încît să se micşoreze efortul unitar o; ma. Operația respectivă poartă nume- 
le de fretaj şi ea poate fi realizată în diferite feluri: — <, i 

a) Ivtroducînd, la cald, un tub exterior peste cel care lucrează. Cele 
două tuburi sînt strunjite astfel încât diametrul interior al tubului exterior 
este mai mic decit diametrul-exterior al tubului interior, deci în stare rece 
nu se pot monta. După încălzire, cilindrul exterior, dilatat, se montează 

“pe cel interior, iar în urma răcirii apare, pe suprafața de contact, o presiune 
de fretaj. f 
a )! Înfășurină, sub tensiune, pe suprafaţa exterioară a tubului, o tablă 
subţire în mai multe straturi sau un cablu în elice. 
. €) Introducînd cilindrul de lucru în interiorul altuia, cu un joc în care ` 
se creează, printr-o pompă, presiunea hidraulică. d . 

În cele ce urmează, se va examina modul [de 
calcul pentru procedeul clasic de fretaj, adică acela 
executat prin încălzirea cilindrului exterior. În 
figura 17.5 s-au notat cele trei raze ale cilindrilor 
fretaţi cu Ry, Re şi Rs. În urma prelucrării la strung, 
raza R, a cilindrului interior este mai mare cu è 
decit raza Ro a celui exterior, ceea ce împiedică 
“montajul la.rece. Prin încălzire, raza R, à cilindrului 
exterior crește şi face posibilă asamblarea. În urma 
răcirii, cei doi cilindri vor avea o rază comună Rs, 
intermediară între-valorile pe care le-au avut înain- 
tea asamblării. Pentru a ajunge la această situație, 
cilindrul exterior a suferit; o dilatare, iar cel interior Fig. 17.5 
o comprimare față de situaţia anterioară încălzirii. 

Cele două deformaţii, însumate, măsurate perpendicular pe suprafața de 
contatt, .cgalează pe 3. În urma fretajului, pe suprafața de contact se naşte 
o presiune p, care produce detormaţiile suscitate. Se poate serie că. suma 


833—0. 1801 513 


pb x i E Fo i ? z 


-celor două deplasări. produse dep este egală cw: ò. Pentru aceasta, se adună 


relațiile (17.17) şi (17.18), făcînd p =p;= pe iar în formula (17.17), înlo- 
cuind R, prin Fe si E, prin Ra, se obține 


pa. [IE + vă LR A și Si; 
E [RER R- 

Cele două deplasări au fost luate 'în . valoare absolută. Rezolvind în 
raport cu p, se găseşte 


a A — 28) pt i T20) 
AR RR H ti 


= Tatrodiactnă presiunea p, exterioară pentru unul și înteri ioară pentru 
celălalt, cei doi cilindri pot, fi separați şi studiați izolat, după cum 'se arată 
în cele ce urmâază. 

“a) Pentru cilindrul interior se folosesc forminlele (17:14); care dan. (cu 


“notația p, = p) : 


Pe fața exterioară, la r = Ra, 


in A i . 
Za j 
| pi se = “PRE a (17.21) 
eiA ; 
Pe faţa interioară, la 3 r= Bu pai S ~ i . 
i SH. Gp- E Ge = Cymar = = 29 g e (17.22) 


$) Paitini “lina exterior se. “folosesc torriulete (17. Sh în care se 
schimbă notaţiile razelor. 


ALT aa A "ma ui 2 E Ra: 
i Sr — pz ap 2 (+ a 3GS -imn ę T z g 
; RI — e 72. RB r 
Pe fața interioară, la r = Ra 
KE AF gg OBIE 
3 F erpi tica E 5, (17.23) 
D“ y Cr P5 TE ; t maz PHE ; 
i Pe taţi exterioară, la, r= Ra, x 
A E e ae sa 
a f Or = 0; | La 2p BR f (17.24) 


În general, dintre valorile de mai sus, cele mai mari sînt efortuiile 
unitare de:pe fața interioară a cilindrului exterior, formulele (17.23), care 
trebuie: să fie luate în considerare la dimensionare. : 
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Făcînd un calcul în „baza, teoriei III: de rezistenţă, rezultă că efortul 
unitar. tangențial: maximide pe această, faţă este A 


ES. 2(2+8, aje pi ai 


Tmas Pa RE RAR ip Să 
sau, înlocuind pe p cu valoarea (17.20), - a PEAS n 
i y $ 2 
vuoi p 8 ERRi — (7: 25) 


maz T aD, 
`. La, inelul fretat pe un arbore plin, raza R, este nulă şi formula ae mai 

sus devine 
BE 7 
2Ro 


Pînă aici s-au studiat numai eforturile unitare produse de către 
presiunea de fretaj.p. În cazurile practice, cilindrul interior este supus şi 
unei presiuni interioare p; care produce eforturi unitate arătate de; tormu-: 
lele (17.8); Astfel; la cele trei raze Ry, Ro, Bi, EE 
efectul presiunii p; se traduce “prin urmă, îsi mi 
toarele : 


În interior, lar = Ro 
pR + 13) 


HE (47.26). 


- Tmaz = 


457p ea e ar. 27) 
Pe suprafața de separație, Ja? r = Ry dă 
d. 
PS “p.RURI— B 
r 
RAR — R)’ pal i A 5 
— pei BE) (0728) | E 
BR te -i 2 
Pe suprafața exterioară, la 7 = "Ra - -C ie 
Tees E, 
a (17.29) ' 
Adunind la razele R, R R teot d 
presiunilor p şi p, dat de cele două serii. de : -933 
formule, se află efectul rezultant în cei doi 7) 


ciliñdri.; Se poate: urmări: această: însumare 
pe diagrama, — făcută; într-un. caz. numeric -- 
— din figura 17.6. 

Curbele din poziţia a dau eforturile unitare produse numai d 
Po în baza formulelor, (17.27); — (17. 29). Curbele din; poziţia b dau eforturile 
unitare produse de presiunea de fretaj în- cilindrul interior, calculate cu 
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formulele (17.21) şi (17.22), iar curbele din poziţia c dau efectul presiunii de 
fretaj în cilindrul exterior, determinat cu formulele (17.23) şi (17.24). În 
figura 17.6, d, se face însumarea, curbelor a, b, c. Se observă că în ceea ce 
privește diagrama . o, valorile extreme rămîn neschimbate : la exterior 
©, = 0 şi la interior -o, == — Pi- ë 

Efectul favorabil al fretajului apare pe diagrama c,. Ținind seama că 
diagramele o, din figura 17.6, a şi bau semne diferite, se obține în figura 
17.6, do diagramă o, în trepte, în care valoarea maximă este 918 daN /em 2, 
față de 1 250 cît era, la curba fără fretajj. În acest fel, se observă că efortul 
unitar maxim din tubul fretat este o, = —p, şi deci se poate realiza în tub 
o presiune egală cu rezistența admisibilă, lucru care fără fretaj nu era 

osibil. 

i Problema, se rezolvă în general prin încercări, căutînd grosimea de fretaj 
d care să realizeze coborirea lui o, maz SUb valoarea, pi. 


PROBLEME 
17.3. La un cilindru de oţel fretat, se dau: R, = 50 mm, R, = 100 mm, R, = 150 mm, 
8 = 0,04 mm, p; = 1.000 daN/em2. i A 
Se cere să se calculeze : presiunea de fretaj p, variaţia eforturilor unitare dacă nu ar exista 
îretajul şi variaţia eforturilor unitare ţinind seama de. îretaj. : 
Pentru aflarea presiunii, se aplică formula (22.20) 
0,004 : 2,1 10%102 — 52)(152 — 102) 
p 2:1015? — 52) 


= 197 daN/em2. 


Variația eforturilor unitare datorită presiunii Pi. fără efectul fretajului, rezultă din for- 
moulele (17.26) — (17.29): 
În interior, la r = R, = 5 cn, 


1 000452 + 152) 


ESE 2. = 
Gr = —1 000 daN/en?; o: = Taz 


= 1 250 daN jer, 


La vaza r = Ra = 10 cm, 


1.000 + 52(152 — 102) runea 
Cr = — = aNjem*, 
s 102(152 — 5°) 


1 000 - 52(10* 4- 152) 
SEE a 

102152 — 52) 
La exterior, la r = Rs = 15 cm, 


= 406 daN/em?, 


2- 1 000» 5% 


aS 0; g= Ia p = 250 daNjem?. 


Valorile calculate sint reprezentate în diagramele din figura 17.6, a, de o parte cp şi de 
altă parte Op „4 

“Trecind la efectul fretajului, se calculează eforturile unitare date numai de către presiunea 
de fretaj p = 197 daN/em?, cu ajutorul formulelor (17.21) — (17.24). 

La cilindrul interior : i 

— pe fața interioară (17.22) 


2-197: 10? 
102 — 5 


` or=0; u= = — 526 daN/cm?; -! 
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— pe fața exterioară (17.21) i 
52 + 102 


Op = — 197 daN/cm?; o: = — 197 oaie. = — 328 daN/em2?. 
— 5 
La cilindrul exterior : 
— pe faţa interioară (17.23) 
. 10? 152 
or = —197 daN/em2 ; ce = 197 Atel = 512 daN/em?; 
152 — 102 
— pe fața exterioară (17.24) 
2 197-102 
cr = 0; o= <a = 315 daN jem? 


152 — 102 


În diagramele b şi c din figura 17.6 s-a reprezentat variația eforturilor unitare datorită 
presiunii de fretaj p, iar în diagrama -d, efortul rezultant datorit presiunilor p şi p Se 
observă că efortul unitar Graz S-a mutat de pe faţa interioară a tubului interior pe cea a 
tubului exterior şi are valoare mai mică decit ps. 

17,4, Cu ce grosime de fretaj 9 să se aplice un inel, de diametre 2R, = 80 mm și 2Rs = 
= 110 mm, pe un arbore (ambele piese din oţel) aşa ca să nu se depășească în inel rezis- 
tenţa admisibilă Ga = 800 daN/em2? 

Se folosește expresia lui o:maz din formula (17.23), din care se calculează presiunea de 


tretaj ; 
E > r R3- FĂ 
Ga = Ot maz > P— 3 T 
i R R 
F — R$ 5,52 — 42) i 
_ Gal RS 2) __800( Je 246 aaNjem2, 
R+ R 5,52 4 42 
Se determină $ din formula (17.20), în care, la un arbore plin, se face R, = 0 
SERS — R3) 
3 ps 
2R R3 
2pRR _ 20240-45? 


5= 


= cm = 0,02 mm. 
E(RZ— R2 O 2,1+10%5,5%—42) 1000 


17.5. Pe un cilindru de aramă de diametru interior D, = 300 mm și diametru exterior 
D, = 500 mm, se ajustează un cilindru de oţel, de diametru interior D; = 500 mm şi diametru 
exterior Da = 700 mm. Cilindrul de aramă are în interior o presiune ps = 1 000 daN/em2. Se 
cer eforturile unitare maxime care se produc în cilindrul de aramă și în cel de oţel, 

Indicaţie. Se scrie că la raza R, ambii cilindri au aceeași deplasare u. Notînd cu p pre- 
siunea care se naște între cei doi cilindri, se găsește: 

— pentru cilindrul interior 


ap 12. Pipi êp 1+ v RIRA — P), 
POR od Oa aid Eni e A a feat 4 
2 Ecu RMR Ecu (24 FR 
— pentru cilindrul exterior 
1—v -RP Ra LE FâRâp 
a Pe pa e e a ase BE 

Eo R- R Eo (R$ — RDR 

Se înlocuiesc Ecu = 1 + 10% daNjem? și Eor = 2,1 * 10° daN/cm?, se egalează cele două 
expresii ale lui ug, și rezultă 


p = 319 daN/em?. 
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Întroducînd presiunea p, se ștudiază fiecare cilindru și rezultă e 
— în cilindrul de cupru 

Gr min =—1 000 daN/em?; oi maz = 1 130 daN/cm?; 
— în cilindrul de oțel 


Or min = — 319 daN/cm*; ot maz = 990 daN/em?. 
%. DISCURI DE GROSIME CONSTANTĂ, ÎN MIŞCARE DE ROTAȚIE 


O problemă, cu totul analogă cu cea a; cilindrilor cu pereţi grogi este 
aceea a discurilor în rotaţie, solicitate la eforturi unitare, prin efectul forțe- 
lor de inerție. 

În figura 17.7 s-a luat un element dintr-un astfel de dise, complet 
analog celui din figura 17.2. În afară de forţele rezultînd din eforturile 
unitare, asupra acestui element mai lucrează, în direcţia razei, forța centri- 
fugă infinit mică dF. La calculul acestei forţe se neglijează infiniţii mici 
de ordinul al doilea, aşa că; se iau pentru volum laturile dr şi r- dọ, iar 
acceleraţia, ra?, ca și cum + ar îi constantă pe element. Forţa de inerție este 


dF = dm: a = AL p-de "1 -dr-ro?. (17.30) 
g i ; 


Se scrie ecuaţia de proiecții pe direcția bisectoarei unghiului dọ, cu 
aceleaşi forțe ca la problema anterioară plus forța dE 
cordo + E (ap-răs)ăr — op: rdp + rde 'dr-ro? — ar: =0 
r AA S 


- Reducînd termenii asemenea şi 
pată simplificînd apoi cu dr do, rezultă 
g. rept, jrid. da 


a „7 
dr 


F Gr — Ge pe AL ro? =0. 
(17.31) 


„S-a obţinut o ecuaţie diferen- 
ţială complet asemănătoare cu 
; (17.1). Introduciùd variabila z, ea 
No a, se transformă — pe aceeaşi cale ca 

par la calculul tuburilor — în ecuaţia 


du , L du 1 
d? r dr 72 
3 t ` 2 

Fig. 1747. | = (1 =y) PO 
7 San aE i ) JE’ 


(47.32) 


care are soluţia, particulaiă. HS 

p Ca A ERT A By? îi 

' u= (ip e, 
„n 89E 


918: 


Se poate verifica uşor că această soluție satisface ecuația (17.31). 
Soluţia generală a ecuaţiei (17.32) este 


yor? 


89E 4 


u=4r a a 
T 


Derivînd această relație în raport cu r, se obține 


Introducînd pe u/r şi du/âr în relațiile (17.4), care dau pe o, şi cu 
rezultă i ai $ 


E 'B „870272 LB _ si ppt? 
r CE O da AL, 
i (17.33) 
E B nYo? A B 1y? Tl 
Se eer kir : a= 8gE TY "a MI) 8gE 


Constantele A şi B se determină pe baza condițiilor pe contur. Să pre- 
supunem că discul este cuprins între o rază minimă R, şi una maximă Rz. 
Neavind nici o presiune din afară, rezultă că pe contur, lar = R şi 7 = Ra 
efortul unitar c, este nul. Înlocuind aceste condiţii în prima, ecuație din 
sistemul (17.33), se găseşte 


2 2 p2 
EN V-a ( — 2 STO pa iy a (= y2) 12 =] 0 
1—»? FA 8gE > EA 8gE 
B B . n 3ro2R2 , ~B a a] -o 
aer — za a — v2) Sg2 f vA y za v(L— v2) 34E 


Sistemul se transformă în 


{l1— y yoki = 
A+) 2( ) am EBH) = 


R 
AL +) —B 
iar soluţiile sale sînt 


yoki = 
) d — 59 n 


B = (+) (8 + >) RR = 
A= — y) (3 + v) (R+ R Tr 


519 
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Înlocuind aceste valori în sistemul (17.33), se găsesc relaţiile care dau 


pe o şi o: 
2 (3) ye? Kik |. 
„89 
-B+ t vru [+ m + RR EEES m]. 
„89 r? 3+y J 
Scoțind în factor R2, aceste relații se mai scriu 
_ (3) vo? F- ki =) 
8g R m BJ) 


[ara 


Se 


(17.34) 


ine (3+ vhrR2o2 (Žž 14 R 1+3v a 
f Sg RB m av Æ 
Analizind formulele (17. 34), se poate demonstra uşor că, la orice rază T 
efortul unitar c, este mai mare ca c,. Aceasta revine la verificarea inegali- 
„tăţii 


R Itas. e RR re 
r2 3+» E 2 K- 
După citeva transformări, inegalitatea devine 
oB ele a Lo i irae 


, 


dega Li 3+ HR 


care este evidentă. 
Se poto căuta, şi maximele funcţiilor c,, cy anulînă derivatele respective. 


Pentru c, 
“do, 2 9 PRR = 
SE no(t -i)o r= VRT i 
a (3 vhr Rio? ( Ti + Ri 2a) _ (8-kyhr( Ra— Ro? 
r max 3 
8g k RR: R d 
pi (17.35) 
În ce privește c,- derivata nu se "anulează, deci nu are-un maxim 
algebric. 
Se vor scrie valorile extreme ale lui ca lar = R şir = Ra 
Gt max = (Gura, = wig +v) R + (L — y) Ri] 
4 - (17.36) 


Ti etn B+ a) RE], 


Gi min == (G)raa, == 


În figura 17.8.s-a făcut o i SAN grafică a variației mărimilor 
6, Şi o, cu raza r. 
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CAZURI PARTICULARE 5 


a) Dacă discul devine foarte subțire, R, = Ro 
relaţiile (17.35) şi (17.36) arată — întocmai ca Ìa 
volantul cu obada subţire — că o, se anulează, iar 
o, se uniformizează pe grosimea discului, luînd 
valoarea cunoscută 


LYR e 
9 9 


b) Discul fără gaură. La acest disc, deplasarea, 
u în centru este nulă, ceea ce conduce la B=0. 
Constanta A se determină cu condiția r = R, 0,=0 şi se ajunge la 
relațiile 


(3+ yy Ro? (+ a 


(17.37) 
_ (3 R202 ( _I+3y, =) 
8g 3+7 J> 
Ambele eforturi unitare sînt maxime în centru, de valoare 
o, = o, setu (17.38) 
T maz tmar T 8g E 


£) Discul cu gaură foarte mică. Etortul unitar maxim se află tot în 
centru, valoarea sa fiind dată de prima relație (17.36), facind R =0, 
FDI i 
Ot max BHY, (7. 39) 
: 49 

Se vede că valoarea dată de relația (17 .39) este dublul celei date de 
(17.38), deci. discul cu gaură foarte mică în centru spa i în „pomparație cu 

discul plin, un coeficient de concentrare? a = 2. | 5 


5. DISCURI DE EGALĂ REZISTENȚĂ, IÑ MIȘCARE DE andei 


Dat fiind faptul că la discurile în mişcare. de.rotație eforturile unitare 
variază în lungul razei, s-a pus.problema de a găsi profilul unui dise de egală 
rezistenţă, cum ar fi cel din figura- 17.9, la careeforturile unitare să fie con- 
stante, independente de rază. Soluţia, constă în a varia grosimea, æ a discu- 
lui, în lungul razei 7, după o lege care urmează a fi stabilită. - 

Se consideră un element de:disc, notat cu abed în una din proiecţii, 
respectiv cu efgh în cealaltă și se notează cele patiu forţe din secțiuni și 
forța de inerție dF. În expresiá acestor forțe, se neglijează unii infiniti 
mici de ordin superior. Așa, e 9 exempin, l la forta de inerție s-a luat volumul 


D Pentru x, a se vedea pag. 584. si 
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æ-dr-r-dọ, fără a ţine seama, de variațiile lui z şi r. Se serie ecuaţia de 
proiecţii pe direcţia lui c, : : f i 


pa ct ca EE: (nice 
cp ar do + (Gr de) Foaie do Fo? — oar do - 20, dr 2 0 


ij 


care, după simplificări, devine `” za 


„d(o,zrde) — ctărde -+ Ta drr doro? =0. 


Gzrdp+a(G,rd?) 


e Fig. 17.9 RE N 

iz Elina pr caca AA ses E dee ra za it cu 

Cum de este independent de r (diferenţierea făcîndu se în raport cu, 

variabila rY acesta iese din paranteză şi se poate simplifica. Împărțind şi cu 
dr, se obţine z A 


si 


A (6,07)— o+ X ara? = 0. 
dp ii g` ; n dă 
jacă grosi “discului i con ăi, S- ăsi ţia (17.31). 
Dacă grosimea æ a discului ar fi constantă, s-ar regăsi ecuația (L. 
Se une condiția ca în orice punct al discului cele două eforturi unitare 
să aibă aceeaşi valoare constantă, de exemplu . 00 $ : 


Or =, = So- 
Ecuația de; echilibru se transformă! în , | 
e i : a 22 i i f 
fi i.e ih & (ær) — g+ yor o = Q; f pe, 
cai o dr o; j ::990 e e câ i 


Se efectuează, derivarea Ia TI i : 


ă a onnon dp : x 3 
: = -g= r=- i 
ie 3 dp far) sua dr. | 
deci i i i AT 3 i 3 
PL e — 0. A 
dr 95 îi 
522 


Simplificînd cu r şi separînd variabilele, se serie 


care se integrează, 


yor? fin 


; . Și 
In æ — n s, =In—=— 7 

a eA A, 2o 2g Go- 
Se obţine legea, de variaţie a lui a cu raza să ! 
| i i s yor 
TF E = Voe 2600 


(17.40) 


unde g, este grosimea discului în axă, lar =0. “io. 

Spre a fi posibilă forma de egală rezistenţă, trebuie ca, la exterior să, 
existe un efort unitar radial, egal cu op, datorit forței de inerție a paletelor 
aplicate pe disc. ; 


PROBLEME 


17.6. Rotorul unei maşini electrice, cu turația n = 1 500 rot/min, făcut din oțel, are 
forma și dimensiunile din figura 17.10, crestăturile fiind destinate aşezării bobinelor. Greutatea 
bobinelor se consideră egală cu a materialului decupat. Se cere efortul unitar maxim produs 
în rotor [26]: Ai j i SA : 

Se ştie că efortul unitar cel mai mare este c; de pe conturul interior. Problema nu poate 
fi tratată ca la un disc simplu, deoarece pe-porţiunea scobită materialul nu rezistă la efor- 
turile unitare pe direcția tangentei. În consecinţă, se consideră că există numai. un disc de dia- 
metru exterior 600 mm, iar forțele de inerție din partea de dise depășind acest diametru se 
înlocuiesc printr-o presiune negativă, care solicită discul la întindere. Presiunea este egală cu 
Suma forţelor de inerție de-pe tot conturul împărţită la lungimea cercului de diametru . 600 mm. 


R, = 7,5 cm; R, = 30 cm; Ry = 50 em 


Ra 2 pRa 
uzi ~ 2nr dr ro? = Ya f Här 

Ra 9 gR: Jr, 
ti o! 

2 1 a Eom 
Y 3 EI se 
R: ) = 50? — 303) = 215 daN/em? 
Pag, (Bă — Fo Sao | D= U 
AIE sue 


g ==.981:cm/s2." 
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Problema se reduce la cea schiţată în figura 17.11, adică un disc supus forţelor de inerție 
şi unei presiuni p pe conturul exterior. Efortul unitar Simay dat de presiunea p pe conturul 


interior, este cel din formula (17.15), unde se schimbă semnul din cauza sensului presiunii 


(17.36) 


» 51,85 eo $ E 
(507. 
„1.000 


Sk maz = gat [3H 0,3) 302 + (1—0,3) 7,5%] = 148 daN/cemê, 


Efortul unitar maxim, pe: conturul interior, este suma celor:două valori calculate 
Gt maz = Giriaz + Oi maz — 458 + 148 = 606 daN/em?. 


17.7. La un, disc, de egală rezistență se dau: grosimea in axă xo = 30 cm, rezistența 


“admisibilă ca = 800 daN/cin?, greutatea specifică y = 7,85 - 1073 daN/cm?, turaţia n = 3 000 
a Y 


rot/min. Se cere mărimea R a razei la care grosimea discului se reduce la x = 0,1 Tọ 
YRa? 
Oito = Loe gog 


d YRiot M 


10-1 = e” 2gog 


Aplicînd logaritmii zecimali, rezultă 


Ro? 
1:= = 0,4343 
296e. 
296 ' 2- 981 - 800 
R = — a 2 4665 cmă 
0,43434c2. 0,4343 * 7,85 + 103(100 7) pe 
gam 3 0007 100 7 si 
= DS = 100 rs 
30 30 
R= 68,3 cm. 
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6. EFORTURI UNITARE TERMICE ÎNTR-UN TUB CU PEREȚI GROŞI 


„Se consideră un tub ch pereţi groși, la care variația de temperatură este 
simetrică față de axă, deci solicitarea este axial-simetrică. i 
Luînd axele r, t, l (ultima în lungul axei tubului), lungirile specifice sint 
Li Ba E s _ aa FE 
e, = [o — vlo + c)] Hiat 


E 


d 1 
= Lo — oat ojt at h. (17.41) 


a = = [o — Var + 6)] + a. | l 


Luind deformația longitudinală nulă, e =0, ultima ` ecuaţie dă 
a = wa t o) — Bot.. ; (17.42) 


Rezolvînd primele două ecuații (17.41) în raport cu eforturile unitare 
se găsește E i ai ` b [pe ae d 


KEI EES 


și ; 


as rara silite, l 
aa A magiaa Ie 009 Ea r 
i E a ies i: sc A (17.43) 
& p [(1— ~v) a+ vys, a i sjat] 
(025) AF), A eT YEr l Ei tJ- a 
Pe de altă parte sint; valabile relaţiile (17.1), (17.2), (17.3) 
| ii l de, , or pm oi ` - = 
Ir + paT 0 nA (17:44) 
id aoia ke i a i ala 
r d? UEa TA Ra (17.45) 


fe inlocuiesc expresiile (17.43) în (17.44), substituind şi detormaţiile 
specifice prin valorile lor (17.45) şi se obţine ecuația în deplasări 


dt 
— a(1 - = 0 
eE) dr 


A ü=») a pia a 
| Se dr Lr dr 
a cărei integrală generală este 
e E 
a 


ly r 


warn (17.46) 


R, 


unde R este raza interioară şi r o rază curentă. 
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Din (17.46) se calculează lungirile specifice. (17.45) şi se înlocuiese în bazavl&gii lui Hooke generalizate Zi au beu 
în (17.42)i (17.43) ` mog a 
af ti dr- 2. (4 LB Er te = te, ed = tu vei 
Pi, 3 LVL r te ; 
fs: a di „ua SIR 
a Et E A. B i a= ta — a, a] tiu n- vod. 
rar = = ia a (17.47) j 
i SAY +»\l=27 7? Se rezolvă aceste relații îti aport çu- ai: a, 
; ai aa 2a si ` 2vBA i paes Bler + ve) 
“y | RT Giay :(1-4+y) (1 — 2y) peT L Tere Fa pya mopa oan Băi 
Constantele A şi B se determină soriind că la razele R, şi R, efortul E2» e +a- val i 
unitar o, este nul. După determinarea lor, se înlocuiesc în (17.47) şi se | í E t f. 
obțin expresiile eforturilor unitare. Se observă că pentru rezolvarea pro- i gaas rio = 2 - eedi} 
blemei :trebuie să se'dea:legea de variație a temperaturii: cu raza t(r). l ` 
ie: Si 7. EFORTURI UNITARE ÎN REZERYORUL SFERIC j - (17.51) 


Prit analogie cu “fig. 17 i se conisidâră n aor sterio. „cu 3 pereți 
groși, de raze ÈR, şi Ra solicitat prin o presiune interioară p; şi una exte- 
Tioară Pe din care s detașează elementul din fig.. 17.12. Pe secţiunile 


“sferice de raze r și 7 + dr ap efortul | lie ca cica Ery F 2, in. i a i T dta 
unitar radial 6, respectiv c, -+ Ze är, iar Soluția acestei. ecuații- este $ : 

- pe cele 4 feţe laterale — eforturile unitare e a Bo 7 

„ ciroaraterențiaica; u = Ar + 72 (17.53) 


Se scrie:ecuația :de proiecţii a forţelor i ogari hanni 
'Pe normala în centrul pătratului curbiliniu i 
de latură rdg 


iri 
Constantele A şi Bs se c determină pe baza condițiilor la limită, expri- 
mate prin valoarea lui Sr la interiorul şi exteriorul sferei” ! e. 


do, 
E (Căi dr 


ar) (r + dr} d20 — o,r? d20 — 


d 
zei do: är- îi =0, 


care. după 'simiplificăni, devine (ii. ne~ 
glijareainfiniților mici de ordin superior) 


nag tita. = D3 =0. (11.48) 
Fig. 17.12 OP oi, 5 
TS de altă parte, tungitile specifice au aceleaşi expresii ca ala cilindru. 
B „it 
du £ 


Ep 3 Le: Dinu 


rega i Ra Iau en „Bă 


g 


(17.49) 
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(17.55) 


Înlocuind, pe rind, în a doua ecuaţie (17.55), condiţiile (17.54) se 
iB 


: obțin două ecuații care determină constantele A şi 1 


_ 1—2yv 


= a (pă — pek 
aR PeR) EE 

at RR 
B= 2A RY (RiR) (Pi — Pe). 


înlocuind aceste valori în (17 .55), seobțin expresiile eforturilor unitare, 
funcție de raza r 4 


„= 2M (cf -E) 


BR 7) RB- TS 
, TEED : | (17.56) 
_i nM, (1 d E) Pe h: a) - 
ua all To n) -al a e 


pm aa ` EA eri a 8 ta E: ze 8, Si A 
Dacă sfera are numai presiune interioară, se anulează termenii cu 
pe Fie cazul particular: pe =0, R, =2 Ry care transformă relațiile 


(17.56) în 
2? 1 Ey, 
ae Sa] 


Se studiază variația celor două 
eforturi, unitare.. i. < 3 


Păâiitru ë, : 

—la r= Ru O = — he 

—la r = Rz; 0, = 0. 

Pentru o: i 

la r= R; - amio, 

3 7 
di ip 8 iu 

—la rt = BR; O; = — Pi 

Fig. 17.13, ` b i A 23 =a” 


;„ _ Variațiile celor două eforturi unitare au fost reprezentate în fig. 17.13. 
Se observă că, spre deosebire de vasul cilindric, la sieră,.cel mai mare efort 
unitar este c, la raza interioară: Ca urmare, presiunea în-interior poate fi 
egală cu rezistența admisibilă, dacă se admite teoria. I de rezistență. 


528 


f CAPITOLUL 18 
SOLICITĂRI ÎN. STADIUL PLASTIC 


1. GENERALITĂȚI 


La baza tuturor demonstrațiilor făcute pînă aici stă legea generală a 


__ teoriei elasticității : relația liniară dintre eforturi unitare şi deformații spe- 


cifice, numită legea lui Hooke. În forma ei clasică, rezistenţa, materialelor 
este o ştiinţă înrudită cu teoria elasticităţii, folosind o bună parte din 
ipotezele acesteia, simplificînd pe altele, spre a putea ajunge la calcule de 
dimensionare şi verificare. 

„-O întreagă serie de materiale au proprietatea că la solicitarea, peste 
limita de elasticitate prezintă -deformaţii permanente, sub volum constant, 
numite . deformaţii plastice. În timpul deformaţiilor plastice nu mai există 
relaţia liniară dintre eforturi unitare şi deformaţii, deci nu: se mai aplică 
legea lui Hooke. Metodele;studiae pînă acum nu pot fi aplicate pentru caleu- 
lul de. rezistență în zona deformaţiilor plastice decit la solicitările de 
întindere sau ; compresiune. La, încovoiere şi răsucire, variaţia liniară a 
eforturilor. unitare . pe: secțiune — consecință a legii lui Hooke — va fi 
înlocuită prin altă lege. a < 

Studiul problemelor de plasticitate face obiectul unei. discipline tehnice 
noi, teoria plasticităţii. : : A e iy $ 

Introducînd. în calcul proprietățile plastice ale materialelor, se pot 
studia, o serie, de probleme tehnice importante, ca : eforturile unitare rema- 
nente, încovoierea şi răsucirea în regim elastoplastic, autotretajul tuburilor 
şi discurilor; studiul sistemelor static nedeterminate prin metoda stării 
limită, concentrări de eforturi unitare, aşchierea, metalelor, forjarea, în 
matriţă, deformaţiile plastice cauzate de şocuri ete. Citeva, dintre aceste 


" probleme vor fi examinate în acest; capitol şi în cele următoare. Amănunte 


asupra. metodelor . de: calcul în stadiul plastic: se găsesc în literatura de 
specialitate [17], [35], [36], [37]. ; í 
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2. CURBA CARACTERISTICĂ 


Elementul principal de la care se porneşte un calcul în doraeniul 
Plastio eate cunoaşterea curbei caracteristice a materialului studiat, obţi- 
Tura pe Mai și experimentală. Pentru oţelurile de rezistenţă mică şi mijlocie, 
pr rag eristică are aspectul din figura 18.1, a : după zona de deformaţii 

astice „ care se extinde pînă aproape de limita de curgere, urmează 


C 


Fig. 18.1 
palierul de curgere AB, apoi zona de întărite BP. La un pun i 
cât piei A te EP a gs 15 Cit 2 s ct 
de deformaţii plastice; corespunde o lingire specifici. € il cra 
privită ca suma a doi termeni .. | i pata doc ati 
e=e + e. Sy e i di 
:Lumgirea, specifică elastică. e, disp: Re ARE Eat SR 
e pare după descărca: i 
(punota 0); pe Fer sea plastică sau permanentă e, rămîne. E e Poți 
; + Pentru multe materiale: neferoase, da;-şi fonte; ; cara e: 
Du are aspectul din figura; 18.1, d. na peritia fonte gara £ iai te 
-© Dificultatea, cea mai mare acalculelor în:domeniul plasti at ON nU se 
A a i astic est 
poate serie 'o ecuație a curbei- caracteristice; care să Mlooniasas li ee 
e mă Sa peseii cati con pei Sos curbele caracteristice de felul'celor 
„18.1, a şi 18. calculul la; în ier: ' răsuciré i 
din tis. Pe e , covoiere sau Tăsiciré se face prin 
“' Pentru oțeluri, în calculul plastic, së obişnuieşti $ A se în 
Bi în ca e adesea, : î - 
iască curba caracteristică cu una, schematizată prin dous linii drepte: dea 
ear ela 5o Mie ie la; pălierul . de curgere, scheriatizarea, se 
e face ca în fig. 183.1, d, iar dacă in: i ' de întărire - i 
pos n legă dia d; iar dac teapa şi zona; de întărire = ca în 
-In ambele schematizări se consideră, c iċita astióš s 
tormina la limita de. curgere. ia ic E rora Se Moina a s 
-~ La schematizarea cu întărire, din: fig. 18.1, ce, lini bant 
L a u în e, „18. ia AB-are : 
A B T Prj era P Pas mmt modul de plasticitate. Bobiazitizar ai din 
. 18. : s = i i 
al pia h A propu e Prandtl, are E, = 0 şi corespunde maieriahihii 
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Materialele la care curbele caracteristice au atît zonă de deformaţii 
elastice, cât și. zonă de deformaţii plastice, se numese materiale elasto- 
plastice. Principala, deficiență a schemaiiizării din fig. 18.1, c, este că traseul 
curbei caracteristice deasupra limitei de curgere este destul de incert, 
ceea ce face ca E, să fie o mărime greu de precizat. 

. Solicitarea, materialelor pînă în zona plastică face ca principiul supra- 
punerii efectelor — sau al independenţei acțiunii forțelor — să nu mai fie 
aplicabil. Afirmația se va exemplifica, cu ajutorul figurii 18.2, Asupra unui 


„corp se aplică două stări de solicitare care produc un efort unitar pozitiv cı, 
respectiv unul negativ: cz i 4 


:: Dacă se aplică întîi încărcarea ce produce pe c, și apoi cea care dă pe cz, 
fig. 18.2, b, se parcurge traseul OAJ2 al curbei caracteristice. La: siirșit;, 
solicitarea este reprezentată de punctul: 2; cu efortul unitar o = 01 — 02 
şi cu lungirea, specifică sr = 0D,. Dacă se aplică întîi solicitarea care dă 
pe oz şi apoi cea care produce pe o. se parcurge traseul 012 din fig. 18.2, c. 
La sfirşit, efortul unitar corespunzător punctului 2 este tot 61 — Gz; ÎNSĂ 


i ' 
Fig. 182 ` 


lungirea specifică are altă valoare, îmi 0D. Se vede că schimbarea suc- 
cesiunii aplicării sarcinilor a modificat valoarea finală a deformațiilor, în- 
trucît în primul caz s-au produs detormaţii plastice, pe cînd în al doilea nu. 


Vali 
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Se. va rezolva o problemă elementară, ja a Poe 
Curbele caracteristice de felul celei din fig. 18.1, b pot fi: exprimate 
uneori analitic, prin ecuaţii de forma i E ; 
gi o% 


E 


e = 


(18.1) 


unde E, are dimensiunile unui modul de elasticitate numai cînd «=. 
Se consideră, bara verticală prismatică din fig. 18.3, dintr-un material a 
cărui curbă caracteristică are ecuaţia (18:1). Se cere lungi- 
rea totală a barei. 


Într-o secțiune la distanța z de capătul de jos al barei, 
efortul unitar, datorit greutăţii proprii a barei, este 


PZA 


Os =Y% 


Lungirea specifică în acea secțiune este, conform rela- 
ției (18.1) 


Fig. 183 00O E, E, 


Un element infinitezimal din bară are lungirea, 


PRR 
A(dz) = s, da = af az, 


Ho 
iar deformația întregei bare este 
i na Ă aati 
Al =f Te făgete, 
b Zo , (a +1)Eo 


Pentru « = 1, relația obținută coincide cu cea stabilită în Cap, 2. 


4. CALCULUL LA ÎNCOVOIERE ÎN DOMENIUL PLASTIC 


Se vor trata diferite aspecte ale problemei. În primul “rînd, modul de 
rezolvare a problemei depinde de forma curbei caracteristice. 

So va studia, atit încovoierea pentru cazul cînd curba caracteristică, 
are. o formă oarecare — ca, în fig. 18.1, b — după care se va studia, înco- 


voierea elasto-plastică, a oţelului, pe baza, curbelor caracteristice schemati- 
zate. 
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a. STUDIUL CGRAFICO-ANALITIG AL ÎNCOVOIERII BARELOR 
FĂCUTE DIN MATERIALE CARE NU ASCULTĂ DE LEGEA. - 
Dia : LUL HOOKE 


; Studiul incovoierii unei bare avînd curba caracteristică de forma din 
fig. 18.1, b — deci care nu ascultă de legea lui Hoòke — se face la fel, 
indiferent că deformajiile sînt elastice sau elasto-plastice. De aceea, de- 
monstraţia, ce se va expune are un caracter general, fiind aplicabilă oricărui 
material, solicitat elastic sau plastic. e BR E 

Problema, poate avea, diferite variante, după cum curba caracteristică 
este sau nu simetrică față de origine, respectiv după cum secțiunea barei 
are două axe de simetrie sau una singură. Ae a 

Dacă curba caracteristică este simetrică față de orgine, iar secțiunea 
are două axe de simetrie, axa neutră trece prin centrul de greutate. 

Se vor trata diferite variante ale problemei. . 


x. Curbă caracteristică nesimetrică și secțiune nesimelrică i 

Se consideră bara din fig. 18.4, solicitată la încovoiere pură prin mo- 
mentul M. BPA Ea X e EAN 

Se pune problema de a stabili legea de variație a eforturilor unitare pe 
secțiune şi a găsi relația analitică dintre momentul încovoietor şi eforturile 
unitare. : Se ai 
Experiența arată. că se menţine ipoteza lui Bernoulli, în baza căreia 
lungirile specifice sînt proporţionale cu depărtarea la axa neutră 


TELE ; (18.2) 
unde p este raza de curbură a fibrei medii deformate. sa 


& P B Z 
” i 
G W 
Î š 
B 8 j 
; ‘Fig. 18.4 


ic Se Si (183) 
alee 


1 Demonstrația aceasta a' fost făcută de Saint-Venant. 
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S-a luat axa neutră într-o ipi ă 
S-a poziţie oarecare, necunoscută. Ecuația d 
roiee i i i o l e pia 
proi ii pe normala la secțiune și ecuația de momente față de axa neutră: 
ph h 
f cdA =0; f coy åå = M. (18.4) 
Conti Ei aR “n 
“Continuarea problemei depinde de rezolvarea acest ii 
lele: se pot; efectua, în cazul J i e pacea apă 
pia d pot eotia, 5 general, prin procedee grafice, cunoseind forma 


pB. Curbă caracteristică nesimeirică şi. secțiune dreptunghiulară 
„Dacă secțiunea este dreptunghiulară (fig. 18.5) elementul de arie este 
e AA = băy, l Í 
iar ecuațiile (18.4) se transformă în .. es 
M h 
o bf - ody.=0; 2$. oy dj = M. 
A, ri ze i a Th i 
Se înlocuiesc y și dy prin expresiile rezultînd din relația (18.2) imeni 
io Ghj eaer oni <y=peE; dy =pde. 
pui À h 
săli . bef ods = 0; be os de=M. 
roedi eta’ S 


=h i 


2) 
EA | Er Întrucît în fibrele extreme se pro- 
| elb) duclungirile specifice e, respectiv 22, 
sepot schimba limitele de intregrare 

4 sa şi se ajunge la relațiile- - i 


d 


E1 
f de=0 (18.5) 


E la : 
i beroede =. (18.6) 


ta 


7 E _ La limita inferioară s», semnul 
y „_ minus este inclus chiar în simbolul 

seris. Pentru efectuarea integralelor, 

„care au ca variabile pe o şi e, se 
rata curbele seriile dez pa de întin- 

i ; 5 şi compresiune ale materialului. 
aratat in figura 18.5. S-au marcat pe. diăgramă cele două limite e ia Pa 
aceste două mărimi, în valoare absolută, se poate scrie ? i 


Fig. gelat Voo iere 


lelte 2 able t o, 
pui i Poso i, er 
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Suma, indicată pe figură, a fost notată cu e- 
smd O aties ta AART 


pe 


Relăţia (18.7) arată că dacă se alege o rază de curbură p, deci o anumită, 
detormaţie a barti, segmentul e este cunoscut. Integrala (18.5) reprezintă 
suprafaţa diagramei cuibei caracteristice pe intervalul de latz las, adică 
aria haşurată din figura 18,5. Cura cele două bucle au semne diferite, ariile 
haşurăte sînt 'egale. În consecinţă, se pot determina limitele ez şi ea plim- 
pind segmentul ë — cunoscut — în lungul axei e, pînă ce ariile obţinute 
sint egale.. j d 

În acest fel, se află eggi eu. Rezultă deci poziţia axei neutre, respectiv 
segmentele h, hs, care pot fi determinate grafic, cum se arată în fig. 18.5 : 
cu centrele i, ap se duc arce de cerc cu razele £y, e2 Și se află poziția axei Og. 

Conform formulei (18.2) între e și y există o relaţie liniară, deci pe axa 
din figura 18.5 se pot pune distanțele y ale elementelor secțiunii față de axa 
neutră. Rezultă că diagrama o = f(e) este în acelaşi timp şi c=f(y), adică 
âforturile unitare o variază în secțiune după curba caracteristică, Acest lucru 
este adevărat şi la materialele care ascultă de:legea, lui Hooke; unde efor- 
turile unitâte de încovoiere variază liniâr pe secțiune. înlocuind: în figura 
18.5 pe e prin: se obţine diagrâma de variație a'efortului unitar. & pe 
secţiune. Valoarea, e este însă funcție: de raza de curbură p, deocamdată 
necunoscută. -! : -> și acea ati Tan oela a 

„Relaţia (18.6) mai poate fi transformată prin înmulţire şi împărțire 


cu 12 p 


: zf : f pi SP ANR RR 
s 2 & 
M =v osd: = Le ue de= tE. i f oe de 
g e 128 Janis 12: ipe Ja 
3 a a 
We 1, 19.0* ce de = EÇ oe de. (18.8) 
B p êh O e Fe e 


-| Rcuaţiă diferenţială a deformației barelor. drepte, solicitate în regim 
elastic, este ` ` $ a Ega Ei iau 


u=. 
2- 
Se vede că dacă se face notația i 
i Mă „1089) 
formula (18.8) devine, EANN l PA jr 
m Bl. (8.10) 
„i e 


Mărimea E,, definită de formula, (18.9), se riumește modul de elasticitate 
redus. Dacă în formula (18.10) se cunoaşte £,, date fiind M şi I, se află p şi 
problema este rezolvată. 

- formula (18.9), integrala, reprezintă momentele statice ale celor două 
bucle ale curbei caracteristice, calculate față de axa o. Ele sînt; amindouă 
pozitive, căci în stînga, axei 0o se vede că e şi o sînt negative, iar de este 
pozitiv. Pentru un material dat, la 
care se cunoaște curba caracteris- 
tică, formula (18.9) şi figura, 18.5 
arată că modulul de elasticitate 
redus E, este funcţie numai de e Fă 
pentru un } dat, E, este funcţie de 
p, conform relației (18.7). Metoda. 
de calcul grafico-analitie descrisă 
este valabilă pentru orice material 
care are o ;curbă caracteristică ne- 
liniară. f E l 
S-areprezentat în figura 18.6 o 
c E endi pară din fontă, de secţiune dreptun- 
ghiulară, solicitată la încovoiere. Considerind,, în primă aproximaţie, că 
pentru domeniul de solicitări din bară curba caracteristică de întindere ar fi 
identică cu cea, de compresiune, axa neutră se află la mijlocul înălțimii 
secțiunii. S-a figurat pe desen traseul curbiliniu al curbei caracteristice, 
precum și cel rectiliniu, în cazul cînd s-ar aplica formul lui Navier. Se 
observă că efortul unitar maxim real din-secțiune o este mai mic decît o”, 
dat de formula lui Navier, cu alte euvinte aplicarea legii lui Hooke conduce, 
pentru bara de fortă solicitată la încovoiere, la eforturi unitare mai mari 
decît cele reale. `: ; : 

Se obișnuiește totuşi a se aplica: barelor de fontă formula lui Navier, 

îmtrodueînd un coeficient de corecție e A 


Fig. 18.6 


A i 0 =—— i 

>i ; e eW 
care depinde de rezistența fontei și de forma, secţiunii. El este mai mare 
pentru fontele cenușii obișnuite şi mai mic, pentru iontele de mare rezistență 
diferențele fiind de 10—20%,. Ca, valori mijlocii, se pot lua : 

— la secțiunea circulară, e = 1,4; 

— la secţiunea dreptunghiulară, e = 1,3 ; 

— la secțiunea, în formă de I sau T, c = 1,15. 

y. Curbă caracteristică simetrică și secțiune simetrică ° - eag i 

În acest caz, axa neutră este la mijlocul înălțimii secțiunii, iar variația 
eforturilor unitare este arătată în figura 18.7. 

3. Relaţia între p şi M. F l 

Indiferent de forma secţiunii şi curbei caracteristice, se poate ajunge 

la relații similare cu (18.10), deci se poate exprima curbura bareï dea: 
EE ; M 


(8.11) 


(18.21) 


b. ÎNCOVOIEREA ELASTO-PULASTICĂ A GRINZII VE OȚEL 


iti ă ntru diferite 
licînd metoda de calcul grafo-analitic expusă, pe terito 
sti alai e, se află £,, iar cu relaţia, (18.12) se găseşte momentul înco 
voietor. i e 
Se poate construi astfel, prin puncte, o curbă M = f ( =) „că în figura 
18.8. Avind această curbă, pentru o bară de secţiune dată, se poate trata 


i ă : ă in fig, 18.8, se găseşte e 
r ă : se dă momentul M, se află p din g, 18.8, s l 
iara (15.7) şi apoi se obţin eforturile unitare maxime din secțiune. 


L 
P 


Fig. 18.8 


Fig. 18.7 


AVĪND DOUĂAXE DE SIMETRIE 
a. Ipoteza cu modul de plasticitate constant 
Experiența arată că şi în domeniul plastic se aplică ipoteza lui Bernoulli 


adică 
(18.13) 


4 
D le 


igur: .9 se arată o secţiune dreptunghiulară, solicitată elastic 
P o şi y=+a şi e solicitată plastie pentru y z dai 2 
artea dreaptă a desenului se vede variația eforturilor unitare pe e opune 2 
poi a curbei schematizate din partea de sus a figurii. a np 
y = + a, efortul unitar atinge valoarea limitei de curgere 


(Gjeta = Ce ya f 
În partea solicitată elastic a secțiunii, efortul unitar variază liniar 
după relaţia 


« 


PE N | (18.14) 


ia liniei ' din fi „9. Legea de variaţie a efortului 
este ecuaţia liniei BOB’ din figura 18 9. Lege d 
unitar peste alta de curgere se stabileşte după figura 18.10. 
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Într-un punct oarecar iniei î 
i care al liniei AB, de exemplu în D, se poate serii 
ecuaţia acestei linii ? P ? P? SR 


a — o, = Eple — Ec), (18.15) 


în care 


Fig. 18.9 Fig. 18.10 


Înloeuinăd toate valorile în relaţia (18.15), se găseşte 


Se Se 7 E 
la ro, EI ie (+ :)]; (18.16) 


Folosind ecuaţiile (18.14) și (18.16), care dau variaţia lui 'c, ţini 

si (18.14 y ţia lui inînd 

eri a ie pă urbe ea date de eforturile unitare a cele 
i i i ale secțiunii sint egale şi aplicînd ecuați - 

lor interioare, faţă de axa neutri, aven j dz Ci aria iz 

u=2ţ4 yaa af” Bafs 

pa TI + Se rra A 1liyād. (18.17) 


Integralele depind de forma secţiunii. Cazul secţiunii dr i 
va fi examinat în cadrul problemei Br lati acră 


„B. Ipoteza cu modul de plasticitate nul 


Eforturile unitare variază pe secţiune ca în figura 18.1 
secţiune solicitată elastic, legea de irc este dă ini apeten 


6 =.— Oe 
- a 
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iar în partea solicitată plastic 
i O = Os. 


Aplicînd ecuația de momente față de axa neutră a secțiunii, se găseşte 
+a hi2 
u =$ Loyat oydd 
-a 4 Ja 


sau à 
+a T 
y? dA +20. yad. 


a 


M= A 

-a 

Prima integrală reprezintă 

momentul de inerție al părții de 

secțiune solicitată elastic, Le 
iar raportul : 


este modulul de rezistenjă al 
părții de secțiune solicitată elas- 
tic. A doua integrală, inclusiv 
factorul 2 din faţă, este momentul 
static al părții de secțiune solici- Fig. 18.11 

tată plastic, calculat față de axa 

neutră. În calculul acestui moment static Sp, ambele arii dau moment 
statie pozitiv, deoarece eforturile unitare oe, Sehimbînd de semn, produc 
momente de acelaşi sens. Eeuația de echivalență devine 


M = c (W + 8p) (18.18) 


Se pot examina două cazuri extreme şi anume : 
a) Secţiunea este solicitată numai elastic, cu efortul unitar maxim 
În acest caz W, se referă la întreaga; secţiune şi formula devine 


M =sc,W, 


Gmaz S Oe: 


adică cunoscuta formulă a lui Navier. 
b) Secţiunea este solicitată numai plastic. În acest caz, W, se anulează 
şi ecuaţia de echivalență devine . 


M =op; 


unde S, are expresia 


„Cind într-o secţiune a unei grinzi s-a realizat solicitarea total plastică 
se zice că acolo s-a format; o articulaţie plastică. Acesteia îi corespund defor- 
maţii foarte mari, care fac grinda inutilizabilă. 


PROBLEME 


18.1, Să se aplice soa (18.17) Ia o secţiune dreptunghiulară, examining apoi cazurile 


h 
particulare a = — şi a = —. 
2 4 
Se înlocuiește 


dA = b dy 
și integralele devin 
» Li 
a Z Ep {Y 
M=2— 24 b pana a 

a ekv y -+ 2 sef? [+ E E 1) ra 
n 
b y3 ja $ 2 3 212 
M= || + a a Ez. 1 PE e, 
a o E a 3 E 24 


Înlocnind limitele, se obține 
Fid 2 E. 3 2 2 . 
M = bej mic, t k EEN a 
4 3 E U2a 4 3 - Ă A 


În cazul particular a = h/2, întreaga secţiune este solicitată elastic, iar relaţia (1) devine 


P fa bh? 
M = bop |— — — | = — ce ` y 
E de =) 6“ (a), 
adică se regăseşte formula clasică a încovoierii. Pentru a = RA, formula (1) devine 
da ` bh E 
, M > —ce[11 + 5-2]. 
28 “e ( + T (3) 


; 18.2, Să se aplice formula (18.18) la secțiunea dreptunghiulară, examinînd şi cazurile 
particulare a = h/2, a = hj4, a = 0. 


Modulul de rezistenţă al părţii de secţiune solicitată elastic este 


D(a} 2 
yate e 
6 3 


Momentul static al părții de secțiune solicitată plastic este 


h 
T . t 2 Ke 

sp=af vb ay =2 | |? = =- a.) 
la | pă 4 

Înlocuind în relaţia (18.18), rezultă 
i 2002 bhè ma 
M = ef 5 ——— zat) = boe (2- $) 1) 
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Pentru a = hj2 se regăseşte formula de încovoiere a solicitării elastice (formula lui Navierh 


E E) 
a = tef ir bau (2) 
La a = h/4 rezultă 
M= a bl Sc» (3} 
$ 48 
iar pentru a = 0 se găseşte 
i 4 


= — se 


i i. i i grinzi de sec- 
18.3. Să se determine raportul dintre momentul încovoietor capabil al mci, i 
țiune dreptunghiulară solicitată total plastic și cel corespunzător cind grinda este solicitată 
elastic cu Omaz = Sc în ipoteza materialului ideal plastic. 


Se face raportul valorilor (4) şi (2) de la problema 18.2 


bh? 
eT E 6 
Saa =—= 15 
M, bh? 4 
oe 
6 


Aceasta arată că solicitarea total plastică duce, în cazul grinzii de secţiune dreptunghiulară, 


ia o creștere de 50% a momentului încovoietor capabil. 


c. ÎNCOVOIEREA BAREI CU SECȚIUNE DE FORMĂ OARECARE 


În figura 18.12 se consideră o secțiune cu o singură axă de simetrie: Se 
va examina numai situația cînd secțiunea, este solicitată total plastic, iar 


materialul este ideal plastic. În această situație, axa neutră n — n» 
. Oe 


Fig. 18.12 


împarte secțiunea în două arii egale, fiecare de mărime A/2. Se aplică 
relaţia, (18.18) cunoscînd că | 


8p = Z Ale, + ez) 


ceea ce dă momentul capabil 
1 
M, = Acei + 2). (18.19) 
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Se poate defini un modul de încovoiere plastic 


Z= M, => Ala, -+ ea) i (18.20) 


Se 


respectiv un factor de formă al secțiunii 
g= Bz i (18.21) 


Pentru secţiunile cu două axe de simetrie, care au e, = 63 = e, rezultă 
© Z=Are. 
Astfel, pentru dreptunghi 


A = bh; e = hj4; Z =, bh?j4; 9 = 1,5. 


Pentru cere 


A = nk/4;e = 2å]/37; Z= 86; g= 16 1,70. 
| 37 
- Pentru profilele laminate uzuale, 9 = 1,15. PE 
d. DEFORMAȚIILE BARELOR DE OŢEL SOLIOITATE ELASEO-PLASFIO ` 
a. Relaţia între curbura barei şi momentul încovoietor 


Integrala reprezentată de relația (18.6) poate fi calculată pentru o 
secţiune dreptunghiulară și pe cale analitică, atunci cînd se foloseşte o 
; formă schematizată a curbei caracte- 
ristice. ` DE 
Se va efectua integrala 


M = tp? [oe de 


pe baza curbei caracteristice din figura 
18.13, calculînd momentele statice ale 
ariilor haşurate, față de axa c 

i i Înot 


M = Deta |: pate te | 


- Pr S 2 
Sri! 
Fig. 18.13 zi 3 42 3 


"4. În această relaţie, e este lungirea, specifică maximă, din fibra extremă, 
eum se vede pe figura 18.13. - i 
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. În baza relației Ini Bernoulli: (18.2), aplicată în fibra extremă, lu 


-Y = hj2 : : 
h zante 
Tta e2 = — 
pe. 2° e 4 
iar expresia momentului se scris” T 
l u= ofi (=)] (18.22) 
4 3 le 


sau, dacă notăm momentul care. produce numai solicitare elastică, cu 
Gmaz = Oc 


se ajunge la 


Din această relație, se obţine 


Ee = i/ 3—2 E 
Že = —2 
e M, 


Aplicind ecuația lui Bernoulli pentru valorile M ṣi M, aie momentului 


es = Pete = 2 
rezultă 
Seat. 
E Pe 
și, în consecință 
E SE SIE . (18.23) 
MU 
e Pe MEE Meit 
Js- 


igura 18.14 s-a, reprezentat relația între 1/p și M/M, pentru bara 
de Ja eale dreptunghiulară. În regim elastic, între O şi B, această 
Telajie este liniară. După aceea, curba se înclină repede, tinzînd asimptotic 
spre infinit, pentru M/M, = 1,5. În această situație, raza de curbură a 
barei devine nulă şi se produce articulația plastică. 
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ia agale barelor solicitate la încovoiere 
lastică pot îi studiate pornind de 1 
ţia (18.13). ? PEE 
B. Calculul săgeților 
La deformaţiile de încovoiere în regim 
elastic, curbura fibrei medii deformate este 
Er 


iar ecuația diferențială a fibrei medii dé- 
formate f 


„d _M 
Fig. 18.14, da: BI 


FA 
Fr 7 


placii relația (18.10) rezultă expresii analoge pentru solicitarea, în regim 


1_M 
ep HI à 
respectiv 
' dv M x 
dz? BI pr 
Notînd raportul variabil 
E, 
= k, (18.24) 
ecuația fibrei medii deformate devine 
`M 
d2% Me 
da M M (13:25) 
unde 
M 
E M, 


este un moment încovoietor redus. 3 : 

ecuația (18.25), analogă celei uzuale de încovoi i 

e li c oiere, E, I, sînt con- 
stante, M este momentul încovoietor, iar M, momentul încovóietor redus: 


Săgeţile barelor solicitate la în i ică i 
EP e pier covoiere plastică pot fi calculate pe cale 
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În figura 18.15 s-a considerat o bară de oţel solicitată în mijloc cu o 
forță P. Cunoscînd diagrama momentelor încovoietoare (triunghiul ABE), 
se calculează momentul 

M, =Wo, 


care produce în fibrele extreme din secțiune un efort unitar egal cu limita de 
curgere. Ducînd linia OD, se separă bara într-o zonă solicitată numai elastic, 
cea în afara segmentului OD, şi o zonă plastică, între C şi D. în afara punc- 


Tig. 18.15 Fig. 18.16 


telor C şi D, coeficientul k are valoarea; k = 1, iar dugrama de momente 


rămîne neschimbată. Se poate construi o diagramă k = f(M), care pentru 
oţel are forma, din figura, 18.16. De pe această curbă se iau, prin puncte, 
valorile lui 7; corespunzătoare la diferite valori M de pe linia CED şi se 
calculează momentele reduse, obţinînd diagrama A'0'P'D'B'. Această, 
diagramă poate fi integrată acum prin metodele grafice uzuale, ceea, ce 
permite a se construi fibra medie deformată a barei. 


e. ARPICULAȚIA PLASTICĂ 


Se va examina modul de formare a articulației plastice într-o grindă. 
Pentru simplificare, se consideră o grindă simplu rezemată la capete, de 
secţiune dreptunghiulară, încărcată cu o sarcină P în mijloc, ca în figura 
18.17. 

Dacă se ia originea în mijlocul grinzii, momentul încovoietor are 
ecuaţia : 


Se notează cu M, momentul care produce atingerea limitei de curgere 
în fibra extremă a secțiunii 


2 
M = oPh, 
6 4 
35—c. 1801 545 


respectiv cu P, sarcina care produce ati i i limi 

spect J atingerea î i 

i pet MAp del g acestei limite în . secţiunea 

ia Fontin a > Pa există două zone de solicitare plastică ale grinzii 

> Șura; e > pe igură. Limita zonei de solicitare plastică, z,, se obţine egalind 
omentul curent produs de sarcina, P >P, în secţiunea oarecare cu 

momentul limită M, 


rifi 22e) Ed 
l 4 
de unde rezultă 
l .P 
e =—|{1 -= |]. 
z( 7) (18.26) 


- Se observă că pentru P=P, 
rezultă v, = 0, adică zona plas- 
tică se reduce la un punct. 


Se va stabili ecuația liniei 
de separație, între zona elastică 
şi cea plastică, adică variația 
mărimii a cu abscisa z. 

Folosind rezultatul de la 
problema 18.2, se poate serie, 
într-o secțiune oarecare 


M = (W+ 8) = 


i ho è æ l 2a 
Fig. 18.17 =a 2-9) = af z) 


Pi 


2 f: 2 i 

îi bh (= 2a? -Z 12 A 

| 6 2 r 4 l 

Factorul din față este P4, aşa, că rezultă, 

sa (320 _Pl 1 24 

| 4 (2 ) pro ( si a) 
iar, după transformări 2 

a -Hh 20 P.. 
4 3 l jP, 
Se observă că linia de separație între zona plastică şi cea elastică este o 


parabolă. Dacă în ecuația (18.27 i 3 
A da ali pă 18 ) se: dă Iui œ valoarea (18.26), se găseşte 


nălţimea maximă a zonei plasti i š PA ; E 
relația (18.27), rezultă ei plastice are loc în origine. Făcînd z = 0 în 


respectiv 


(18.27) 


2 
de > Ip. (18.28) 


Din această relație se vede că la P = P, rezultă a = h2, adică toată 
secţiunea. mijlocie este solicitată elastic, iar la P= = Pa rezultă a = 0, 


deci secțiunea mijlocie devine articulație plastică. 
Zona pe care se întinde solicitarea plastică se află din relația (48.26) 


făcînd P = 2 P, 


5. RĂSUCIREA BARELOR DE SECȚIUNE CIRCULARĂ, SOLICITATE ELASTO-PLASTIC 


În cazul cînd curba caracteristică 7 — y are o formă oarecare, calculul 

se face complet analog cu cel de încovoiere; alegînă o valoare arbitrară a 
unghiului. de răsucire specifică 0. E 

” Se va examina, cazul secţiunii circulare, solicitată elastic pentru r < « 

și plastic pentru a < r < R (fig. 18.18), în baza unei diagrame schemati- 

zate, similară celei din figura 18.1, d. Transformarea diagramei din figura 

18.1, d se face schimbînd o prin q, e prin y, iar valoarea constantă ce pin Te 

Diagrama astfel schematizată corespunde unui modul de plasticitate 


` transversal nul, G, = 0. În şeoţiune, eforturile unitare variază ca în figura 


18.18, şi anume : 
7 
— pentru 7 Sa, T=— Te; 
a 
— peniru TSU, T= Te 
Luind ca element de suprafaţă o coroană circulară de lungime 2 nr şi 
grosime dr, ecuația de momente devine 


a o R 
M, =f ar dA ={ Z eo dr za arda dr. 
Și „a: a 


Efectuind integrala, rezultă 


R? a 
M, = 2 —-—— |- 18.29 
, as. 5) (18.29) 


Se pot examina şi aici cele două cazuri extre- 


ANI) 


me : ; 
a) Secţiunea, este solicitată total elastic, deci 


a = R, şi în acest caz formula de mai sus devine 


R? nd? 
Up = 20T Fi Te T =t, Wp, (18.30) 
adică se regăseşte formula clasică a răsucirii: Fig. 18.18 
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b) Secţiunea este solicitată total plastic, cu a = 0 
3 3 

M, = mrp E =r Z d 

3 12 


; Sporul de moment capabil dintre cele două cazuri extreme de solicitare 
este 


E (18.31) 


“Solicitarea, total plastică măreşte deci momentul capabil al barei de 
secţiune circulară, cu 33%. 


6. EFORTURI UNITARE REMANENTE ÎN BARE CARE AU FOST SOLICITATE 
ELASTO-PLASTIC 


Dacă o epruvetă, de oţel a fost; supusă unei solicitări care duce la depă- 
şirea limitei de curgere (întindere, încovoiere, răsucire) se produc deformaţii 
remanente, datorită curgerii plastice. Descărcînd epruveta, variaţia efor- 
turilor unitare este însă elastică. Aşa de exemplu, pentru o încercare la 
răsucire, în timpul creșterii momentului se parcurge curba OCA din figura, 
18.19, iar la descărcare linia dreptă A B. Segmentul OB măsoară deformația. 
remanentă. O dată cu aceasta, în piesa respectivă iau naștere şi eforturi 
unitare remanente. 


Fie cazul unei bare de secţiune circulară, din material ideal plastic, soli- 


citată la răsucire, Diagrama, de variaţie a eforturilor unitare este cea din 


figura 18.20, a, iar relația între moment şi efortul unitar maxim este dată de 
formula, (18.9) 


Dacă bara, este acum descăreată, aceasta echivalează cu aplicarea, unui 
moment M, de sens contrar, la care ea se comportă însă elastic, deci ia nastere 
un efort unitar maxim, arătat în figura 18.20, b 


Tmas 


R? a 
2T rd —— — 
= Me C E) -=( =). 
Pp ` TR? 3 K 
2 

Eforturile unitare remanente se obține din 
însumarea, diagramelor din figura 18.20, a și d, 
aşa, cum se arată pe figura 18.20, c. În fibrele ex- 
treme are loc un efort unitar de sens contrar 
cuplului M, aplicat inițial 


i 3 
t Stm =r = (ai) (a m) 0832 


iar la raza r = a are loc un efort unitar remanent de același sens cu cuplul 
de răsucire 


a 
a a or E) Te da, & ). 18.33) 
a Te Tmas STe = (+ a (5 R + RA í 


[A 


Fig. 18.20 


În cazul particular a = W2, reprezentat în figura 18.20, rezultă 


ratează pri tarilor unitare remanente 
s mod analog se tratează problema efortur l tare reman 
sal bara solicitată la, încovoiere. Fie Sari cul de grinan ain . figura 
ă din material cu F, = 0, secţiunea avînd două axe metrie. 
Sa 5 re ce depăşeşte limita de elasticitate, distribuția efor turilor 
unitare este cea din figura 18.21, b. Descarcarea Se duri en aplicar ren 
i î ietor i a care grinda s-ar - 
unui moment încovoietor egal şi de sens contrar, la car j n 
i istribuți i tare din figura 18.21, c, unde 
ta, elastic, cu distribuţia de eforturi uni n figure 2 0 und 
N > Oo Suprapunind cele două diagrame, se află diagrama ain nema 
18.21 d, care arată distribuţia eforturilor unitare remanente din grindă. 
“Pentru faza, de încărcare, se poate scrie 


M = oW. + 8p). 


Pentru faza de descărcare rezultă 
M = Omas V- 
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Efortul unitar remanent în fibra extremă, este 
Mc U +82) _s, af Wt A 1). 
wW u4 wW 


, 
6 Gimaz — Oc 


(18.34) 


Efortul unitar remanent, de semn contrar lui o’, se produce în fibra: cu 
y = a, iar mărimea sa este 


i 20 c(W +8) _. 2a W, +5, 
a”! =s, = Gaz = 0; ~ ao aleti) =o; (3- T a) ass 
2 


OES d 


b 
Le 


“Fig. 1821 


Astfel de eforturi unitare remanente se produc în toate piesele solicitate 
plastic și apoi descărcate, dacă distribuţia efortgrilor unitare pe secțiune 
nu este uniformă. 


7. CRITERII DE PLASTICITATE 


Pentru barele supuse la solicitări simple, se admite că deformaţiile 
plastice încep atunci cînd efortul unitar maxim atinge valoarea limitei de 
curgere a materialului. În cazul solicitărilor compuse, este necesar a se 
stabili ce relaţii trebuie să existe între diferitele eforturi unitare (de exem- 
plu, între eforturile unitare principale) spre a fi posibilă apariţia deforma- 
ţiilor plastice. Aceste relații poartă numele de condiții sau criterii de 
plasticitate. . : 


a. CRITERIUL DE PLASTIOLTATE SAINT-VAÂNANI 


Prima formulare a condiţiei de plasticitate — elaborată de Saint- 
Venant, pe baza, experienţelor lui Tresca asupra scurgerii materialelor moi 
prin orificii, sub presiune — admite că în cazul stării plastice a materialului 
efortul unitar tangenţial maxim este constant 

04—G; 
Tmas = = sk. 


2 
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Aplicând această condiție la solicitarea de întindere simplă, cind c; = se 
și os = 0, rezultă 


O; 
Tmas = H =k 

În acest fel, criteriul de plasticitate devine i 

Oy — 03 = Ge: (18.36) 
Pentru o piesă supusă la forfecare pură, înlocuind o, = Te Și 03 = — fe 

se obține 
Se 
Te = 


nâiţie cunoscută din teoria III de rezistenţă. 7) 
E ie ditin ca efortul unitar tangențial maxim sä fie constant corespunde 
experiențelor făcute cu materiale supuse la presiuni hidrostatice mari, en 
care ocazie se observă apariția suprafețelor de lunecare în interio 
corpului. 


b CRITERIUL DE PLASTICITATE BUBER-HENCRY-MISES 


i criteri icitare, deforma- 

În baza acestui criteriu, pentru o stare oarecare de solicitare, d 

fiile plastice se produc atunci cînd energia de deformatie pentru variația formei 
(a cărei expresie s-a stabilit în cap. 8) atinge o anumită valoare 


IH pla, — 0p)? + (ca — 00)? + (0s — a] = k 
6E 
Valoarea constantei se obține aplicînd relația pentru solicitarea de 
compresiune simplă, cu cı = oz = 0, 63 = — G 
Et 02 = k. 
38 - 


în acest fel, criteriul de plasticitate Huber-Hencky-Mises se serie 
(61 — 02)? + (02 — 3) + (63 C a)? = 203, 
respectiv ` 
Ee = ohif (0g — 0)? + (635 01} = e (18.37) 


Mărimea 


a =E a o F ea oF oa (1838) 
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poartă numele de intensitate a 


Baromat plesna eforturilor unitare. În consecință, în timpul 


intensitatea eforturilor unitare rămâne constantă 
G; = Oe 
în T eri: ră: . y f . Ei 
egim de solicitare elastică, eforturile unitare principale din relaţia 


(18.38) se pot înlocui în funcție de lungiri ifi i 
p funeţ irile specifice principal 
Relaţiile care exprimă legea. lui Hooke Seneralisată ăi 


[oz —v( 63 +0.)] 


es 7 [cs —v(a+-c2)] 


se rezolvă în funcţie de eforturi unitare şi dau 


z 2E i y 
aTa (a EFE 230) 


2E y 
ET (e Er e) (18.39) 


ne 2E (= : v 
oa)? 12 e) 


unde s-a folosit notația cunoscută 


e = & + E + sa. 
Înlocuind expresiile (18.39) în (18.38), se obţine 


as =B y2 


IF) Ver =e)? F (ez ea)? F (es — e1)? (18.40) 


Notind intensitatea deformaţiilor specifice 


ga e ue aE 
a= MEN Vier — 62)? + (ez — ca)? + (es — 8)? (18.41) 


i înlocuind î i cpresi ii Iui 
i Aaa pa în (18.40), se găseşte o expresie concentrată a legii lui Hooke 


«= Be. (18.42) 
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Se observă, că la întinderea, simplă, făcînd c= 63 =0 ŞI E E3 = — VE» 
rezultă c; = cy & = $ şi relația (18.42) se transformă în legea lui Hooke 
obişnuită. Relația (18.42) are un caracter general, fiind aplicabilă oricărei 
stări de solicitare elastică. 

Ar fi deosebit de util a stabili, pentru domeniul plastic, relații similare 
celor descrise. - 

Fie curba caracteristică a unui oțel, reprezentată ca în figura 18.22. 
Este evident că pentru orice punct P al curbei 
se poate scrie o relație 


o = Bis (18.43) 


unde F’ == tg B este panta, liniei OP. Mărimea p' 
este variabilă cu punctul considerat. În zona de 
deformații elastice, E” se înlocuiește prin E= const. 

În mod analog, pentru o stare biaxială sau 
triaxială de solicitare plastică, relaţiei (18.42) i-ar 
corespunde 


ci aj (18.44) 


Experiențele făcute au arătat că legătura între Fig. 18.22 
o; şi e dată de relaţia (18.44), depinde numai de ăi 
proprietăţile materialului, fiind independentă de starea de solicitare. 

O altă constatare experimentală importantă este că deformația volu- 
mică specifică 

e = Ep T Ey & 

este numai elastică, chiar şi în timpul' deformațiilor plastice. Rezultă că 
deformația plastică, se face la volum constant. 


Dacă, se consideră deformația volumică, specifică a unei bare solicitată 
la întindere 


e g€ ve ve = e(1—2v) ` 


şi se pune condiția ca ea să fie nulă, rezultă că în timpul deformaţiei plastice 
y= . 

Întrucât relaţia, (18.44) nu depinde de starea de solicitare, ea este apli- 
cabilă şi întinderii simple (unde o; = o, s = £) ṣÌ se va serie 


co = P'e. 


Se regăseşte astfel relația (18.43), deci mărimea. lui E', pentru diferite 
valori ale lui c, se poate lua chiar de pe curba caracteristică de întindere. 

În timpul deformaţiei plastice, relația între modulele de elasticitate E 
şi G devine 


p____E B, 
2(1-+w) 24405) 3 


(18.45) 
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Adeseori relația (18.37) se scrie şi sub altă formă. Dacă în interiorul 
unui corp se iau ca axe de coordonate. direcțiile eforturilor unitare princi- 
pale o, Gay Oa Și se duc cele 8 plane egal înclinate faţă de planele axelor, 
se obține un octaedru regulat. Efortul unitar tangențial care acţionează, 
pe fiecare față a octaedrului are expresia . . 


1 - 
Toct = Va 02) + (62 — 3)? + (6s— 6.)% 


fiind numit efort unitar tangenţial octuedric. 
Cu această notație, relația (18.38) devine 


a= 
t y2 oct 
respectiv condiţia, (18.37) se transformă în 


Toci EE Ge = 0,471 Ge. (18.46) 


Prin urmare, în baza criteriului de plasticitate Hubert-Hencky-Mises, 
în timpul deformajiei plastice efortul unitar tangenţial octaedric are valoa- 
rea dată, de relaţia (18.46). ` 


8. SOLICITAREA ELASTO-PLASTICA A TUBULUI. CU PEREȚI GROŞI 


as. IPOTEZE DE CALCUL 
Se consideră, un element paralelipipedice din tub asupra căruia acţio- 
nează, în planul secţiunii normale pe axă, eforturile unitare Gy Op iar în 
langul axei, c; i i 
Se fac următoarele ipoteze : 
1. Materialul tubului este incompresibil, deci e = 0 


3 1 — 2v atoto 
E 3 


e = s ter tHe 0. (18.47) 


Dacă se aplică această ipoteză la întinderea simplă, rezultă, v = 0,5. 
2. Materialul este ideal plastic. 
3. Curbele caracteristice pentru întindere şi compresiune sînt identice. 
4. Deformația în lungul tubului este. nulă, s, = 0. 
5. Se admite condiţia de plasticitate Huber- Hencky- Mises 


PE j Vla =a) F lo, o) F o, Za = o (18.48) 


- 6. Tubul este solicitat numai prin presiunea interioară Pi 
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b. STUDIUL DEFORMAȚIILOR 


Lumgirile specifice principale sînt 


du AM si 
S, = FR > E = e, =0 
şi prin înlocuirea în (18.47) 
du , u 
— 4+0 
dr r 
avind soluția E 
u= =: 
r 


Ca urmare, lungirile specifice sînt 
4 zS, (18.49) 


g= & = 
t pe 5, 12 


ce STUDIUL EFORTURILOR UNITARE 


Întrucît cele mai mari eforturi unitare au loc la mie lapte 
tubului, solicitarea plastică începe aici și se iii pa apro ezton PA o rii 
ce presiunea p; creşte. Fie R, raza de separație i AR pre ec 
plastică şi cea elastică, respectiv Ry, E razele in 


În zona de solicitare elastică (Re < r < Ro) legätura dintre eforturi 


ii ă di i alizată făcind v=0,5. 
į i deformații rezultă din legea lui Hooke gener: i 
mer se edi o transformare a legii lui Hooke generalizate 


R = le- Wey ao) 


Es, = 6s —Y( 6y +02) —Y Cs + Ys = oL- y) — 8vom 


-a notat 
unde s-a n pe PET 
Om = A AA 

Pentru axele de coordonate ale problemei noastre 

28 Be, $ 3y 
l+y 1+» 
Es, 3v 
= G, 
1+ sti +v” 

E 3y 
ar poai 
lay 1+» 


O; Om 


Sr 


o = Om 
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şi înlocuind valoarea lui v 


. 2 
G = 3 Be, + Ga 
gri: 2 Ee, +o, (18.50) 
3 
Or = Onm 
Din ultima relație rezultă 
a = a, 
deci 
az= Ge Hor 
ı =-— A. (18.51) 


2 


În zona de solicitare ică 
n 8 re plastică (R < r< R,), relaţia (18.51) rămi 
valabilă. Se aplică relația (18.48), înlocuind pe a "prin sania sk ze 


DC E e a 


11/3 
Val 2 (a= 04)? = ce 


2 


2 


IT 3% (18.52) 


Din relaţiile (18.50), prin scădere, se obţine, în zona elastică, 
2 
o; — Sr ai — e.) 


care, împreună cu (18.49) dă 
__ 4B0 


0, — 6, = 
p — Op 372 


La raza r = R îi ; ETAF SRR A 
„determină o aa Tape (18.52) şi (18.53) trebuie să fie identice, ceea ce 


(18.53) 


2, _ 420 
V3 ° ŚR 
0 = y3 Rios, 
Y (18.54) 
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În ambele zone este aplicabilă ecuația diferențială de echilibru (17.1) 


ior, Er =0 


care poate fi integrată 
Se Se ar. (18.55) 


Condiţiile la limite sînt : 


Înlocuind prima condiţie în (18.55), rezultă Cı = — P; şi se obţine 
ia N ea aaa (18.56) 
Ra Lă 


Se înlocuiește a doua condiţie şi se obţine 
R EE? E 
p= ţ Se Se av. (18.57) 
da r 


Se va integra relaţia (18.57) separat pe cele două zone, în cea plastică 
cu condiţia. (18.52) şi în cea elastică cu (18.53) 


2c,0Redr  4E0 (™dr__ 20, R, 2EC (1 1 
pe DE ADE pt atm e ( = | 
y3 Let y3 R 3 E k 


Se înlocuieşte O prin valoarea (18.54) şi se fac notațiile 


T 
R T 3 


Re 'Re r - 
18.58 
e= p R =i ( ) 


i — 84215) (18.59) 
z ] 


Presiunea limită, la care întregul tub este solicitat plastic, rezultă 
făcînd =g 


o, În a. (18.60) 


2 
Piim = A 
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Se vor scrie legile de variaţie ă i 
; 7 a eforturilor unitare în zona elastică 
Does F a daca Saa fat m relația (18.56), care trebuie despărțită 
ir-u area, pe z ică i 
al doilea, pe zona elastică, de la È, pinä ia ara Toan e lai, laea 


2co,¢(%dr  4B0 ră ` 
o, | 
Pi EAN Pa 3 E 
o, = — pai mn „Be _ 280 1 1 
nr olem) 


(18.61) 


Efortul unitar circumferențial se află din (18.53), 


(18.61), (18.54), (18.58) cu substituțiile 


(18.62) 


În baza relației (18.51) 


fe 1 
Vă a 


În SI ar se sta es . 
mod similar bilese cele ma eXpresil în zona plastică Efortul 


q = 


(18.63) 


20. 7 dr 
9 P+ JE E ntj n 


şi cu substituţiile (18.58), (18.59) 


| "=Y (e ia n£) : (18.64) 
Din (18.52) selobţine 
— Se [P 
i, =y (Ettem) (18.65) 
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iar din (18.51) 


2 
c =E + 2m£). 
A V3 la? 
~ În figura, 18.23 s-au reprezentat variațiile celor trei eforturi unitare 
principale, în coordonate adimensional, atit în zona plastică, cât și în cea 
elastică. Desenul se referă la un 
tub cu « = 3, respectiv la ca- 
znrile də solicitare : B = 1 (soli- 
citare elastică), 6 = 2 (solicitare 
elasto-plastică) şi B = 3 (solici- 
tare'total plastică). Se observă 
schimbarea totală de aspect. a 
diagramei c,: de la traseul cu 
maxim la, interior pentru solici- 
tarea elastică, se trece la curba 
frîntă la solicitarea, elastoplas- 
tică, respectiv la cea cu maxim 
în exterior, pentru solicitarea 
total plastică. 

Valorile din figura, 18.23 
se referă, la un exemplu numeric, 
cu : 28, =60 mm, 2R2=—180mim, 
a = 3; 1sSesă. 


(18.66) 


9. AUTOFRETAJUL TUBURILOR CU 
PEREȚI GROȘI 


Autofretajul se realizează 
prin încărcarea tubului cu o 
presiune superioară celei la care 
va, lucra, fapt care produce soli- 
citare elasto — plastică, urmată 
de descărcare, avînd 'ca efect 
producerea unor eforturi unitare 
remanente. Eforturile unitare 
remanente cireumferenţiale sint ` 
de semn contrar celor produse . 
de presiunea de lucru, deci cu 
un efect favorabil. 


Prin suprăpunerea acestor eforturi unitare de semne contrare, rezultă, 


mam Solicitare clasică 
— Solicitare elasfa-plasită 
—— Solicitare total plastică 


Fig. 18.23 


-un efort unitar circumferenţial relativ mic, ceea ce permite ridicarea sensi- 


bilă a presiunii de lucru. 

n figura 18.24 s-a reprezentat distribuția eforturilor unitare într-un 
tub autofretat, la care se dau : ce = 4 700 daN/em?, « = 3, B = 2,2R, =60 
mm, 2R, = 180 mm. Se constată că prin autofretaj presiunea nominală 
a putut fi sporită de la pı,=0,513 ce = 2400 da N/cm? la pi =4 000 daN/em?. 
S-au reprezentat în figură diagramele de variaţie a eforturilor unitare 
Sn Gr Gy Suecesiv, datorită următorilor factori : 
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— presiunii de autofretaj pi, = 5 260 daN/em2: ca; 
— descărcării, după autotretaj : cz; 
— eforturilor unitare remanente (prin scăderea celor donă diagrame 


anterioare) : Grem ; 
~ 
ï 
Ş 
RI 
m. 
660 
: 2 , 
Org daNfim? ba Gai am? 
2 
Gy daNfem datiļem? 
` O rela /am d refere 
0; oale? n ăi 
C lucrate? Bi 


Fig. 18.24 


-— presiunii nominale de lucru : cp; 


— suprapunerii eforturilor unitare remanente cu cele datorite presiunii 
de lucru : Grucru: $ 
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CAPITOLUL 19 


STUDIUL EXPERIMENTAL AL EFORTURILOR UNITARE 
ŞI DEFORMAȚIILOR 


1. CONSIDERAȚII GENERALE 


Din expunerea de pînă acum rezultă că eforturile unitare pot fi 
determinate prin calcul atunci cînd piesele pot fi reprezentate prin modele 
relativ simple. Adesea modelul de calcul diferă destul de mult de piesa 
reală —ca formă geometrică, mod de încărcare şi de rezemare — fapt ce va 
avea drept urmare diferențe sensibile între eforturile unitare calculate şi 
cele reale. De multe ori, piesele ce se calculează au forme complicate, care 
cu greu ar putea fi reprezentate printr-un model de calcul. 


Rezultă, că metodele de calcul pentru eforturi unitare și deformajii, 
expuse pînă acum (și completate cu cele aflate în manuale inginerești)au 
serioase limitări, deci nu pot răspunde oricărei probleme puse de practică. 

În asemenea, cazuri, soluționarea poblemelor se face cu ajutorul meto- 
delor experimentale de măsurare a eforturilor unitare și deformaţiilor. 
Pe măsură ce se realizează utilaje mai complicate, mai scumpe şi se cere o 
siguranţă în funcţionare cît mai mare, se recurge la tehnica experimentală, 
de măsurare a eforturilor unitare. construcţiile aeronautice, metodele 
experimentale sînt un auxiliar indispensabil al calculelor. 

Se vor descrie, la început, metodele cele mai cunoscute de măsurare a 
eforturilor unitare şi deformaţiilor. Capitolul se va încheia prin două 
aplicaţii specifice ale acestor metode : concentrarea eforturilor unitare şi 
măsurarea, tensiunilor interne. . i 
Spre deosebire de multe alte mărimi fizice, eforturile unitare, elementul 
principal al rezistenţei materialelor, sînt mai greu de măsurat, în special pe 
cale directă. $ 
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Primele tehnici experimentale au ales drept obiect măsurarea, precisă a 
detormaţiilor foarte mici care se produc în corpurile elastice sub sarcini. 
Cunoscând deformaţiile specifice, se aplică relaţiile teoriei elasticităţii și se 
găsesc eforturile unitare. În felul acesta s-a născut tensometria, metodă 
indirectă de măsurare a eforturilor unitare. i 

Încă din secolul trecut, s-a pus la punct o metodă experimentală, care 
determină tensiunile în modele transparente solicitate — fotoelasticitutea. 

Alături de aceste metode de bază, altele au venit; să completeze tehnica 
experimentală în rezistenţa materialelor : studiile pe modele, lacurile casan- 
te, analogiile hidrodinamice şi electrice, metoda reţelelor (moiré) etc. 
În cele ce urmează se dau cîteva, amănunte asupra principalelor metode 
experimentale, pentru detalii urmînd a se consulta literatura, de specialitate. 

În ceea ce priveşte tensometria, ea, trebuie să realizeze o amplificare a 
deformaţiilor care sînt de ordinul miimilor sau sutimilor de milimetri, spre 
ale putea face perceptibile sau înregistrabile. Această amplificare se poate 
realiza, : 

— pe cale mecanică, prin sisteme de pirghii : extensometre mecanice ; 

— pe cale optico-mecanică: extensometre cu oglinzi ; 

— pe cale electrică : tensometre electrice rezistive, inductive, capaci- 
tive ete. ; 

— pe cale acustică, pneumatică ete. 


2. EXIENSOMETRE MECANICE ŞI OPTICO-MECANICE 


a. EXTENSOMETRUL MECANIC MARTENS-RKENNEDY 


Aparatul este schiţat în figura 19.1 şi se compune din următoarele piese : 

— clemele A, care au la un capăt vîriuri de rezemare pe epruvetă, 
iar la celălalt capăt scobituri pentru aşezarea prismelor P; clemele se 
termină prin sectoarele gradate B; : 

— prismele P, rezemaite pe epruveta H şi în scobitura clemelor A, sînt; 
solidare cu acele C; 

— menghina de stringere M, prevăzută cu arc, permite fixarea pe 
diametre variate ale epruvetei. 

Aparatul se aşază pe epruvetă ca în desen, cu acele O în dreptul divi- 
ziunilor zero de pe cadran (dacă se face încercare de întindere). Cele două 
virfuri de rezemare pe epruvetă delimitează distanța dintre repere lọ. 
Lungirea Al se citeşte pe cadranul gradat. De obicei, se ia lọ = 100 mm și 

` în acest caz indicațiile de pe cadran dau tocmai lungirea e. Aparatul poate 
fi folosit gi pentru măsurarea deformaţiilor de compresiune, aşezînd acele 
în dreptul celuilalt capăt al scării gradate. 

Extensometrele de felul celui din fig. 19.1 măsoară deformaţii de la 
1/100 mm în sus, fiind indicate în special pentru determinarea limitei de 
curgere sau pentru studiul materialelor cu deformaţii apreciabile. Ele sînt 
nepotrivite pentru măsurarea deformaţiilor oţelurilor în zona elastică. 
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b. EXTENSOMETRUL CU CEASURI COMPARATOARE 


„_ Extensometrul mecanic: cu două ceasuri comparatoare, arătat în 
figura -19.2, serveşte, de asemenea, pentru 2 măsura deformații peste 
sutimea, de milimetru. În dreptul reperelor 1 şi 2 ale epruvetei 4 se fixează, 


pF” 


Fig. 191 i Fig. 192 


inelele 5, cu ajutorul şuruburilor 6. Deformaţiile epruvetei sînt transmise 
prin tijele 7 şi măsurate de ceasurile comparatoare 3. Precizia, extensome- 
trului se poate mări folosind ceasuri comparatoare care măsoară miimea, 
de milimetru. 


c. TENSOMEBETRUL HUGGBNBERGER 


În figura 19.3 se arată tensometrul Huggenberger, cu dublă amplificare 
de piîrghii. Aparatul se compune din : corpul 7, cuțitul fix 2, cuțitul mobil 3, 
pirghia de amplificare 4, articulaţia 5, scala gradată 6, acul indicator 7, 
articulaţia 8, pirghia 9, arcul 10, patina 17 pentru deplasarea, acului în 
poziţia inițială pentru măsurare, şurubul de reglaj 72 al patinei, şurubul de 
fixare 13, clema de fixare 74. Construit în diferite variante, tensometrul 
Huggenberger măsoară curent deformaţii de un micron. Cuţitele 2 și 3 se 
așază pe piesa, care se studiază. În urma, deformaţiei, distanța dintre ele 
variază şi deformația este citită, amplificată, pe scala, gradată. 

La tensometrul Huggenberger, distanţa, dintre cuțite, înainte de defor- 
marea piesei, adică baza de măsurare, este dată prin construcţia, aparatului, 
sau prin montajul utilizat ; în mod curent, ea este de 20 mm, dar poate fi 
mărită prin folosirea de dispozitive auxiliare; Această distanță nu este 
materializată în niciun fel pe suprafața piesei. studiate. 'Tensometrul 
Huggenberger nu poate îi îndepărtat de pă piesă decât; la, sfîrşitul măsurării. 
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d.  TENSOMETRUL CU REPERE HATEBIALIZATE 


Atunci cînd trebuie să se măsoare la intervale de timp lungi, sau 
după executarea unor prelucrări ale piesei, ca şi atunci cînd trebuie să se 
măsoare în multe locuri fără a folosi multeaparate de măsură, se folosesc 
tensometre cu repere materializate. În acest scop, 
pe piesa, care urmează a fi studiată se lipesc plăcu- 
te metalice avînd proeminențe sferice, a căror 
distanță marchează baza de măsurare, sau se 
execută, cu un poanson, amprente sferice sau 
conice, la, distanța dorită. De obicei aceste poan- 
soane au două virturi, la distanţă egală cu baza 
de măsurare, putind executa deodată ambele am- 
prente. Se construiesc şi poansoane cu mai multe 
virfuri pentru măsurări de stări plane de defor- 
mații. Aparatul folosit la mäsurările cu repere ma- 
terializate lucrează conform schemei din figura 
19.4, pe care se disting: corpul 7, piciorul 
fix 2, pîrghia 3 făcînd corp cu piciorul mobil, 
ceasul comparator 4 şi pirghia de oprire 5. 
Așezind cele două picioare ale aparatului pe 
reperele executate pe piesă, se citeşte poziţia 
acului indicator, corespunzătoare stării iniţiale a 
măsurării. Repetând operaţia la diferite intervale 
se citeşte variaţia, distanţei dintre repere, deci de- 
formația pe direcţia măsurării. La aşezarea ten- 
sometrului pe repere, palpatorul ceasului com- 
HI, parator este ținut ridicat de către pirghia, de oprire 

aa, 5. Prin apăsarea, pîrghiei de oprire 5, palpatorul 

PENS vine în contact cu pîrghia 3, iar în acelaşi timp 

pirghia 3 este blocată, astfel că aparatul poate fi ridicat spre a se face 
citirea cît mai comod. 


e. EXTENSOMETEUL OPTICO- 
MECANIC CU OGLINZI 


La aparatul din figura 
19.1, demultiplicarea, defor- 
maţiei Al — spre a deveni per- 
ceptibilă cu ochiul — rezultă, 
din raportul dintre lungimea 
acului 0 și diagonala prismei 
P. Pentru a măsura deforma- 
ţii mult mai mici, este nevoie j . 
de un raport de demultiplicare mai mare, care se poate realiza prin apara- 
tul cu oglinzi, schițat în figura 19.5. La acesta, se deosebesc : 

— clemele A, aşezate cu un virf pe epruveta E și avind la celălalt; 
capăt scobituri pentru prismele P ; 
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— menghina elastică M ; 

— prismele P, solidare cu oglinzile O ; 
— riglele gradate R; 

— lunetele ZL. 


Cind epruveta este solicitată la înti i 
„Ci 'veta, este solicitată la întindere, prismele P, şi o dată 
oglinzile O, suferă mici rotiri, care vor fi măsurate cu ajutorul alel li pina 


Tig. 195 


Să urmărim schema din figura 19.6. 
Cind epruveta nu este solicitată i ; 
nd r olicitată, oglinda se află în poziția a, i ă 
ss ui, panne de la o diviziune T à riglei (pe drumul e miine 
ȘI drum și este prinsă de lunetă. Prin lunetă se va, citi divizi , riglei 
Á 4 h. iviziunea, riglei 
m corespunzătoare punctului 7. Dacă epruveta este solicitată la 
ea bă ir) E agste cu o cantitate Al, iar prisma se rotește şi oglinda 
ihia b. De data aceasta, prin lunetă se va vedea r: 

b. D easta, aza care por- 
nerie de la o diviziune S a riglei şi merge pe drumul 7—2. Se observă De 
i ca că dacă oglinda s-a rotit cu un unghi a, razele incidentă şi reflectată 

n unghi 2a. Pentru a măsura lungirea Al a epruvetei, se notează : 
h — înălțimea diagonalei prismei P; ' l 
1 — distanța dintre repere la epruveta E; 
Al — lungirea epruvetei ; 
A — aie de la oglindă, la rigla gradată R; 
— distanţa pe rigla gradată, în mm, între diviziuni i 
i ţa pe r „între diviziunile S şi T, corespun- 
zind „lungirii Al, respectiv rotirii cu a a oglinzii ; si ai 
a — unghiul cu care se roteşte oglinda pentru lungirea, Al. 
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Conform figurii 19.7, se poate serie 
A = h sin o, 


iar conform figurii 19.6, din triunghiul format de rigla F şi razele 7, 2 avem 
. D= Ltg 2a. - 


Lunelă 


Al 


Fig. 19.7 | 


Fig. 19.6 | | 
Întrucît unghiul a are valori mici, se înlocuiesc atit sinusul cît și | 
tangenta prin arc - > 


Alx ha, D= 2La. 
Prin împărţire rezultă, 
RD 
Al = — 
- 2L 


i ă i, iar. L o constantă 
eastă relaţie, k este o constantă a aparatului, iar € 
a a montaj ales. Rezultă că deformațiile AZ sînt proporționale cu 
indicaţiile D citite prin lunetă. SO E. 
dai e se ia i ci L astfel ca să se realizeze raportul 


h SL : 
2L 500. i 
deformația epruvetei este 
< Nsp 
500 


Considerînd ca diviziune minimă perceptibilă pe riglă D = 0,5 mm, se È 
vede că aparatul poate măsura o deformaţie l 3 


0,5 


= = 0,001 mm'= 1 ym,. : 
Als- T - i 


adică este mult mai sensibil decît; extensometrele deserise anterior. 
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3. TENSOMETRIA ELECTRICĂ REZISTIVÄ 


a. TRADUCTORUL TENSOMRTRIC REZISTIV 


Încă din secolul trecut se cunoştea că un conductor electric, supus 
unei deformații mecanice, îşi modifică rezistența electrică. Rămas multă 
vreme fără aplicații practice, acest fenomen fizic a fost valorificat, după 

1930, prin cercetările întreprinse de Simmons 
c q ó şi Ruge, care au dus la crearea traductorului 
iensomeiric rezistiv. 

În esență, traductorul, tensometric rezis- 
tiv (fig. 19.8) este format din : elementul sen- 
sibil a, format dintr-un fir foarte subțire 
dintr-un aliaj metalic ; suportul traductorului 
b, format din o foiţă de hîrtie sau alt material 
izolant ; firele de legătură c, servind læ conectarea traductorului într-un 
circuit electric, i à 

Rezistența electrică a traduetorului este de cel puțin 100 Q. Elementul 
sensibil este un fir de constantan, sau alt aliaj, cu diametrul de câteva, sutimi 
de milimetru, aşezat în serpentină, spre a realiza lungimea de fir, respectiv 
rezistența dorită. Traductorul se lipește pe piesa de studiat cu un clei, iar 
după uscarea acestuia urmează, deformajiile piesei studiate. Sub efectul 
acestor deformajii, rezistența, electrică a traduetorului suferă o variație 
A R. Rezistența electrică a traduetorului se poate serie 


Fig. 19.8 


1 pe 
R = o — = g9 — 
esey 


unde p este rezistivitatea materialului, | — lungimea firului conductor, 
S — secțiunea firului, iar V — volumul lui. 
Se aplică logaritmii naturali : 
ln R =lnp+2ml—InV 
şi se derivează 
AR ôe „pAt_ AY. 
e l V 


19.1 

R (19.1) 

Se ştie că Al/l = e. Pe de altă parte deformația volumică specifică este 
AV i 


= & = Et Ey tE 


Y 
şi cum firul este solicitat numai la întindere .. 
Al i 
iz ETA Ey = — VE} & = — yve 
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deci 


ceea, ce transformă relația (19.1) în 


A 
ARL E Ea O a y) 
R e p 
Se defineşte constanta traductorului tensomeiric 


_ ARIR 


€ 


A =1 42y êe. (19.2) 
€ 


Se observă că, în general, constanta trađuctorului este funcție de 
deformația specifică s. Dacă însă rezistivitatea conductorului este con- 
stantă, Ap = 0, se găseşte 


k=1 +2. i (19.3) 


Aşa de exemplu, pentru constantan, luînd Ap = 0 şi væ 0,5, se află 
k =2. i E N _ 
Constanta, traduetorilor tensometrici se determină, pe loturi de fabri- 
caţie, în uzina producătoare şi se înscrie, alături de rezistența P, pe fiecare 
traductor. Cunoscînd constanta traductorului, lungirea specifică a corpului 
“studiat, pe care dorim să o măsurăm, este 


_ ARIE. (19.4) 
k 

Fată de construcția din fig. 19.8, tehnica fabricării trađuctorilor tenso- 
metrici a făcut; numeroase progrese : suportul de hîrtie se poate înlocni cu 
unul de bachelită ; în loc de traductori cu fir, se 
vealizază traductori cu folie, obţinuţi dintr-o folie 
metalică lipită de suport, decupată în forma dorită 
prin mijloace foto — chimice (fig. 19.9). 


b PROPRIETĂȚILE TRADUCTORULUI 
TENSOMETRIC REZISTIV 


Spre a utiliza în mod curent traductorul tenso- 
metric rezistiv;trebuie să i se cunoască proprietăţile, 

Fig.-199 legate de scopul urmărit. TE: i 
Liniaritatea. Principala proprictate a traductorului tensometric este 
liniaritatea, adică păstrarea unei relaţii liniare între variația relativă a, 
rezistenței AR/R şi alungirea e. Cit timp există această relaţie liniară, 
constanta k rămîne neschimbată. În general traductorii fabricaţi curent 
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sînt liniari pînă la eforturi unitare care depăşesc limita de curgere a oţelului;. 
deci pină în zone în care legea lui Hooke, deci însăşi tensometria, nu mai 
este aplicabilă. -. Saa 

Efectul temperaturii. În general, fiind vorba de aliaje metalice, varia- 
ţiile de temperatură influențează rezistența ohmică a traductorilor tenso- 
metrici. În schimb, constanta traductorilor rămîne, în general neschimbată, 
în limitele curente de utilizare. Schimbarea rezistenței electrice. a traduc- 
toarelor cu temperatura se suprapune variației de rezistență datorită defor- 
maţiilor mecanice şi poate falsifica complet măsurarea tensometrică. Se 
va arăta ce măsuri de compensare se iau spre a evita acest neajuns. 


Efectul umidității. Umezeala . dăunează traductorilor tensometrici. 
În primul rînd, umezeala micşorează rezistența, electrică, permiţind 
scurgeri de curent între firele grilajului rezistent, scurgeri prin suportul 
izolant etc. ` 

În al doilea rind, umezeala micşorează rezistența mecanică a unor 
adezivi, în special a celor pe bază de celuloid, permiţind lunecări între tra- 
ductor şi piesă, ceea ce are ca efect falsificarea completă a măsurării. 

Rezultă de aici că umezeala este principalul duşman al traductorului 
tensometric rezistiv. Măsurarea tensometrică reușește în special cînd se face 
în mediu uscat, pe timp uscat. În cazul în care în mediul înconjurător există 
umezeală prea mare, se iau măsuri speciale de uscare, de exemplu cu raze 
infraroșii, precum şi măsuri de acoperire a traductorilor cu ceară, parafină, 


sau chituri izolante. 


Efectul deformaţiei transversale. Traductorul tensometric în serpentină 
are o serie de bucle, unde direcţia firului rezistent nu coincide cu direcţia 
de solicitare a traduetorului. În aceste locuri, deformaţiile transversale 
produc erori în măsurare, care sînt de ordinul —2%, la +4% pentru tra- 
duetori cu. suport de hîrtie, respectiv de —2,3% la +6,7 % pentru traduc- 
tori cu suport de bachelită. În general aceste erori se neglijează. Se fac şi 
construcţii speciale de traductori, insensibili la deformațiile transversale, 
realizaţi din o serie de fire paralele, legate transversal prih punji, de 
rezistenţă mult mai mică. 


c TEHNOLOGIA PREGĂTIRII ĂSURĂRII TENSOMETRICE 


Pentru buna reuşită, a unei măsurări tensometrice, trebuie să se ia o 
serie de măsuri : i 

Traductorul tensometric trebuie să fie ales corespunzător măsurării ce 
se va efectua, atît în ce priveşte dimensiunile, cît şi comportarea, sa la 
temperatură, umezeală ete. $ 

Locul de măsurare trebuie ales după o prealabilă apreciere a stării de 
eforturi unitare. Cu cît piesa este mai complexă, cu atit se vor face măsurări 
în mai multe puncte, deci se vor lipi mai mulți traductori. La locul de 
măsurare, piesa trebuie să fie bine curățată de rugină, vopsele, cu ajutorul 
unui polizor sau al unei pile. Nu este necesară realizarea unei suprafețe 
prea lustruite, rizurile rămase favorizînd aderenţa traductorului de piesă. 
De asemenea, trebuie bine studiată orientarea traductorului pe piesă. 
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După curăţarea, prin şlefuire, suprafaţa piesei se curăţă de resturi de 
murdărie, grăsimi, prin spălare cu vată îmbibată în acetonă, Eventual, se 
curăță într-o primă fază cu alcool, apoi cu acetonă. După aceasta, nu este 
permis a mai atinge piesa cu mîna. 

După curăţare, se aplică un strat fin de clei (adeziv) atât pe piesă cît şi 
pe traductor şi se aplică traduetorul apăsîndu-l uşor cu degetul spre a eli- 
mina excesul de clei şi bulele de aer. 

Apoi traduetorii se lasă să se usuce, pe durata, preserisă, după tipul de 
adeziv folosit. i 

Uscarea traductorilor se poate face în aer, sau pe cale artificială, prin 
încălzire. Uscarea prin încălzire este obligatorie pentru cleiurile care se 
întăresc prin. polimerizare. ` 

După uscarea completă se face verificarea, rezistenței electrice. În acest 
scop se verifică atit rezistența traductorului propriu-zis, conectând firele 
sale la bornele ohmmetrului, cât şi rezistenţa, sa, de izolaţie, care trebuie să 
aibă valoarea, prescrisă, ; 

Dacă este necesar, se iau apoi măsuri de izolare a traductorilor împo- 
triva umezelii. E | E Sie 

În fine, se lipesc firele de legătură, care permit conectarea traductorilor 
în circuitul de măsurare. i 


id. PUNTE ARTENSOMETRI CĂ 


Variațiile de rezistență AR suferite de traductorul tensumetric sînt 
destul de mici. Astfel, pentru un traductor avind R = 120 Q şi k = 2,04, 
supus unei deformaţii specifice e = 1:10-2 (căreia îi corespunde la oţel 
o = 2,1105 -1 -1078 = 2 100 daN/em 2) variaţia, rezistenței este 

AR = kbRe = 2,4: 120 - 1: 10% = 0,2448 Q. 

Astfel de variaţii ale rezistenţei ohmice se măsoară prin variații cores- 
punzătoare de tensiune sau curent. ; 

Măsurarea nu se face direct la bornele rezistenței, ci introducînd-o într- 
un circuit; care să mărească sensibilitatea şi precizia măsurării. 

În mod obișnuit, circuitul electric care face această măsurare este o 
punte Wheatstone numită punte tensometrică. 

“În figura 19.10 se arată o schemă a punţii tensometrice. În această 
schemă, R, este rezistenţa traductorului activ, cel cu care facem măsurarea. 
Puntea este echilibrată, deci prin diagonala cu aparatul A nu trece nici 


un curent, atunci cînd | 
RR, 
Ra R; 


De obicei R, este un traductor identic cu T4, numit traduct or compen- 
sator To, aşezat în aceleaşi condiții de temperatură cu cel activ, lipit pe un 
acelaş material; dar nesolicitat. În acest fel, variațiile de temperatură acțio- 
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nează identic asupra traductorilor T4 și To, fapt care rămîne fără efect 
asupra punţii. S-a realizat în acest fel compensarea temperaturii. 

Să presupunem că rezistenţa traductorului R, variază cu AR,. Spre 
a menţine echilibrul, este necesar a varia încă o rezistență, de exemplu 
pe Ry aşa fel ca ` 


R+AR _R+AR. 
Re Ro 


Acest lucru se realizează așezind un potenţiometru pe braţul în care este 
legată rezistenţa R,. Acest potenţiometru are un cadran care este gradat 
direct în deformaţii specifice e. În metoda punţii echi- . 
librate, se reglează potențiometrul, pînă cind acul 
aparatului indicator stă pe zero şi se citeşte deforma- 
ţia specifică. 

În metoda punţii dezechilibrate, acul aparatului 
A deviază în urma variaţiei de rezistență a traduc- 
torului activ, iar cadranul acestui aparat se gradează 
n detormaţii specifice e. 


e MONTAREA TRADUCTORILOR TENSOMETRIECI 
PENTRU MĂSURAREA DIFERITELOR STĂRI 
DE EFORTURI UNITARE 


i 
Atunci cînd este vorba de un singur efort unitar, IAB 
OEA A 2 Piste Fig. 19.10 

de direcție cunoscută — de exemplu în barele grinzi- : 

lor cu zăbrele — traductorul tensometric se montează pe acea direcție. 


Măsurind pe s cu puntea tensometrică, se calculează efortul unitar 
o = E's. 


Cînd este vorba de o stare plană de eforturi unitare, căreia, i se cunosc 
direcţiile principale, se măsoară lungirile specifice s,, ez, aşezind doi tra- 
ductori pe direcţiile respective şi se determină eforturile unitare principale 


E B 
e RICE A ce bal YE); pe Dal 


3 sgt ye). (19.5) 

De multe ori starea de solicitare este atît; de complicată, încît nu se 
cunosc nici direcţiile principale. În asemenea cazuri se folosesc rozete 
iensometrice, cu trei, sau chiar patru traductori (al patrulea servind pentru 
control) cu ajutorul cărora se află deformaţiile specifice principale şi direc- 
tiile principale, după care se aplică relaţiile (19.5). În tabelul 19.1 se arată 
schema şi relaţiile de calcul pentru trei feluri de rozete tensometrice curent 
folosite. 7 

Pentru rozeta dreptunghiulară, relația care dă pe sı, a fost stabilită 
în cap. 8. Celelalte se stabilese în mod analog. 
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Tabelul 19.1 
ROZETE TENSOMETRICE 


Schița rozetei 


E2 — lungirile specifice principale 
Oa — eforturile unitare principale 
“e. — unghiul dintre direcția principală şi direcția traductorului eg, 


+ e £ 
= Re ae Ze 


Rozetă T-delta 


Ea = — 49)? + (S45 — £90)? 
E | so + es nai e 
o= ~ a 2 e Vie ao) F (Zes — Eo — Epo)? 
2 1— v 1 
POEA 245 — (Eo + £90) 
Rozetă 849S ac 9 
dreptunghiulară 
Eo + Seo + Ero 
E O aa 
n 
E V Eo Eso)? + (Eo Eo)? + (Eeo — E10)? 
Eo F Ego + Era 
aJ E o 60 Ca 
: 3d — v) 
1 yh So + Seo + Ero E (= =) 
+ o = ł = 
Rozetă delta Tasak 3 y3 
V3 Eso — 2120) 
i82 pp = — 
i 289 — Eso — E120 
fo + E y2 — 
Ere = = e: 3 Vieizo — Ep0)? + (Ep0 — E60)? + (E120 — Eco)? 
sau 
Eso + Eoo + E 1 1 
Sa = AS + lE (Ers — E9)? + 7 (seo — €o)? 


ET eo 1 ae a Ea 
D= y Ea E TI (eo — Ep0)? + 3 (Eco — E120) 
2(E60 — E120) 


Ve e 
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Fig. 19.11 Fig. 19.12 
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Fig. 19.14 
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1. APLICAȚII ALE TENSOMEBTEIEI ELECTRICE REZISTIVE 


Este evident că o măsurare prin tensometrie este posibilă numai atunci 
cînd se poate realiza o variaţie a sarcinii aplicată piesei, respectiv 0 
încărcare şi descărcare. Fără aceasta, măsurarea — de exemplu pe un 
stilp al unei case — nu este posibilă. 

Tensometria electrică permite măsurarea eforturilor unitare remanente 
sau studiul concentrării eforturilor unitare, cum se va arăta, în continuare. 

Încorporind trăduetorul tensomebrie rezistiv într-un dispozitiv ` de 
formă, adecuaită — căruia i se dă numele general de captor — se pot realiza 
măsurări pentru cele mai variate mărimi mecanice. Aşa, de exemplu : 

— lipind toţi cei patru traduetori ai punţii (montaj în punte completă) 
pe o bază solicitată la întindere, fig. 19.11, se realizează un dinamometru ; 

-~ lipind cei patru traductori pe o bază de secţiune circulară, înclinați 
la 45° faţă de axa barei, fig. 19.12, se realizază captorul unui dinamometru 
pentru cupluri de răsucire ; 

— amplicînd doi traduetori pe o membrană elastică a unei capsule şi 
etalonând. captorul, se realizează un manometru tensometric, fig. 19.13 ; 

— se obţine o creştere a sensibilităţii manometrului, folosind traduetori 
de forme speciale, de exemplu ca în figura, 19.14; : 

— aplicînd traductori pe lamela elastică, fig. 19.15, se realizează 
captorul seismic de măsurat vibrații. S-au notat pe desen : 

1 — lamela elastică, 2 — masa seismică, 3 — traductori tensometrici, 

4 — borne de legătură, 5 — şurub micrometrie pentru etalonare, 

6 — cutia captorului. 


4. NOŢIUNI DE FOTOELASTICITATE 


Formulele fundamentale din rezistența materialelor sînt bazate pe 
ipoteza lui Bernoulli. Această ipoteză se verifică experimental pe contur, 


prin desenarea unor reţele pe suprafaţa piesei solicitate. Se pune însă pro- 
blema de a verifica dacă în interiorul materialului ipoteza se menţine. 
teoria elasticităţii se stabilesc legi mai complicate de distribuţie a eforturi- 
lor unitare, cum este cazul, de exemplu, al secțiunilor cu concentratori de 
eforturi unitare. În numeroase probleme, calculul analitic este imposibil de 
aplicat şi rezolvarea necesită metode experimentale. | 

Rezistenţa materialelor a căutat o metodă experimentală care să 
răspundă acestor întrebări. Cele mai bune rezultate pentru studiul efor- 
turilor unitare le-a dat metoda fotoelastică.. Studiul experimental se face 
trimițînd un fascicul de lumină polarizată asupra unui mođel al piesei 
care se studiază, executat din material transparent. 

În lumina obişnuită, vectorul cîmpului electromagnetic vibrează în 
diverse plane, care sè întretaie pe linia: razei luminoase. Lumina polarizată 

lan rezultă dintr-o vibraţie a acestui vector într-un singur plan, numit 

plan de polarizare. Ea poate fi produsă din lumină obișnuită, albă sau 
monocromatică, prin reflexie, refracție sau dublă refracție. De obicei, pola- 
Trizarea se realizează cu ajutorul unor substanțe sintetice, numite polaroizi. 
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_ Ideea de a se folosi lumina polarizată la studiul eforturilor unitare s-a 
născut pe la mijlocul secolului al XIX-lea, prin descoperirea proprietății de 
birefringenjă accidentală pe care o au materialele transparente, supuse la 
eforturi unitare. În sfirşit, prin teorema lui Maurice Lévy, demonstrată în 
1898, s-a arătat că starea de tensiune plană este, în majoritatea cazurilor 
independentă de constantele elastice E și v. Cu alte cuvinte, rezultatele obti- 
nute prin fotoelasticitate pe un model din matérial transparent pot fi 
transpuse direct la piesa similară, făcută din oțel sau alt material. 

Metoda fotoelastică rezolvă azi cu succes numeroase probleme plane 
ale teoriei elasticității. Ea este aplicată în ultimul timp şi la probleme de 
stări spațiale de eforturi unitare. Pentru studiul experimental prin metoda 
fotoelastică este nevoie de o instalație optică străbătută de lumină polari- 
zată și de modele transparente, făcute din anumite materiale, lipsite de 
tensiuni interne şi supuse stării de eforturi unitare care se studiază. 

i în forma cea, mai simplă, instalația de fotoelasticitate este alcătuită 
ca în figura 19.16 Sursa, S produce lumină albă sau monocromatică,. Ea este 
realizată dintr-o lampă cu are voltaie sau, la o instalație mai modestă, din 
unul sau mai multe becuri electrice. Piesa P este polarizorul care realizează, 
lumina polarizată şi o trimite asupra modelului M ce urmează a fi studiat, 
făcut din material optic activ. Lumina polarizată, ieșită din modelul trans- 
parent, trece apoi prin analizorul A. şi se proiectează pe ecranul E. Polari- 
zorul P şi analizorul A sînt identice. Fiecare dintre ele are un anumit plan 
de polarizare. În cazul figurii, polarizorul are planul de polarizare orizontal 


Fig. 19.16 


ceea ce face ca vibrația luminii să aibă loc într-un plan vertical. La analizor, 
hanul de polarizare este vertical, iar vibrația luminii are loc într-un plan 
izontal. 4 


Dacă planele polarizorului şi analizorului ar face un unghi o 
l ; lui arecare @ 
(fig. 19.17) intensitatea luminii care trece prin analizor esta 
| „La = Ip cos? 6, 

anae T r ate intensitatea la ieşirea, din polarizor. 

_ Rotini încet analizorul, în spatele său apare pe rînd întuneric şi lu- 
mină, funcție de unghiul 9. În instalaţia de fotoelasticitaite, analizoi și 
polarizorul stau în permanenţă cu planele perpendiculare. Cit timp nu 
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există modelul M sau dacă acesta nu este supus la eforturi unitare, pe 
ecran este întuneric. Dacă asupra modelului M se exercită eforturi unitare 
în planul său, pe ecran apar dungi luminoase și întunecate. Explicația 
acestui fenomen s-a dat pe baza proprietăţii plăcii transparente de a deveni 
anizotropă sub efectul eforturilor unitare. 4 

Fie placa din figura 19.18, supusă stării plane de eforturi unitare cy, oz. 

Perpendicular pe ea, în punctul O, cade raza de lumină polarizată, care 
vibrează în planul OA, cu amplitudinea a. 


9 
Fig. 19.17 Fig. 19.18 


În general, dacă lumina, polarizată străbate un mediu anizotrop, ea se 
descompune în două componente perpendiculare, polarizate plan, care se 
propagă, cu viteze diferite. Fenomenul poartă numele de birefringență. S-a 
constatat că modelele transparente, izotrope, supuse unei stări plane de 
eforturi unitare, suferă o anizotropie optică, prezentînd fenomenul de 
birefringenţă accidentală. 

Ca urmare, raza de lumină polarizată din planul OA, care vibrează 
după legea 

Sp = a cos pt 


este descompusă de către model în componentele OB și OC din fig. 19.18 
care, înainte de a străbate placa, au ecuaţiile 


sı = OB cos pt = a cos a cos pt 
82 = OC cos pt = a sin a cos pt. 


Datorită birefringenţei accidentale, cele două componente străbat 
placa de grosime k cu vitezele v, şi va deci în timpii 
h h 
hi =—;} pe 
Vi Va 
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Ca urmare, ecuaţiile vibrajiei la, ieşirea din modelul transparent, sînt 
si = a cos a cos p(t — h) 


s} = a sin a cos p(i—t). 
Ele au o diferență de fază 
èt = (089) — (0) = t— h = Mo — 92), 
VV 


Vibraţiile si şi s4, ajungînd la analizor, produc un fenomen de inter- 
ferență care dă naştere la franje luminoase sau întunecate. Vibrația rezul- 
tantă care trece prin analizor este diferența vectorilor OD și OE 

Sa = S4 sin e — s3 COS a = a sin a cos [cos p(t—i) — cos p(t—t)]. 


Prin transformări, această relație devine 


s = diin 2a sin 2U sinp (t aa 
2 2 
ea reprezentînd o vibrație armonică de amplitudine 
A =asin2asin peh b). (19.6) 


În experiențele de fotoelasticitate, 
există două situații cînd expresia (19.6) 
se anulează, deci pe ecran se obține 
întuneric : 

a) Dacă sin 2a= 0, deci « = nm, în- 
seamnă că, direcția axei de polarizare 
coincide cu o direcţie principală a efortu- 
rilor unitare. Punctele în care este satis- 


făcută această condiţie formează linii 
avînd proprietatea că direcţiile efortu- pa 
fA , 


/soclină 


rilor unitare principale rămîn constante : 
linii izocline (fig. 19.19). Forma acestor 
linii, funcţie de unghiul «, deci de 
montajul folosit, se schimbă mereu atunci cînd se rotesc simultan po- 
laxizorul și analizorul, rămînînd cu planele perpendiculare. 

b) Acolo unde 


Fig. 19.19 


= AR 


Pliit) (19.7) 
se obțin de asemenea puncte întunecate. 
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__ Experimental s-a constatat, de către Brewster, că diferenţa, de fază 
din relaţia de mai sus este proporţională cu diferența, eforturilor unitare 
principale care solicită placa 


îi —t, = ko. — Oa). (19.8) 


Aceasta, este relaţia de bază a fotoelasticităjţii. 
Făcând înlocuirea în (19.7), se obține 


pir (6. — 02) = nr 
2 
respectiv 
2 nm 
pkh 


Se obţine întuneric pe ecran, în spatele analizorului, în punctele în care 
este satisfäcută relația (19.9). 


o. — 03 = (19.9) 


Notiînd 
pielii (49.10) 
pk 
se poate serie 
EES 2. (9.11) 


Constanta, F, măsurată în da N/cm, este o caracteristică a materialului 
transparent şi a luminii folosite. Ba poate fi determinată experimental 
făcînd o experienţă de întindere, la care o 2 = 0. Întinzind placa de ma- 
terial transparent, se obţine la un moment; dat întuneric complet, pentru 
un efort unitar o, deci este satisfăcută relația (19.11) 


i 


Continuînd întinderea, ecranul se luminează şi apoi urmează o nouă 
întunecare, pentru o cînd relaţia (19.11) va deveni 


1)P 
o= CEDE, 


Prin scăderea; acestor expresii, se află 
F = Mon — Gu). 


Pentru Araldit D, constanta, este F =:14 daN/em. 
În locul a două umbre succesive, obținute în timp la solicitarea de 
întindere, se pot realiza, benzi succesive simultane, la solicitarea de încovoiere. 
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Materialele folosite pentru confecționarea modelelor sînt celuloidul, plexi- 
glasul, aralditul, fenolitul, vinilitul. Ultimele trei sînt materiale transparen- 
te sensibile din punct de vedere fotoelastic, care permit să se obțină atît 
liniile izocline cât şi cele izocromatice. ` 

Liniile izocromatice reprezintă locul geometric al punctelor, din mode- 
lul transparent, în care diferența eforturilor unitare principale este con- 
stantă, deci unde relația (19.9) devine 


ai n +a 
pkh 

- Cind se lucrează în lumină monocromatică, ele sînt linii de culoarea 

luminii respective, urmate de spații întunecate. În lumina albă, izocroma- 

ticele au culorile spectrului, fiecare dintre ele avind în tot lungul ei culoarea 

constantă. La bara solicitată la încovoiere pură, spectrul izocromaticelor 

este ca în figura 19.20. Faptul că ele sînt linii paralele arată că în toate secțiu 


(19.12) 


OOE 
G ZI 


I) 


Fig. 19.21. 


Fig. 19.20. 


nile efortul unitar este acelaşi. Faptul că liniile paralele sint echidistante de- 


-monstrează că în secțiune eforturile unitare variază liniar. Dacă bara, este 


simplu rezematä la capete, cu o sarcină concentrată, izocromaticele au 
forma din figura 19.21. Se vede că, pe măsură ce secţiunea este mai depăr- 
tată de mijloc, numărul de linii scade, deci efortul unitar maxim se micşo-: 
rează,. Liniile izoeromatice se obțin numai dacă se lucrează cu materiale 
sensibile din punct de vedere fotoelastic. Din figurile de mai sus se observă, 
modul cum apare în fotoelasticitate fenomenul complex din punctele unde 
se aplică forțe concentrate. În acele puncte se produc eforturi unitare 
locale, care produce o îndesare a liniilor izocromatice. 

Tzoclinele sînt curbe care apar de asemenea pe ecran la încercarea de 
fotoelasticitate. Dacă sistemul polarizor-analizor se roteşte, păstrînd însă 
perpendicularitatea celor două plane de polarizare, forma liniilor izocline 
se schimbă mereu. Se pot trasa astfel familii de izocline corespunzătoare 
rotirii din 5 în 5 a planelor de polarizare. Atunci cînd prezența izoclinelor 
împiedică, examinarea clară a izocromaticeior, primele pot; fi eliminate, 
realizind lumină polarizată circular, prin aşezarea, unor lame sfert de undă, 
din mică, după polarizor și înainte de analizor. Printr-o metodă grafică, pe 
baza, izoclinelor, se pot trasa liniile îzostatice, adică întăşurătoarele efor- 
urilor unitare principale. 

În lucrările de specialitate [75], [77], [80] se arată metodele analitice 
şi grafice prin care se prelucrează spectrele obţinute experimental, spre a 
se putea, determina, mărimea eforturilor unitare. Cu ajutorul metodei 
fotoelastice, se studiază azi pe modele piese complicate, determinînd distri- 
puţia eforturilor unitare în mod corect şi evitind erorile care se fac prin 
calcule aproximative. 
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5. METODA MOIRE-URILOR 


În ultimii ani, s-a pus la punct o nouă metodă optică pentru studiul 
stărilor plane de deformaţie, ca şi pentru studiul plăcilor, numită metoda 
moiré-urilor +). 

În acest scop se folosesc rețele de linii paralele, albe și negre, foarte 
dese, desenate de obicei pe filme transparente. S-au pus la punct diverse 
tehnici de realizare a acestor rețele, care pot avea, de exemplu, 100 linii 
pe centimetru. Grosimea, liniilor negre este egală cu a spaţiilor albe dintre 
ele. 

Fie două astfel de reţele „suprapuse, cu liniile paralele. Dacă liniile 
negre ale ambelor reţele se suprapun, se obţine o imagine ca şi cînd ar fi o 
singură reţea. Dacă liniile albe ale unei reţele se suprapun peste cele negre 
ale celeilalte, apare o imagine complet neagră ; în acest caz, cele două reţele 
sînt; decalate între ele cu p/2, unde p este pasul lor. Cînd decalajul este cu- 
prins între 0 şi p/2, apare o imagine uniformă, cenușie, cu atit mai întune- 
castă cu cît decalajul se apropie de p/2. 

Să considerăm acum că dintre cele două reţele identice, una este lipită 
pe o piesă care suferă o întindere uniformă, iar a doua — rețeaua martor — 
este așezată deasupra ei, avînd liniile paralele cu ale primei reţele. În urma 
întinderii piesei, rețeaua lipită pe ea se lungeşte, pasul ei devenind (L+ e)p. 
Spectrul de interferenţă care se obține prin suprapunerea reţelelor are 
aspectul din fig. 19.22. Liniile întunecate se succed la distanţele D, care 
constituie pasul franjei moiré. Imaginea din fig. 19.22 este moir-ul core- 
spunzător piesei încercate la întindere uniformă, 

Se înţelege că la extremităţile pasului D se suprapune o linie neagră a 
unei reţele peste spaţiul alb al celeilalte. În restul intervalului, există 
diverse decalaje între rețeaua de pas p şi cea de pas (14-e)p. Dacă pe lungi- 
mea D sînt n pasuri ale reţelei p, este evident că vor fi (n—1) pasuri ale 
rețelei (1-+2)p. Se poate serie deci pasul rețelei moiré s 


D = np = (n—1) (1 + e)p 


de unde rezultă, prin eliminarea lui n, 


==, 19.13 
a (19.13) 


Pasul p este cunoscut, pasul D se măsoară şi rezultă lungirea specifică e. 

Este de observat că metoda nu are limitäri în ceea ce priveşte mărimea 
deformaţiilor, fie ele în stadiu elastic sau plastic. În special este recomanda- 
bilă pentru deformaţii relativ mari — metale în zona plastică, materiale 
plastice — acolo unde tensometria electrică nu mai este aplicabilă, 

Există astăzi o varietate mare de moduri de aplicare a metodei moiré- 
urilor. 


1 Sau, simplu, metoda moiré. 
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Se poate mări precizia metodei folosind reţele de pasuri uşor diferite. 
Se folosesc şi reţele moiré formate din cercuri concentrice, la distanțe 
neegale între ele. 


Fig. 19.22. 


Dacă cele două rețele sînt așezate cu liniile înclinate între ele, franjele 
moir€ au aspectul din figura 19.23. 

Dacă cele două reţele sînt cu liniile perpendiculare, se obțin franje 
moiré ce amintesc de izocromatele de la fotoelasticitate. Trebuie subliniat 
că nu există legătură între fotoelasticitate şi moir-uri : astfel, pentru o 
bară solicitată la întindere, la foetoelasticitate nu apare nici o linie, iar 
intensitatea, luminoasă se schimbă cînd forța variază ; la aceeaşi piesă, 
franjele moiré există în permanenţă, iar pasul lor se schimbă cînd variază 
forţa. 

Folosind metode prin reflexie, se pot studia şi alte probleme, de exem- 
plu deformaţiile plăcilor plane. Reţeaua este desenată pe suprafaţa unui 
ecran cilindric. Se fotografiază rețeaua de linii reflectate de o placă lustrui- 
tă nedeformată ; după deformarea acestei plăci, se fotografiază din nou, pe 
acelaşi clişeu, rețeaua reflectată. Prin suprapunerea celor două imagini 
reflectate, se obține o rețea moiré, cu ajutorul căreia se poate calcula, defor- 
maţia plăcii. 

În literatură, există monografii consacrate acestei metode, în care se 
arată tehnica de lucru şi multiplele ei aplicaţii, [79], [80]. 
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Fig. 19.23. 


6. LACURI CASANTE 


Lacurile casante constituie o tehnică utilă pentru studiul deformaţiilor 
pieselor cu stări complexe de solicitare. Aceste lacuri, realizate după diverse 
reţete, au proprietatea, că, se fisurează la o anumită deformaţie. Aplicînd o 
peliculă, de lac casant pe suprafața piesei şi mărind din ce în ce încărcarea, 
se observă locurile unde apar fisurile peliculei, orientarea acestora și extin- 
derea lor pe măsura creşterii încărcării. Experiența arată că fisurile sînt 
perpendiculare pe direcţia lungirii specifice maxime. 

Aceste lacuri se etalonează prin aplicarea pe suprafeţe de piese cu o 
stare cunoscută - de deformaţii, de exemplu bare solicitate la întindere. 

Lacurile fisurează la o anumită deformaţie, pentru o temperatură 


dată şi o umiditate dată. O valoare uzuală este deformația specifică de 
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500 um/m = 500 -10-* pentru o temperatură de 20*C şi o umiditate relativă, 
de 20%. Acestei deformaţii îi corespunde, la piese din oţel, un efort unitar 


o = Be = 2,1 -10° -500 :10-6 = 1050 daN/em?. 


Schimbarea condițiilor de temperatură şi umiditate modifică mult 
valoarea deformaţiei la care lacul se fisurează. De exemplu, o scădere de 
3°0 a temperaturii prescrise, după aplicarea lacului, produce o solicitare 
de întindere a peliculei și face ca ea să fisureze la o deformație de 300 pm/m 
a piesei metalice. 

Lucrînd cu un lac casant etalonat, în condiții bine controlate de tempe- 
ratură și umiditate, se pot măsura eforturile unitare cu precizie de + 10 %. 

De obicei lacul casant constituie o metodă calitativă de studiu, care 
precede măsurarea tensometrică, arătând locurile unde au loc cele mai mari 
deformaţii și direcţiile acestora. 


7. CROMOPLASTICITATEA 


La Institutul de Construcţii din București, sub conducerea acad. Ștefan 
Bălan, s-a pus la punct o nouă metodă experimentală, pe care autorii au 
denumit-o cromoplasticitate. În acest scop, s-au realizat o serie de mase 
plastice, de culoare gălbuie, care au proprietatea că în momentul în care 
sînt solicitate în domeniul plastic îşi sehimbă culoarea : ele se albese în 
partea întinsă și se întunecă în partea comprimată,. 

Realizind modele din astfel de mase plastice şi încăreîndu-le, se pot 
stabili cu precizie locurile de apariție a solicitării plastice, deci secțiunile 
cele mai solicitate. Descrierea modului de lucru şi a numeroaselor aplicații 
ale metodei este dată în monografia [73]. 


8. CONCENTRAREA EFORTURILOR UNITARE 


Experienţa, arată că la piese cu variaţie bruscă de secţiune și la cele cu 
raze de racordare mici, se pot produce ruperi, chiar dacă metoda, clasică 
de calcul arată că nu există pericol. 

Așa, de exemplu, bara cu crestătură periferică din figura 19.24 se 
rupe la un efort unitar mult mai mic decit rezistenţa de rupere c,, dacă 
efortul unitar de întindere este calculat cu relația uzuală o = P/A. 

Fenomenul acesta, foarte important în construcția de maşini, a făcut 
obiectul a numeroase cercetări, care au dus la concluzia că în dreptul 
crestăturilor se produc eforturi unitare mult superioare celor date de calcu- 
lul clasic de rezistenţă. Fenomenul se numeşte concentrarea eforturilor 
unitare, iar variația de secţiune care duce la acest efect; se numește concen- 
tralor. Studiile făcute în teoria elasticităţii arată că la o bară cu concentrator, 
de telul celei din figura 19.25, solicitată la întindere, în loc ca eforturile 


unitare să aibă o valoare constantă pe secţiune 
£, (19.14) 


Oa = 
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ele variază după o curbă care are maximul în fundul concentratorului cm- 
Între efortul unitar nominal cn, calculat pe baza relaţiilor elementare 
din rezistența materialelor, și efortul unitar masim din concentrator Gm, Se 
poate scrie relaţia 
Ou = Q’ Om (19.15) 
unde « > ç este coeficientul de concentrare a eforturilor unitare. La solicitări 
statice, acest coeficient depinde numai de elementele geometrice ale concen- 
tratorului. În figura 19.26 s-a reprezentat efectul de concentrare pentru o 
bară solicitată la încovoiere. 
În construcția de mașini se întîlnesc numeroase tipuri de concentratori, 
cum ar fi: crestături periferice, variații de diametru servind la calarea 


Fig. 19.24. 


Fig. 19.25. Fig. 19.26. 
rulmenților pe arbori, găuri transversale, filete, şanţuri de pană, montaje 
presate între două piese etc. Coeficienții de concentrare respectivi au fost 
studiați în teoria elasticității, în unele cazuri pe cale teoretică, în altele 
experimental, şi se găsesc dați sub formă de grafice sau tabele în literatura 
de specialitate. . 

În figura, 19.27 se arată variaţia lui e la o platbandă cu salt de lăţime, 
făcut prin racordare cu raza, 7, solicitată la întindere. Se vede că « este 
funcție de H/h şi r/h, respectiv că el creşte o dată cu saltul H/h şi că scade cu 
creşterea razei de racordare. Rezultă de aici necesitatea ca racordările să 
fie făcute cu raze cit mai mari. 

În figura 19.28 se dă coeficientul de concentrare al găurii transversale 
într-o platbandă întinsă, Se vede că pentru un diametru foarte mic rezultă 
a = 3, deci în piesă se produc eforturi unitare de trei ori mai mari decât 
cele date de calculul uzual. - 

Cercetările făcute au arătat că la solicitări statice fenomenul de con- 
centrare arătat se manifestă numai în regim de solicitare elastică. La me- 
tale tenace, după atingerea limitei de curgere, efectul de concentrare 
dispare. Din contră, la metalele fragile, acest efect se manifestă pînă la ru- 
pere. Din aceste motive, la solicitări statice coeficienții de concenirare a 


eforturilor unitare vor fi întroduși în calcule numai pentru metalele fragile. 
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Fig. 19.27. 


Fig. 19.28 


Tot probleme de concentrare a eforturilor unitare sînt cele referitoare 
la distribuția eforturilor unitare în jurul punctelor de aplicare a forțelor con- 
centrate. Una dintre cele mai importante probleme de acest fel este cea a 
eforturilor unitare de contact, între suprafețe curbe sau între suprafeţe curbe 
și plane, întâlnită la calculul rulmenţilor, la studiul angrenajeior ete. Astfel 
de probleme îşi găsesc rezolvarea, numai prin metodele teoriei elasticităţii, 
fiind studiate în lucrărie de specialitate [17], [38], [40]. 
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Dintre metodele experimentale folosite în studiul concentratorilor de 
eforturi unitare, cea mai eficientă este fotoelasticitatea. 

Pentru un concentrator de felul celui din fig. 19.27, solicitat însă la 
încovoiere, spectrul liniilor izocromatice este arătat în fig. 19.29. Se nu- 
mără izocromaticele pornind de la cea de ordin zero, aşezată în axa barei, 
în secțiunea de încastrare. În fundul concentratorului se realizează izo- 
cromatica de ordin 19, arătind că aici au loc cele mai mari eforturi unitare. 


Fig. 19.30. ; Fig. 19.31. 


Pentru o platbandă avind două crestături laterale, izocromaticele sînb 
arătate în fig. 19.30. 

Fig. 19.31 arată modul cum se pot determina, prin fotoelasticitate, 
eforturile unitare de contact, produse de aplicarea unei forţe concentrate pe 


un semispaţiu elastic. : 
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9. MĂSURAREA TENSIUNILOR INTERNE 
a. GENERALITĂȚI 


În cele ce urmează vom folosi de preferință denumirea de tensiune, 
mult mai răspîndită — în această problemă — decât cea de efort unitar. 

În accepțiunea, cea mai generală, sub denumirea de tensiuni interne, 
se înțeleg tensiunile care există sau se produc în interiorul unui corp, fără o 
cauză exterioară vizibilă, deci în absenţa unor forțe exterioare. 

Analizind cauzele care le dau naştere, se constată că se pot distinge 
patru feluri de tensiuni interne : 

a. Tensiuni interne în piese care au suferit; răciri inegale, în urma tur- 
nării,  forjării, sudării sau unor tratamente termice. i 

b. Tensiuni remanente care rămîn „după descărcare, în piese din mate- 
riale cu proprietăți plastice, după ce au fost supuse unor solicitări elasto— 
plastice : bare solicitate la încovoiere sau răsucire, tuburi și discuri autofre- 
tate ete. Acestea pot fi calculate, dacă se cunoaşte istoria lor, ca în Cap. 18. 

c. Tensiuni termice produse de variaţii de temperatură, în sisteme cu 
dilatări împiedicate. 

d. Tensiuni de montaj în sisteme static nedeterminate. 

Tensiunile de sub a) şi b) există în piese adesea fără a ne da seama ; ele 
pot fi detectate prin anumite metode, respectiv pot îi anulate prin trata- 
mente termice corespunzătoare. Tensiunile de sub e) şi d) sînt similare 
celor produse de forţe exterioare : ele se anulează îndată, ce. dispare cauza 
care le-a produs. Unele exemple au fost date în Cap. 11. 

În ce priveşte domeniul în care se extind, tensiunile interne sînt : 

— de speja întfia, acelea care sînt; constante pe domenii macroscopice, 
deci care fac abstracţie de structura materialului, considerindu-l amorf, 
izotrop ; . 

— de speja a doua, a treia și a patra, cele care au loc între cristale, în 
interiorul cristalelor și între atomi. 

__ Expunerea care urmează se referă numai la tensiunile interne de 
speța întâia. : : í 

Tensiunile interne au, în majoritatea cazurilor, efecte nefavorabile, 
uneori putînd duce la producerea de accidente cu urmări grave. Aceasta se 
datorește în special faptului că mărimile lor sînt de obicei necunoscute și 
că se adaugă . tensiunilor de lucru din piese, ducînd la stări de solicitare 
peste cele admisibile. Uneori. tensiunile interne, bine dirijate, pot avea 
efect favorabil, de. exemplu măresc rezistenţa la oboseală a pieselor. 

Studiul tensiunilor interne constă în a le calcula, dacă este posibil, 
respectiv a le determina, pe cale experimentală, atunci cînd nu pot fi calcu- 
late. i 

Multă, vreme studiul tensiunilor interne a fost neglijat, fapt care a avut 
consecințe grave în construcţiile metalice. În ultimele decenii, s-a dat o 
atenţie deosebită acestei probleme, creindu-se o literatură de specialitate 
în jurul ei. În lista bibliografică se citează : lucrarea [68] consacrată ruperii 
fragile a plăcilor sudate, deci interesînd construcţiile de nave, avioane, 
autovehicule, poduri, rezervoare, reactoare ; lucrările [69], [70] consacrate 
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studiului tensiunilor de origine termică; lucrarea [71], avind ca temă 
măsurarea, calculul şi efectele tensiunilor interne. 

Ca efecte ale tensiunilor interne, se pot cita : 

Sa existenţa de tensiuni necunoscute, care se adaugă celor de lucru, 

deci măresc pericolul de rupere ; 

— producerea de deftormaţii ; 

— modificarea caracteristicilor mecanice ale materialelor ; 

— producerea de fisuri, sub acţiunea unor agenţi corozivi ; 

— la sticle optice, producerea de efecte fotoelastice dăunătoare. 


b. HĂSURAREA TENSIUNILOR INTERNE DATORITE RĂCERII INEGALE 


„Astfel de tensiuni iau naștere în urma răcirii pieselor turnate, forjate, 
laminate şi a zonelor supuse încălzirii la construcţiile sudate. 


În general, la astfel de piese, în urma răcirii se produce deformaţii, faţă 
de forma teoretică dorită, ca rezultat al echilibrării tensiunilor interne. 
p Mecanismul producerii tensiunilor interne într-o bară cilindrică este 
ilustrat în figura 19.32. În prima fază a răcirii, figura 19.32, a, partea 
exterioară, supusă acțiunii aerului, se răceşte mai repede decit cea centrală. 
Ca urmare, ea se contractă mai mult 
şi exercită asupra părţii centrale un 
efect de compresiune ; opoziţia mani- 
testată de partea, centrală la această 
acţiune produce în partea exterioară 
eforturi unitare de întindere. Cind 
acestea ating limita de curgere la cald 
Om, în partea exterioară se produc 
deformaţii plastice. Cînd partea ex- 
terioară este practic răcită, cea cen- 
trală este încă în stare caldă. Con- 
tinuînd răcirea, partea centrală se 
scurtează, micşorindu-se tensiunile 
interne de compresiune din ea, pînă 
la dispariţie. În continuare, scurtarea 
părţii centrale, datorită răcirii, este 


Partea Portet împiedicată de partea exterioară şi 
exferizară centală ca urmare se exercită un efect de 
a b compresiune asupra părţii exterioare, 


Fig. 19.32, respectiv unul de întindere asupra 
celei centrale, datorită contracției 
împiedicate (fig. 19.32, b). 

În final deci, în zona centrală, care s-a răcit ultima, se produc eforturi 
unitare interne de întindere, în timp de în zona care s-a răcit mai devreme, 
eforturile unitare sînt de compresiune. Aceasta este o regulă generală în 
producerea, tensiunilor interne datorite răcirilor inegale. 
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Întrucît asupra Parei nu acționează nici o forță exterioară, tensiunile 
interne trebuie să dea un sistem de forţe în echilibru 


| Li -d4= 0. 
a 


Ca urmare, într-o parte a piesei tensiunile interne sînt pozitive, iar 
în cealaltă parte negative. 

Tensiunile interne datorite răcirii inegale nu pot fi determinate decit 
pe bază de măsurări. În acest scop s-au imaginat numeroase metode, în 
majoritate distructive. În general, metodele constau în a elimina, prin 
tăieturi, anumite tensiuni interne şi a măsura, prin tensometrie, deforma- 
tiile care se produc în urma tăieturilor. 

Pentru piese turnate, tensiunile interne pot fi ușor măsuraite cu ajutorul 
epruvetei în formă de jug, reprezentată în figura 19.33. Bpruveta, simetrică 
faţă de axa verticală, are două bare laterale, de secțiuni A. şi o bară cen- 
trală, de secţiune sensibil mai mare, £z, precum şi două traverse, sus și jos, 
destul de rigide, spre a putea fi considerate indeformabile. 

Fie o, şi o. tensiunile interne necunoscute, considerate uniform distri- 
buite pe secţiunile ceor trei bare. În bara centrală, mai groasă, care se ră- 
cește ultima, tensiunile sînt de întindere, iar în cele laterale, de compre- 
siune. : 

Se marchează două repere pe bara centrală, la o distanță măsurată cu 
ajutorul unui extensometru. Se taie bara centrală între repere, ceea ce face 


ca eforturile unitare din ea 
să dispară. Ca urmare, datorită 
faptului că bara nu mai este 
întinsă, distanța dintre repere 
se micşorează cu Al. În același 4, 
timp, în urma tăierii barei 
centrale, cele laterale se eli- 
berează de eforturile unitare 
de compresiune, deci se lun- 
gesc, ceea ce are ca efect o. 
îndepărtare a reperelor de pe 
bara centrală. 

Micgorarea distanţei din-  % 
tre repere rezultă deci din 
suprapunerea unei scurtări 
datorite eliberării eforturilor 
unitare oz şi unei lungiri, da- 
torite eliberării lui o 


AL 02 Si 
Este 3 + p 


7 
(19.16) 


İntindere 


Fig. 19.33. 
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A doua ecuaţie se obține din condiţia; de echilibru a forțelor date de 
tensiunile interne 


Asoa + 2 Ac, =0. (19.17) 


Rezolvarea sistemului dă valoarea tensiunilor interne 


A 4 
g = — BR 
T 244A, 
(19.18) 
o =F LEE T 
1 2AA 


Mărimea s = Alf} se citește direct pe extensometru. 


Pentru, piese cilindrice, tensiunile interne pot fi măsurate prin metod 
strunjirii exterioare sau interioare. r 


Se consideră bara cilindrică din figura 19.32, b, avînd tensiuni interne 
necunoscute. Se măsoară cu precizie lungimea barei, apoi se strunjese 
succesiv straturi subțiri, repetînd măsurarea lungimii, de fiecare dată, după 
ce s-a restabilit temperatura de regim. Prin înlăturarea acestor straturi, se 
eliberează o parte dintre tensiunile interne, iar cele rămase produc variația 
lungimii barei. Măsurind aceste variații, se stabilesc relații care duc la 
calculul tensiunilor interne. Strunjirea, se poate face şi de la interior spre 
exterior, dacă pentru. studiul respectiv se folosese epruvete tubulare. 

i j Tensiunile interne din plăci groa- 
AL ez os se, datorite. sudurilor, răcirii după 
| 
] 
| ; 
anl 


eliberarea lor cu ajutorul unor secţiuni. 
Se consideră placa ABOD din figura 
19.34, în care există tensiuni interne, 
de exemplu datorite unor cordoane 
de sudură. Se detaşează, prin tăiere 
cu ferăstrăul sau cu flacăra, un ele- 
ment de placă abed, avînd laturile de 
cîțiva centimetri. Executind aceste 
tăieturi, elementul abed este eliberat 
"+ de tensiunile exercitate asupra sa de 

IER: j către restul plăcii. Înainte de execu- 
ZF o rig tarea tăieturilor, pe elementul abed se 
Fig. 19.34. `- fixează o serie de repere, 1, 2, 3,... 

i între care se măsoară distanțele ls, 

la3 ls» CU precizie, cu ajutorul unui extensometru. Mäsurînd, după tăiere, 
aceleași distanțe, se constată că ele au variat cu Als, Als, Alag, datorită 
eliberării tensiunilor interne. Ca urmare, se cunosc lungirile specifice pro- 


| laminare, pot fi puse în evidenţă prin 


| 

ip 
i za 
l i 

| i | 
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Da ai 


duse în urma eliberării tensiunilor interne 


A 
E = z ; 
2 
_ Ales — Aha 
E23 = L.’ 133 = 7 
23 13 


Ou ajutorul relațiilor din tabelul 19.1, se calculează ușor mărimile 
tensiunilor interne eliberate. 

Se precizează că în măsurarea tensometrică, pentru determinarea varia- 
ției Al, aparatul de măsură trebuie să se mențină pe piesă tot timpul cât 
durează operațiunea care produce variaţia de lungime. În cazul de faţă, 
aparatul trebuie să se afle pe piesă înainte de executarea tăieturilor, să se 
menţină pe ea în timpul executării tăieturilor şi să se facă citirile după ce 
piesa s-a răcit, în urma tăieturilor. Operația de tăiere fiind destul de 
brutală, nu permite menţinerea, extensometrului pe piesă, cu atit mai mult 
cu cît este necesar a avea mai multe aparate, pentru a măsura, simultan 
pe mai multe direcţii. Experienţa se realizează cu ajutorul unui tensometru 
de construcție specială, care foloseşte pentru marcarea reperelor 1, 2, 3, 
bile de oţel aplicate pe piesă. Dacă placa este de oţel, se folosese bile, cu 
diametrul de 1,5 mm, care se introduc pe jumătate, prin presare, în materia- 
Iul studiat. Dacă placa este de fontă, se folosesc jumătăţi de bile, aplicate 
prin lipire. În acest fel, se pot măsura, cu ușurință distanțele dintre reperele 
1, 2, 3, înainte şi după detensionare, cu ajutorul unui extensometru cu 
ceas comparator, determinîndu-se variațiile Als, Alas, Alig- 

Metodele expuse, ca şi altele asemănătoare, sînt metode distructive, 
deci piesele în cauză nu mai pot fi recuperate. Aceste metode au în special 
rolul de a pune în evidență tensiunile interne, de a da indicaţii asupra mări- 
mii lor, urmînd a fi luate în considerare în calcule, respectiv a se aplica, 
tratamente adecvate de detensionare. 

Pentru cazurile în care determinările distructive nu pot fi acceptate, 
s-au imaginat şi unele metode nedistructive de măsurare a tensiunilor 
interne : metoda, roentgenografică, metode magnetice, metoda fotoelastică,, 
metode ultraacustice. În general aceste metode se găsesc în faza de cerce- 
tare şi încă nu pot satisface pe deplin nevoile tehnicii. 


e. DETERMINAR EA TENSIUNILOR 


IN ODA GĂURIEII, 
U AJUTORUL ROZETE ; 


IN T 
TENSOMETRICE:) 


Se va descrie metoda găuririi pentru determinarea tensiunilor interne 
în piese care au stare de tensiune uniformă, pe grosimea lor, de exemplu 
table solicitate la întindere. Considerînd o astfel de placă, solicitată prin o 


1 După un studiu publicat în Messtechnische Briefe Nr. 3/1968. 
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stare plană, la care se cunosce eforturile unitare principale c, o» pe o 
direcție oarecare « (măsurată față de o, cum se arată în partea stîngă a 
fig. 19.35), precum şi perpendicular pe aceasta, se pot calcula eforturile 
unitare o cu relația (8.7) respectiv cu una analogă 


o = ata + me cos 2e 
(19.19) 
o = AE A SS 
2 2 


Într-o placă analogă, arătată în partea dreaptă a figurii 19.35, avind 
însă o gaură de diametru 2a, cele două eforturi unitare, la o distanță 7 
de centrul găurii, au expresiile, stabilite în teoria elasticității 


1 Sa a a at 
i (aa +a) cos2a |+ 
„Sa a? a at 
E-z E 5 ( Ta TIa COS 2a 


(19.20) 


„__ d a at 02 a? 
s! IEI | (1 Fa oosaa] +1 + + 
ai 
+ (155) cos2a |. 
pă 


În aceste relaţii, G, Şi ca sînt eforturi unitare care au loc la distanță 
mare de gaură, deci care sînt aceleaşi indiferent dacă placa este gănrită 
sau nu. 


Fig. 19.35 
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Să presupunem că în placa cu tensiuni interne se execută o gaură de 
diametru 2a. În acest caz, în vecinătatea, găurii, starea, de tensiune, care 
iniţial era dată de relaţiile (19.19), se transformă în cea dată de relațiile 
(19.20). Cu alte cuvinte, în punctul situat la distanța r de centrul găurii, 
au loc variațiile de eforturi unitare obţinute prin scăderea, celor două relații 


i a oi + c 0, — 92 a qi 
Ac, > 07— a pri = } 3 4 i +3 E cos 2« 
(19.21) 
2 AS 4 
Ag ratia Aa Bz E a a Goo, 
72 2 2 ri 


Acestor variații de eforturi unitare le coresund, în punctul respectiv, 
lungirile specifice 


Ep = (Aa — vAs,); & = = (Ac, — vAs,). 


În realitate nu se pot măsura, chiar langirile specifice într-un punct, ci, 
cu ajutorul unui traductor tensometric de lungime 1, = Pa—r, (fig. 19.36), 
se măsoară o lungire specifică medie, pe o direcţie radială «, dată de relația 


a = ( e,dr = 


E, 


l y (Ac, — vA) dr 


Ta — Pin Era — n) Îi 


care, prin înlocuiri și integrare, devine 


2 Ps 
2 a: [aa a+w(2 = paa S2 cos2af 4 F= 5 
E(r,—r;) 2 A To fi 2 2 


a). 


Se pot face următoarele notații simplificatoare pentru constantele din 
această relație 


2 Ter, i 
die (19.22) 


B = 2a? (- 1 pitt) 
4 E 


rier? 


semnificația literelor a, 7}, 72 rezultînd din figura 19.36. 
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Cu aceasta, lungirea specifică măsurată de traductor devine 
Ea = ta, + 92) +2 (o, — 62) COS 2e. (19.23) 


În problema de faţă, sînt necunoscute cı, cz. Pentru a le putea calcula 
este nevoie de trei ecuaţii, obţinute în urma măsurării lungirilor specifice 
pe trei direcţii radiale. În acest scop se folosește o rozetă tensometrică 
pentru tensiuni interne. Aceasta, se lipește în locul în care se face măsurarea, 
se echilibrează puntea pe rînd pentru cei 
trei traduetori, se execută apoi cu burghiul, 
în centrul rozetei, gaura de diametru 2a şi 
se măsoară lungirile specifice pe direcţiile 
celor trei traductori. Fie ca, e e. lungirile 
specifice măsurate de traductorii rozetei 
din figura 19.36. Luînd ca origine pentru 
unghiuri direcția traductorului £, cele trei 
lungiri specifice sînt, conform relației (19.28) 


Ea =ź (a + 02) +5- 02) cos 2a. 


a = lort on +F (oi — aheosăte-+1859) 


A B 3 
Ee F (c+ 62) 4 pla o2)cos2(a— 135"). 

Acest sistem poate fi rezolva în func- 
ție de necunoscutele c; o şi œ (care va 
fi notat ọ): 


Fig. 19.36 


a, = Beta + e) Va a Fa = 


(19.24) 
| oa = Dr tea t e) = DV Fes 
ig2p =— T. (19.25) 


Dep — Ep — Ec 


În acest fel, s-au găsit cele două tensiuni interne principale și direcţiile 
lor față de traductorul e4. A 

În figura 19.37 se arată aspectul unei rozete tensometrice pentru tensiuni 
interne. Pentru rozeta cu unghiuri de 45°, arătată în figura 19.38, relaţiile 
(19.24) rămîn valabile, în timp ce relația (19.25) se înlocuieşte prin 


Pai Ce (19.26) 


te 29 = 2 
a “pc 
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Ă În ce privește unghiul 2ọ, el se măsoară în sens trigonometric jde la 
direcția sa. În funcție de semnele pe care le au numärătorul şi numitorul din 
relațiile (19.28), (19.26), unghiul 2q se găseşte în cadranele indicate de tabe- 

ul 19.2. 


Fig, 19.37 Fig. 19.38 

Tabelul 19.2 
Numărătorul + $ + = Se 
Numitorul + — — + 
Unghiul 29* 0—20 90—180 180—270 270—360 


IE Aa i O E a E E E ON A CI i EI 


PARTEA II 
CALCULUL DE REZISTENȚĂ 


CAPITOLUL 20 


ÎNCERCĂRILE MECANICE ALE MATERIALELOR. 
RUPEREA MATERIALELOR 


4. SCOPUL ÎNCERCĂRILOR MATERIALELOR 


Cum se arăta la începutul volumului, pe baza unui număr de ipoteze 
privind corpurile deformabile, se stabilesc o serie de relaţii ce exprimă 
eforturile unitare şi deformaţiile. Pentru eforturi unitare, relaţiile de calcul 
sînt, adesea, complet independente de felul materialului. Pentru deformaţii, 
este necesară cunoașterea constantelor elastice E, G, v. 

Limitind cunoaşterea materialului la cele expuse, este imposibil a face 
un calcul de dimensionare, sau un calcul corect; de verificare a unei piese. 

Este necesară, în plus, cunoaşterea unei serii de caracteristici, mecanice 
ale materialului, specifice solicitării la care este supus. Determinarea, aces- 
tora face obiectul unei ştiinţe cu pronunțat caracter experimental — încer- 
zările mecanice ale materialelor — asupra căreia, se vor da unele noţiuni 
sumare în acest capitol. Încercarea mecanică a materialelor, singură, nu 
este suficientă pentru cunoaşterea acestora în vederea proiectării de rezis- 
tență. Sint necesare, în plus, cunoștințe de metalurgie, chimie, fizica, 
metalelor. | 

Încercarea, materialelor permite stabilirea unor stări limită, pe baza 
cărora se pot alege rezisienţele admisibile. Această problemă va fi examinată, 
în amănunt, în capitolul următor. 

Pentru a face încercări mecanice ale materialelor, este nevoie de : 

— epruvete, avind diferite forme și dimensiuni, adeseori standardizate ; 

— maşini şi aparate de încercat, avind rolul de a aplica epruvetelor 
diverse sarcini, spre a realiza cazurile de solicitare analoge celor studiate 
pe cale teoretică ; 

— aparaie de măsurat forțe şi deformaţii. 


597 


La încercarea unui material trebuie să se măsoare două feluri de 
mărimi : eforturile unitare şi deformaţiile. Pentru primele, se măsoară în 
general sarcinile aplicate epruvetelor şi apoi se aplică formulele de re- 


zistență cunoscute, corespunzătoare felului solicitării. În cazuri complicate, 
se recurge la metode speciale experimentale, cum sînt metoda, fotoelastică,: 


analogia cu membrana ete. Pentru măsurarea deformaţiilor servese 
extensometrele cu care se pot măsura deformajii de microni. Avînd măsu- 
rate aceste două mărimi, se pot trasa curbele caracteristice ale materialelor. 


2. CLASIFICAREA ÎNCERCĂRILOR MECANICE ALE MATERIALELOR 


Sectorul încercării materialelor este foarte vast, el. cuprinzind totali- 
tatea laboratoarelor fizice şi chimice. Încercările mecanice ale materialelor 
fac parte din grupa încercărilor fizice, rezistența materialelor şi mecanica 
fiind capitole ale fizicii. Făpînd o clasificare în mare a încercărilor materia- 
lelor, ele pot fi grupate astfel : ` 

a) încercări mecanice : încercări de rezistență, duritate, uzură, încer- 
cări tehnologice ; 

b) încercări fizice (altele decit cele mecanice) : defectoscopie, deter- 
minări ale proprietăților termice, optice, magnetice, electrice, determi- 
narea densităţii etc. ; 

c) încercări metalografice ; 

d) analize chimice. 

În studiul rezistenței materialelor interesează doar încercările din grupa 
a de mai sus, în special cele de rezistență şi duritate. 

Conform STAS 6967-72, încercările metalelor pot îi clasificate după 
diverse criterii : : ş 

— după tipul solicitării : tracţiune, compresiune, încoyoiere, răsucire, 
fortfecare, presiune de contact, solicitări compuse ; 

— după modul de acţionare al solicitării : i . 
statice, eu acţiune : progresivă, constantă, regresivă, oscilantă ; 
dinamice, cu viteză de solicitare mai mare de 10 da N/mm? -s; 

— după temperatură : în condiţiile atmosferei ambiante, la cald, la rece ; 

— după durată: de scurtă durată (sub 100 ore), de lungă durată; 

— după felul caracterisiicilor examinate : de rezistenţă, tehnologice. 

O dlasiticare .a încercărilor de rezistență, după criteriu combinat, este 
dată în tabelul 20.1, după STAS 6967—72. 


3. MAŞINI PENTRU ÎNCERCĂRI STATICE 


Din clasificarea făcută mai sus, rezultă că există diferite mașini de 
încercat, care corespund diferitelor încercări de materiale enumerate. 

Dintre acestea, cele mai cunoscute sînt mașinile pentru încercări 
statice. Dată fiind importanţa lor, aceste mașini au ajuns a se construi azi 
în serie, în anumite forme care tind spre tipuri standardizate. Mai mult, 
s-au construit mașini universale, care pot executa mai multe feluri de 
încercări : tracțiune, compresiune, încovoiere ete. - 
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Tabelul 20.1 
ÎNCERCĂRI DE REZISTENȚĂ ALE METALELOR 


i E SPRIE AN N N N a NIN i NE SN NN RI a e 


Încercarea PRRI, x 
Solicitarea Caracteristici stabilite 
Denumirea STAS 
În a ii 
Tracţiune 200-75 
6834-75 ; 6638-70 Limita de curgere, rezistenţa lai 
6605-67 ; 2649-69; rupere, alungirea la rupere! 
6951-69 ; 2172-74 ; (As, A) gituirea 
6718-69 
i r Limita tehnică de fluaj, rezistența 
Tracțiune Fhiaj 6596-73 ; 8804-71 tehnică de durată 
` Relaxare 7209-70 Limita tehnică de relaxare 
Tracţiune M 
dinamică Energia de rupere 
Oboseală 8027-67 Limita de oboseală, rezistenţa la 
la tracţiune T oboseală pentru N cicluri 
P 5 Limita de curgere, rezistența la 
Compresiune Compresiune 155207 compresiune, scurtarea specifică 
Flambaj ` Rezistența la flambaj 
i Rezistenţa la încovoiere, săgeata 
Încovoiere 1660-69 la încovoiere 
Încovoiere prin | 7511-73 ; 1400-75; N 
N şoc 6833-70 ; 7400-66 ; Energia de rupere, reziliența 
Încovoiere 6774-70 
Oboseală prin ge i ; 
Limita de oboseală, rezistența Ia 
ler 5378-09 la durabilitate limitătă 
Torsiune Rezistenţa ia torsiune 
ăsuciee Răsucire dina- Energia de rupere 
mică 
Forfecare Forfecare 7926-67 ; 7927-67 Rezistența de forfecare 
Strivire Rezistența de strivire 
165-66 ; 493-67 ; 
Duritate 492-67 ; 6623-70 ; Duritatea Brinell, Vickers, 
statică 7057-70 ; 7236-73 ; Rockwell 
Presiune de 8251-68 ; 8527-70 
contact Duntes dec | IP, 3 
uritate de 
durată Duritatea de durată 
Duritate 8315-69 Duritatea dinamică (Shore) 
dinamică 
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Caracteristica, principală a unei maşini de încercat statică este forța 
maximală, pe care poate să o dezvolte. Se construiesc curent maşini uni- 
versale pentru forțe maximale de 5000, 10 000, 30000, 50000, 100 000 daN, 
precum şi maşini mai mari, pentru scopuri industriale sau de cercetare. 
Pentru sarcini relativ mici, sub 1 000 daN, se construiesc de obicei maşini 
de încercat; la tracţiune, pentru sîrme, fibre textile, hîrtie, cauciuc ete. 


a. MECANISMELE MAȘINILOR DE ÎNCERCAT STATICE 


Principial, o mașină de încercat se compune din două grupe de meca- 
nisme : mecanismul de încărcare, avind rolul de a produce şi aplica sarcinile 
asupra epruvetelor, și mecanismul de măsurare, avind rolul de a măsura — 
cât mai precis — sarcinile aplicate epruvetelor. Aparatele pentru măsurarea 
deformajiilor sînt de obicei separate de maşina propriu-zisă, luînd numele 
de extensometre. De multe ori însă, maşinile de încercat posedă şi aparate 
înregistraitoare ale curbelor caracteristice, pe care se înregistrează diagra- 
mele rezultind din încercări. 

1) Mecanismul de încărcare axe rolul de a transmite mişcarea de la 
electromotor-sau de la manivelă, spre a produce forța care se aplică asupra 
epruvetei. Această transmitere se poate face : 

— mecanic, în general prin sistemul șurub-mele — roată „melcată ; 

Sa hidraulic, folosind pompe care trimit ulei sub presiune în cilindrul 
maşinii. 

2) Mecanismul de măsurare poate fi executat în forme destul de 
variate. Astfel, măsurarea sarcinii aplicate epruvetei se poate face pe cale 
mecanică, hidraulică sau miztă. 

a) Mecanismele de măsurare mecanice au un pendul, acționat 
mecanic, ea în figura 20.1. Examinînd desenul, se vede că forța variabilă P, 
aplicată epruvetei, este echilibrată incontinuu de către pendul, al cărui 
braţ de pirghie b variază cu înclinarea tijei pendulului. Acul din faţa cadra- 
nului gradat măsoară direct forța P. Aşezând greutatea G în diverse poziţii 
(mai sus sau mai jos) pe tija sa, sau variindu-i mărimea prin adăugare de 
discuri, se pot realiza mai multe cîmpuri de măsurare a sarcinilor. Maşinile 
moderne au cite 2—3 cîmpuri, spre a putea măsura, suficient de exact, 
atît sarcini mari cit şi sarcini mici. i 

b) Mecanismele de măsurare hidraulice sint : 

—manometre, măsurind presiunile din interiorul cilindrilor 
mașinilor cu acţionare hidraulică ; : 

—cutii de măsurat, aşezate în capătul axei principale a 
maşinii, care măsoară forțele de baza deformajiilor unor membrane elastice, 
transmise — prin ulei — la manometre. La cutia din figura, 20.2 deforma- 
piile mici ale capacului E, produse de forța P, sînt; transmise membranei M 
şi apoi aceasta face să varieze presiunea, indicată de manometrul A. 
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c) Mecanismele de măsurare mizlă sînt pendulele acţionate hidraulice, 
numite şi manometre-pendul. Ele sînt răspîndite la mașinile de încercat 


Fig. 20.1 


moderne, putînd fi folosite atât la mașini cu acţionare hidraulică cît şi la 
mașini cu acţionare mecanică. 


b EXEMPLE DE MAŞINI PENTRU ÎNCERCĂRI STATICE 


În această grupă sînt cuprinse mașinile pentru încercări de tracţiune, 
compresiune, răsucire şi maşinile universale. Se dau, mai jos, două exemple 
tipice de astfel de maşini. 

a. Maşină universală, cu actionare hidraulică și măsurare prin mano- 
metru-pendhul 

În figura 20.3 se arată schema. unei mașini de încercat universală, la 
care se pot; executa, încercări de tracţi- 
une, compresiune, încovoiere, încercări 
tehnologice etc. 

Acţionarea se face pe cale hidra- 
ulică prin ulei, a cărui presiune este 
dată de o pompă, nefigurată pe desen. 
Uleiul intră în cilindrul mașinii, acţio- 
nează asupra pistonului P, iar acesta 
pune în mișcare cadrul mobil M. 
Mașina are un cadru fix A, legat; de 
placa. de fundaţie. Se observă că unul 
din platourile O pentru compresiune 
și una din fălcile F pentru tracţiune 
fac corp comun cu cadrul mobil M, iar 
celelalte sînt solidare cu cadrul fix A. 
În acest; mod, pentru același sens de 
deplasare a pistonului P, se poate rea- 
liza fie o încercare de compresiune ` Fig, 203 
între platourile C, fie mma de tracţiune 
între fălcile F. Aşezînd reazemele necesare, între platourile C, se poate 
realiza montajul pentru încercarea de încovoiere. Măsurarea forțelor se 
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Fig. 20.4 


| 


Fig. 20.6 
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face prin manometrul-pendul MP, arătat în partea dreaptă a desenului. 
Uleiul din cilindrul maşinii trece, cu aceeaşi presiune, în cilindrul mano- 
metrului-pendul şi deplasează cadrul solidar cu pistonul. Mişcarea cadrului 
este transformată în rotire a acului pendulului. Cadranul indică forţa apli- 
cată epruvetei. 

La maşinile moderne, grupul de pompare și manometrul-pendul for- 
mează de obicei un ansamblu separat de restul mașinii, spre a-l feri de 
şocurile care se produc în momentul ruperii epruvetei. Aşa este și maşina 
arătată în figura 20.4. 

Fälcile mașinilor de încercat sînt piese puternice, din oţel, avind în 
interior dispozitivele de fixare a epruvetelor. Unul dintre cele mai frecvente 
dispozitive este cel cu pene, prevăzute cu dinţișori, schiţat în figura 20.5. 
Prin coborire, epruveta F este strinsă de către penele P, iar dinţişorii pä- 
trund în suprafaţa, epruvetei, împiedicînd lunecarea. Spre a realiza o 
centrare cât mai perfectă a epruvetei, evitind întinderea excentrică, ce ar 
cauza, eforturi unitare de încovoiere, falca poate avea reazeme sferice 8, 
La epruvetele cu cap se poate folosi sistemul de prindere cu inele din două 
bucăţi, arătat în: figura 20.6. Acest mod de prindere este recomandat pentru 
epruvete din oțel foarte dur, unde fixarea prin pene nu este satisfăcătoare. 

B. Maşină pentru încercări de tracțiune 

În figura 20.7 s-a schițat o maşină pentru încercări de tracţiune, cu 
acţionare mecanică și măsurare prin pendul. Mişcarea de rotaţie a melcului 
M, acţionat manual sau prin motor, este transformată, în mișcare de 
translație prin sistemul şurub-piuliță S, iar şurubul produce deplasarea 
făleii F. i 

Forţa, de întindere aplicată asupra epruvetei E este transmisă prin 
lanţul L ia pendulul P şi măsurată pe scara gradată G. Astfel de maşini se 
construiesc pentru forţe mici, fiind folosite la încercarea firelor metalice, 
textile, a ţesăturilor, cartoanelor etc. 


4. NOŢIUNI ASUPRA ÎNCERCĂRILOR STATICE ALE MATERIALELOR 
a. ÎNCEROAREA LA TRACȚIUNE A METALELOR 


Încercarea, la tracţiune este principala metodă pentru determinarea 
caracteristicilor mecanice ale materialelor ; pentru metale, ea se execută 
conform STAS 200 — 75. ` 

În cele ce urmează se vor da citeva detalii, în completarea celor expuse 
în cap. 1. 

Ëprwvetele pot fi de secțiune circulară, ca în figura 1.11, sau dreptun- 


ghiulară, cu raportul = < 4, ca în figura 20.8. Lungimea epruvetelor se 
a 


ia aşa fel ca să se respecte un raport n între lungimea inițială Lo şi diametrul 
inițial do: 

— la epruvete proporționale normale : n = 5; 

— la epruvete proporționale lungi: n = 10. 
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Pentru alte secțiuni decît cea, circulară 


n= 2I 20.1 
1,134, a 
Partea calibrată a epruvetelor are lungimea : 
— la epruvete de secțiune circulară 
Le = Lo + 240; (20.2) 
— la epruvete plate, cu Ao = obo 
I, = Lo + 2V5.. (20.3) 


Fig. 20.8 


Razele de racordare spre capete sînt indicate pe cele două figuri. 
it Caracteristicile mecanice care se determină la, încercarea la tracţiune 
sînt : 

a. Rezistenţa la rupere 


Ra = = G (20.4) 


unde F,, este forţa maximă citită la maşină. 
p „B. Limita de curgere. În funcție de traseul curbei caracteristice, această 
mărime se defineşte (şi se numeşte) în diferite feluri : 

— limita de curgere aparentă R, este raportul dintre sarcina la care 
apare o creștere a lungirii fără mărirea, sarcinii şi aria secţiunii iniţiale. 
Se poate determina, conform fig. 1.13, o limită de curgere superioară Rex şi 
una inferioară — Ra; 

— limita de curgere convenţională Rpo,2 = Goa, corespunzătoare unei 
alungiri remanente de 0,2% după descărcarea epruvetei, fig. 1.15. 

y. Alungirea la rupere 


Ar = La = Do. 100 % (20.5) 
Lo 
în care Lu este lungimea între repere după rupere ; indicele n se scrie numai 
cînd este diferit de 5. 

Se dau, după STAS 200-75, unele precizări referitoare la determinarea, 
alungirii la rupere. După ruperea epruvetei, se aşază cap la cap cele două 
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bucăţi şi se măsoară lungimea ultimă dintre repere Lu. Aceasta se poate 
face în unul din următoarele feluri, în funcţie de locul unde se află ruptura 
pe lungimea, epruvetei: 

— cînd ruperea are loc în treimea mijlocie a epruvetei, se măsoară dis- 
tanţa, Lu între reperele care au delimitat inițial pe Lo; 

— cînd ruperea are loc în una din trei- 
mile de la capete, lungimea Ly se calculează 
din deformaţiile parţiale ale epruvetei. 

În acest scop, încă înainte de încercare, 
se împarte lungimea, calibrată a epruvetei în 
o serie de intervale egale, în general Q = 10. 

Se marchează cu A reperul extrem al 
porțiunii scurte a epruvetei și cu B al 
doilea reper, după secțiunea de rupere, de pe 
porţiunea lungă (fig. 20.9). Se notează cu g 
numărul de intervale dintre A și P. 

Dacă q este număr par (fig. 20.9, a) se ia 
g P 4 intervale în 


un reper 0, la o distanță de 


dreapta lui B şi se determină lungimea ulti- 
mă cu relația 


Is = AB +2 BC. (20.6) 


Dacă q este impar (fig. 20.9, b) se iau două repere: reperul C la 
distanța de i 


Q—4-1 
2 
intervale, respectiv reperul 0” la distanța de 
Q—4-1 


2 unic 


intervale, în dreapta lui B. În cazul figurii, q = 3 intervale, BO = 3 inter- 
vale, BO’ = 4 intervale. 
Lungimea ultimă, în acest caz, este 


La = AB + BO + BC. (20.7) 
3. Gituirea la rupere 
z = 0: 100 % (20.8) 
unde A, este aria iniţială a secţiunii transversale, iar Ay. — aria secțiunii 
de rupere. í 
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În buletinul de încercare se menţionează : forma și dimensiunile 
epruvetei, caracteristicile mecanice determinate, condiţiile de prelevare a 
probei, defectele identificate. 


b ÎNCERCAREA LA COMPRESIUNE A METALELOR 


Pentru încercarea, la compresiune a metalelor, conform STAS 1552-67 
se folosesc : 

— epruvete normale cu d = h = 30 mm, 

— epruvete proporţionale, cu d = k = 10...30 mm, 

— epruvete speciale, cu d = 10 . ..30 mm, h = 2,5 d...3d. 

Se determină acelaşi caracteristici mecanice ca la încercarea la trac- 
piune. La oţeluri de mică rezistenţă, nu se poate realiza ruperea prin com- 
presiune. 


5. ÎNCERCĂRI DE DURITATE 


Duritatea este proprietatea materialelor de a rezista la acţiuni me- 
canice care tind să le distrugă suprafaţa. Pentru materialele cu structură 
omogenă, s-au stabilit diferite relații statistice între duritate şi rezistenţa, 
la rupere. Aşa, de exemplu, la oțeluri-carbon se poate lua 


o, = 0,36 HB, (20.9) 


unde HB este duritatea Brinell a; materialului. 

Măsurarea durității nu necesită ruperea, epruvetei sau a piesei încer- 
cate, deci face parte din categoria încercărilor nedistructive. Din acest 
punct de vedere, încercarea durității este foarte avantajoasă pentru con- 
rolul pieselor gata fabricate sau al semifabricatelor, mai ales pentru piese 
mari, unicate, recepţionări ete. Evident, încercarea durității nu înlocuieşte 
total încercarea la tracţiune, care este încercarea de bază a materialelor. 

Avantajul pe care îl prezintă încercarea, durității a făcut să se răspin- 
dească o mare gamă de metode de încercare, “statice sau dinamice, cu 
aparate de laborator sau portative. Este interesant de subliniat că duritatea 
nu este o mărime fizică definită în mod univoc : există metode care măsoară 
duritatea în daN/mm ?, altele o măsoară în mm, în daN, în s ete., după 
principiul de funcționare al aparatului de măsură. 

Printre cele mai cunoscute metode de măsurare statice a durității 
sînt metodele Brinell, Vickers, Rockwell. 

În metoda Brinell — STAS 165-66 — , duritatea se măsoară prin 
aplicarea statică a unei forțe P, cu ajutorul unui penetrator sferic de 
diametru D, pe suprafața lustruită a epruvetei (fig. 20.10). După înlătu- 
rarea sarcinii P, pe epruvetă rămîne o amprentă, sub forma unei calote 
sferice cu baza de diametru d. Duritatea este definită ca raport între mări- 
mea forței de apăsare şi suprafaţa laterală a amprentei (calotei) lăsate pe 
piesă 
P 


HB D 
Z di Pt 


[daN/mm 2]. (20.10) 
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Pa 


ar 


De obicei, la o încercare dată, P şi D sînt constante : mäsurînd cu o 
lupă diametrul d, se găseşte în tabele, duritatea HB. 

În metoda Vickers — STAS 492-67. — , penetratorul este o piramidă de 
diamant cu unghi la vîrf de 135 (fig. 20.11). Modul de executare a încercării 


y 


T 
Li 


Fig. 20.10 Fig. 20.11 
şi cel de definire a durității sînt; similare celor de la metoda Brinell. Aici 
se măsoară diagonala d a epruvetei. 

Metoda Rockwell are mai multe variante, cele mai răspindite fiind 
Rockwell C şi Rockwell B. În metoda Rockwell 0, penetratorul este un con cu 


-unghiul la virf de 120°, iar în metoda Rockwell B, o bilă de oţel. 


În figura, 20.12 se arată schematic modul de executare a încercării, 
care cuprinde trei faze : 
— Se aplică o sarcină iniţială Pg sub efectul căreia penetratorul pä- 
trunde în piesă pe o adincime a. 
. — Se aplică apoi, peste sarcina P., o suprasareină P, sub efectul căreia, 
adîncimea de pătrundere creşte, 


Fig. 20.12 


— Se anulează suprasareina P, menţinînd. sarcina inițială Po. În 
acest fel, penetratorul rămîne la un nivel cu e mai jos decît unde a fost la 
sarcina iniţială Po. 
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Duritatea Rockwell are valoarea 
HR =E —e, 


unde e este adîncimea menționată mai sus, iar E o constantă arbitrară, 
avînd valoarea 100 la încercarea C și 130 la încercarea B. Oifrele 100 şi 130 
reprezintă un număr egal de diviziuni de 0,002 mm fiecare. 

Încercarea Brinell se aplică la materiale cu duritate mică sau mijlocie, 
pînă la HB < 500. La materiale cu duritate foarte mare, se aplică metodele 
Vickers sau Rockwell. 

Mărimea durității obținute prin cele trei metode este complet diferită. 
Există însă tabele comparative, cu care se poate trece de la valoarea duri- 
tății măsurate printr-o metodă la valoarea dată de altă metodă. 


6. ÎNCERCĂRI LA ŞOC 


Încercările acestea au rolul de a determina, comportarea materialelor 
la sarcini aplicate bruse, prin şoc. Studiul solicitărilor prin şoc se face, cum 
s-a arătat în eapitolul 13, prin folosirea noţiunii de energie de deformaţie. 
De aceea, în cadrul încercărilor la şoc, rezultatele se exprimă de obicei tot 
cu ajutorul energiei de deformaţie, fără a exista însă un consens unanim 
în acest sens. Există metode de încercare la care lucrul mecanic necesar 
pentru rupere se raportează la volumul epruvetei, obţinînd lucrul mecanic 
specific de rupere 

Iy == el V. 


Alte metode calculează raportul între lucrul mecanic de rupere și aria 
secţiunii de rupere, numit rezilienţă. 

În fine, în altele se dă mărimea energiei necesare pentru a rupe 
epruvetă de dimensiuni date. | 3 

Încercările la şoc sînt; destul de variate : încercări de tracţiune, com- 
presiune, răsucirė, încovoiere. Dintre acestea, la materialele de construcţii, 
nemetalice şi fragile cea mai uzuală este încercarea la compresiune prin 
șoc, în timp ce la metale se folosește în special încercarea la încovoiere 
prin şoc. Ea 

În cele ce urmează se dau cîteva amănunte asupra celor două încercări 
de încovoiere.prin şoc pentru metale, standardizate la noi. 


m. ÎNCERCAREA DE REZILIENȚĂ 


Încercarea se face, conform STAS 1400-75, pe epruvete crestate la 
mijloc, avînd forma și dimensiunile din figura 20.13. Întrucît rezultatele ex- 


perienţelor variază cu dimensiunile epruvetelor, se recomandă a se lucra - 


numai cu epruvete standardizate, bine polizate. Menţionăm că oţelurile de 
rezistenţă mare (de exemplu c, = 80... 100 daN/mm 2) au rezilienţă rela- 
tiv mică (5—10 dad/em 2), pe cînd cele de rezistență mică (de exemplu OL 
37) au rezilienţă mult mai mare (25 daJ/em 2). Rezultă că oțelurile de mare 
rezistenţă nu sînt indicate pentru piese solicitate prin șocuri. 
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Încercarea de .reziliență. se ëxecută. cu ajutorul. ciocanului-penđul, a 
cărui schemă este dată în figura 20:14.: Ciocanul sejridică la; o înălțime Hy 
respectiv. cu- un unghi « şi este:lăsat apoi să cadă asupra epruvetei E, pe 


Fig, 20.14 


93 
4 


aratul are o scară gradată e 
b rupere. În; figura 20,13 s 
„virful ciocanului care lovest 
emele pe care se aşază epruveta, 


k Ca C aO gat an pt „ară pri i 
unoscând lucrul mecanic de rupere, reziliciița, se calculează Cu, relații 
A a 


soi Po E O E EN LU al) “i ri PER că 
b ÎNCERCAREA DE ÎNCOVOIERE PRIN ȘOC PE EPRUVETE- 
` CU' CRESTĂTURĂ ÎN Y è 

A a M ira: Era E e T E aa 
i Încercarea, se execută, conform STAS. 7511—73, după 

similară celei de reziliență, respectiv cu acelaşi aparat, Formă și dimensi! 
‘nile. epruveiei hăjinale folosită in această încercare; sînt; arătate în. figura 
"20:15. Rezultàtelé "se “exprimă pri mărimea” energiei “necesare: pentru 
A AE tE uitg ae A + sad 


AF 
EIE E EJee 


rupere, de exemplu: = 
plita ` Pi aia a 


sai 


39—0. 1801 


„De obiceinsimbolul' KV, este urmat; de dotiă grupe: de cifre, prima indi- 
cînd'ensrgia disponibilă»a lciocanilui. înainte:de rupere, iar a“doua lățimea 
i i eo da imgs ta ëpruvetei: Astfel, i notația; i 


EV 20/5 =7 daJ 


arată că ciocanul aveajenergja dis- 
ponibilă de 20 daJ, iar epruveta 
— o lățime de 5 mmi u~. . 

m Încercarea normală se face, cu 
să energie _ disponibilă; “de: 30 -daJ și 


i y MIR 7 
t s Fig. 2045 | : 
de 10 mm; în acest caz se folosește: numai 


epruvete Gu: lăţimea < 
simbolul KV. îi | 


aN TRODUCHRE i 
„Ruperea, adică separarea unui corp în două sau mai multe 'bucăţi, sub 
'etedtil sarcinilor aplicate, constituie starea limită: extremă-luată în consi- 
derazre în rezistenţa, materialelor. Desigur, relaţiile de calcul stabilite în 
domeniul de solicitare elastie,:chiar;și în cel plastic, nu pot îi aplicate la 
rupere şi nu pot explica acest fenom 


E a AAN : vi 


isciplinară, unde 
goria plasticităjii. 


'intilnese fizica, corpia 
;În wina vreme 


După mărimea deformajiilor permanente, care preced fenomenul de 
rupere, se disting două feluri de'ruperi=: `. 7: 
l — rupere ductilă, precedată de dèformații apreciabile ; 
rupere, fragilă, precedată de: deformații foarţe,mici. .. |e.: 
t Dinipuùct:de -yedere al pericolului pe care îl. prezintă, comportarea 


GRT 


ductilă este de preferat, ea permițind o redistribuirea sarcinilor ce cauzează 
ruperea, o anulare a vîrturilor de tensiuni, micșorînd efectul catastrofal 
al ruperii; : sn: - TI š EOG a ig 


b FENOMENUL DE LUNECARE PLASTICĂ 
Dig DE E Ti OT e EEE, 
site in tehnică, rëspectiv aliajele lor, au 6 structură oris- 
taliniă.. ral, cristalele gu orientări oarecare, în interiorul unui aliaj. 
îi “Pie rețeaua atomică din interiorul unui cristal, reprezentată în figura, 
20.16, a. Sub efectül unor eforturi unitare tangenţiale piiternice, la. un 
moment dat se produce o lunecare pe un plan, în interiorul acestei reţele, 


cum se arată în fig. 20.16, b. Intersecţia acestui plan cu suprafața lustruită 
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a piesei dă naştere unei linii de limecare; vizibilă la examenul microscopic. 
Printr-o șlefuire, linia, dispare. l 
iE ER iii KOA pantă . n caii EA 

Pentru o epruvetă, formată dintr-un număr mare de cristale, în acelea. 


care sînt; orientate favorabil faţă de drecţiile eforturilor unitare tangenţiale 


Suprafaja piesei 


puma 
cc 
eA, 
atata 
XX 
state 
LS 
At, 
pacate? 
PANOS a 


9 
X 
RR 


i în Fig, 20.16 Fig. 20.17: 
po De 


maxime (adică la 45° faţă de direcţia forței de, întindere); vor apare astfel 
aj i linii de lumecare, 


Au oe rgia ari ganan 
ită apoi o-solicitare 


în valoare absolut 
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hyang ie “cre d RUPERE DUCTILĂ ȘI RUPERE FRAGIL... ., 


„„. Se conșideră două oţeluri, care se încear; 


ider uă oţelur es i étiune pină la rupere, 
obţi “curbele caracteristice Í şi 2 din figură 2 bservă pe, aci 
DPA aa E aa „Eta gta 00 Pee DRE prea i Sotie EA A : 


„aceste 


„Si „45 


curbe rezis 


Împărţirea materialelor. în „aceste două ‘grupe mari, din punct de . 


vedere al ruperii la temperatura normală, este bine cunoscută. Se pot cita: 
"materiale dùctile : oţelurile carbon, bronzurile, alamele, aliajele de 
aluminiu, masele plastice ete; e to 
"cs materiale fragile; oțeluri 
ul, pietrele, sticla éte.: N see A e tie stia i 
“O distinóție la fel de netă intre cele două” grupe'de'materiale apare Jai 
încercarea de compresiune; în timp ce materialele fragile se sparg, adesea. 
în mai multe bucăţi, cele tehăee': se turtesd, de cele-mâi multe ori fără a sef 
putea rupe. © SP eoet 1o guni AE EE E nara ep nearen 
- Aspectul piesei rupte diferă la cele două tipuri de ruperi. în figura. 
0.20'se âifată [85];:în mod''schematizat, aspectul piesei pentru cele două 
feluri de ruperi :'la riiperea; ducţilă;: separarea: poate fi însoţită de o micșo-: 


(rs 


Aliate de: marè râzisteriță, fontele,:beto- : 
DOLT KO SeA Just SEGG e G] 
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rare sensibilă a ariei secțiunii, luînd forma de „con-cupă” (fig. 20.20, a) 
sau de două vîrturi de con (fig. 20.20, b), sau poate să se facă prin lunecare 
— ceea ce duce la lungirea piesei — fără, variație sensibilă a secțiunii 


Fig. 20.20 


ET REG 


c- Fig 2021 ‘Figi 20.22" e 


. (ig. 20.20, 0); la'Tuperea fragilă, riiperea are 16c:bruse; normal pe-direeţia 


forţei, fără deformaţii sensibile (fig. 20.20,d). i 
La ò tolă (învelitoarea unui recipient) 'aspectul ‘secțiunii: de` rupere 
fragilă este ca în îig;:20.21, a, iar al celei de rupere ductilă, ca în fig..20.21,b. 
ki „Anumiți factori pot modifica însă modul obişnuit de rupere al materia-; 
or: P 5 iE i 


i E AREA pisi a a Saat în Tie fronin E G 
„i —'la temperaturi ridicate, metalele 'care în mod-normal sint: frag; 
(oțeluriie de .mare:rezistenţă) prezintă-ruperi:ductile i c Gin o 
— o epruvetă cilinârică din oţel-de mică rezistență, avind un concen- : 
trator care îi reduce mult secțiunea şi cauzează o stare triazială de solicitare 
(fig. 20.22) se rupe fragil ; S a a ARAS Sat d S 
+ supuse la şocuri puternice; că; i la solicitări de- oboseală, oţelurile 
tenace áu o comportare fragilă; ti S EN e gi ae ela 
` = un cub.de marmoră, care la compresiune se rupe fragil, dacă este 
supus-unei presiuni hidrostatice puternice, se deformează plastic. ` a 
Rezultă de aici că ductilitatea sau fragilitatea, nu: sint proprietăți. 
absolute ale unui material, ci ele depind:de condiţiile care favorizează un 
mod-de rupere sau altul. Din punct de vedere'al importanței: tehnice, tre-: 
cerea, oţelurilor obișnuite de construcţii de la starea: ductilă la cea; fragilă, 
în anumite,condiţii de temperatură şi, solicitare, constituie o problemă ce a 
fost mult studiată în ultima , vreme. În limbajul curent al construcţiilor 
de oţel, denumirea, de rupere fragilă înseamnă de fapt schimbarea, modului 
obişnuit de rupere, cu toate consecinţele sale. În cele ce urmează, se vor 
analiza, condiţiile în care apare ruperea fragilă a oţelurilor și factorii care 
favorizează, sau cei care pot împiedica acest fenomen. i e 


IES) 
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8. RUPEREA FRAGILĂ A OȚELURILOR ! 


a CoN IDERAȚII GENERALE 


a. Condiţii de producere a ruperii fragile 

Cercetările făcute au arătat că ruperea, fragilă este: condiţionată de : 

— existenţa unor eforturi unitare nominale. (de calcul), inferioare limi- 
tei de curgere, dar superioare unei anumite valori minimale, ‘respectiv 
acumularea | unei anumite energii potențiale de deformaţie în piesă; 

— 0 temperatură scăzută, interioară; “temperaturii or de fragilitate 
a materialului ; 

— è ţenţa unor fisuri sau defecte. à în: material, cale:să tacă, posibilă 
inițierea ‘ruperii fragile. 1 

Etectuul dăunător al cestor: factori este! accentuat de: o: Ser ie:de factori 
constructivi sau tehnologici : concentratorii dejeforturi unitare, dimensiu- 
nile mari alg construcției (lungimi, grosimi), t tensiunile: interne. : 

Ruperea, fragilă are carácter intempestiv, ise produce fără deformații 
prealabile vizibile și se Prò ă cu viteze, foarteimari. j 

Majoritatea accidentelo; are s-au produs (nave, poduri, vase: Sub pre- 
siune) au avut loc la tenipëčatiiri între —20°C și.10*0, respectiv la; eforturi 


1 2 
unitare.nominale între 3 a. sg — se. t2 


di general, ruperile fragile RA ini 
puternici de eforturi unitare. % 


o Brr Oauzele:ruperii: fragile : ear 

1.4 Se:consideră drepti principală cauză a ruperii. frag 
pentri’ material dei a preluăideformaţii: mari, in- compărâţie + cu materialul . 
tenace. Această pierdere a tenacităţii este datorită stării complexe (spațiale: 
satt plane) de eforturi unitare; temperaturii scăzute, dăfârthaţiilor-plastice 
mari produse anterior sau in timpri solieitarit, badien ului: mare al defor- 


Încă de la începutul, studiilor asupra fenomenului, de, rupere “trăia 
această noţiune a fost strins legată de aceea de temperatură de tranziție.: 

: Experiențele au arătat că oţelurile de construcţii de uz comun, care la 
temperatura „de; 20*0 prezintă rupere. ductilä, se Comportă fragil sub ʻo 
anumită temperatură. . i. s : fise 

i S-aicrezut, la început;: că "atecată treceré a oţelurilor de: la starea de. 

comportarė:ductilä la cea fragilă este condiționată: = “pentru “un majerial 
dai: — numai de temperatură. _;: y 

Una din principalele deosebiri între materialele care se doraportă ductil 
si célè dare se comportă fragil este diferența mare în ce priveşte capacitatea- 
de a'rezista la şocuri. Diri'acest; motiv, temperatura. de tranziţie a oţelurilor 
se determină în mod uzual prin încercări de încovoiere 'prin şoc, fie.pe 
epruvetë cu crestărura, în U (rezilienţa, KOU, Hag jem ?) fie pe epruvete 
cu crestătura în V (energia KV, daJ).  -:: 
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“tura, de tranziţie Pa Pentru, OL 37, 
"0%, iar pentru OL 


« Făcind astfel de încercări cu epruvete la: diferite: temperaturi, se poate 
construi o diagramă ca în fig. 20.23. Teoretic, la o temperatură T, diagrama 
are: un salt ; aceasta este temp eratura critică:de tranziţie. ‘Deasupra a aconte 
temperaturi oţelul se Tape ductil, dedesubt se: rupe fragil. 


ja de rupere 
mayia la rupere 


ú 


ji 


f Energi 
Defi, 


Tii 


: 


ză tc Ba i a a A R 


de rupere de 1,4—2,8 daJ, în medie 21 daJ. 


„Zona, de temperaturi de, tranziţie poate, să, se & inaă' pe o bandă de 
“10%0, sat chiar măi mult. ‘Valoarea mijl jcie a acestei zorie este tempera- 


tă temy ratur. este, în Jais a 


TJI 


"este de agb. 
` Pentru constructii care lucrează în conditi de temperaturi “ioage, un 


„oţel ește.cu atît mai avantajos cu cât are temperatura critică mai. coborită. 


„. Trebuie. precizat: că; încercările. cu epruvete U..nu conduc: exact “la, 
aceleași rezultate ca acelea cu epruvete în:V : la :epruvetele U; curba; .de 
tranziţie are, un aspect mai abrupt; la epruyetele V, „temperaturile de 


“tranziţie obținute sint ceva mai ridicate, ia GES 


Institutul Internațional de Sudură a; stabilit o clasificare a oțelurilor 
„de tip-OL 37 şi OL 52, din punctul de vedere al sudabilității [12] :. 
Calitatea „A : calitate obişnuită, , penpru construcții de. importanţă 


redusă ;, 


Calitatea, B: calitate normală, pentru construcții pupuse 1 la solicitări 
„normale; “sta 

Calitatea, O ::calitaite îmbunătăţită, pentru constroi care ar putea: fi 
în- pericol de-rupere fragilă; : “dig i piata statiei 


1615 


“lor factori 


" Calitatea, D : calitate înal 


col.de rupere fragilă. © : ; : 
+ < Pentruacéste oțeluri, se prevăd limite în ce priveşte energia de rupere 
pe epruvete cu crestătura în V: © 0o >n AE E e 
— la calitatea O, să fie garantată valoarea KV, = 2,8 daJ la 0°C; 
— la calitatea D, să se garanteze KV = 2,8 daJ ila —20°C. 


‘pentru construcţii unde există sigur peri- 


„WĂPAZRIE-BOPBRII FRAGILE Boo, 
Ps g i 
În procesul de rupere fragilă se disting trei faze, caracterizate prin 
anumite valori ale parametrilor ce:condiţionează acest:fenomen : 
— inițierea (amorsarea) ruperii ifragile ; i 
. — propagarea ruperii fragile; ; 
— oprirea ruperii fragile. i DIR i 
Faza principală este cea de inițierea ruperii fragile ; asupra ei s-au 
concentrat cele mai multe cercetări. După cum se va vedea, propagarea 
fisurii este condiţionată de anumiți factori, care, îri-oarecare măsură, pot să 
difere de cei care dud la iniţierea fisuri... . _-.. -~----— 
Oprirea, fisurii “dă -:rupere fragilă este de o deosebită importanţă, ea 
putind limita, dezastrul produs de un astfel de accident. 


` e- INIȚIEREA (;MORSAREA) RUPERII FRAGILE 


iO OEE ai 
„Că mueren 


`! Amplele, cercetări efectuate pînă aži aù dús Ïa concluzia: € 
ätä de existenţa, simultană & urinători- 


fisurii de ruper 


— defecte sau. fisuri, de o anumită mărime ;. ; 
— temperatură gală sau. inferioară celei critice; 
— o anumită mărime a eforturilor unitare. — 


i “Pentru producerea ruperii fragile trebuie- să existe un lo6 de iniţiere, 
constituit dintr-un defeot de material, defect de sudură, concentrator de eforturi 


‘unitare. Studiile arătă, în general, dă cu cât defectul are dimensiuni mai 


mari, fisura, de rupere fragilă se poate iniţia la un efort unitar nominal mai 


'eoborit.. 


În ceea ce privește starea de eforturi unitare, se poate vorbi despre o 


'stare globală sau nominală, dată de calculul de rezistenţă, precum şi de o 
“stare locală, studiată :prin relaţiile mecanicii ruperii. ` î : r 


” În ceea ce privește starea globală de solicitare, se constată că 'ruperile 


„fragile au loc 1a eforturi unitare inferioare limitei de curgere, cu atit mai 


coboiite cu. cît defectele sint mai mari. +. ati 
S-au căutat diferite explicâţii ale acestùi fenomen complex. Pe baza 


“teoriei stabilite de Pellini, se poate construi o diagramă ca în fig. 20.24, care 


arată variația rezistenţei de rupere şi a limitei de curgere a unui oţel, cu 
temperatura. Se observă că pe măsură ce temperatūra scade, aceste două 
mărimi cresc. Limita de curgere crește însă mai repede decit rezistența, 
de rupere, iar cele- două curbe se întilnese într-un punct: F, căruia, îi core- 
spunde temperatura NDT (nil ductility transition tempeiature). În acest 
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punct, materialul nu mai are ductilitaste, deci se rupe fragil: Pentru epruve- 
tele fără defecte, această temperatură este destul de scăzută. Dacă; epru- 
veta are un defect, curba; rezistenţei de rupere coboară brusc!'în zona; de 
ESNE t “Rezistența de ripere îi" i s Ae i catei i 
COLOS o t (fipa deter) 0 D DR 
Rezistenta de rupere, scade ii 
la piesa cy defect E 
J © Rezislenlo e io o 
J rupere 


Efortul unitar. nominel 


i Teiperotorg” 
Fig. 20.24 îi! Alpes 
> Auperea se. P 
a amorsează. Loca 


E Ap AV 


pere: În ame 


LEE "A mul plastic: 
to - 
Y vonn | uperen 
X 5 Vom - i 
„2 elastic 
RA p 
Si 
(37 
RS 7 r DSN i gi să dia 
RN & 3 Ruperea puse propagă... 


NOT DID +20 +30 +40 +50 +0 C 
; DA ; Temperatura: ii 
Aia f i Ég. 20.25 ee a 

tranziție, fapt càre face ca têmpéiatura NDT să crească, deciituperea îrăgilă 
să;se producă la, o temperatură mai. ridicată,corespunzătoare punctului: R. 


ir 
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Deasupra, acestei. temperaturi, curba rezistenţei de rupere creşte reped6; 
punctul P.reprezintă starea, la care ruperea este sigur ductilă. S-a desenat, 
în fig. 20.24, şi linia limită interioară care marchează oprirea fisurii, deci 


imposibilitatea, de producere a ruperii fragile. , 

“Practic, diagrama Pellini se construieşte pe bază de încercări de labo- 
rator şi are aspectul din figura 20.25. Examinînd această figură, se con- 
stată : DI mel i ati 
— la temperatura NDT, ruperea se amorsează la valoarea c = da 
cînd defectul este foarte mic, respectiv la eforturi unitare din ce în ce mai 
mici cînd defectul creşte ;.. i 

— la temperatura NDT există o limită inferioară a efortului unitar 
(4—6 daN/mm 2), sub care ruperea fragilă nu se mai produce; 

— peste temperatura, ND'T, curbele respective se ridică, iar la punctul 
P corespunde starea de solicitare şi temperatura la care ruperea fragilă nu 
mai este posibilă. 3 i i ; 


d. PROPAGABEA FISUBII 


Fisura ruperii fragile se propagă, în lungul piesei, în mod diferit de cea 
a ruperii ductile. sul A i 

Astfel, la un tub rupt datorită presiunii interioare, viteza de propagare 
a fisurii Goboară bruse în zona temperaturii de tranziţie (fig; 20.26). La ru- 
perea fragilă, ruptura are un aspect de clivaj, cu fisuri sinusoidale numeroase, 
capetele avind un aspect cristalin. La ruperea ductilă, secțiunea de rupere 
se propagă în linie dreaptă sau după o elice, caracteristice ruperii prin for- 
fecare. | 

În secțiunea unei tole ruptă fragil, apar o serie de linii caracteristice, 


după care se poăte stabili sensul. de propagare a fisurii, respectiv locul 


de amorsare a ei (fig: 30.27). -... i Ă 
Studiile-efeetuate au arătat că se pot determina, două temperaturi de 
tranziție: una, de inițiere-a fisurii şi ‘alta de propagare a ei. Temperatura 


z ` 


i 


X îi gensol de prapagăre 2 fisuri? 


Viteza de propagare a fisuri). 


Temperatura 


2 Tg 20,28 i: nem ami tt a o Eige 20.27 00L 


de iniţiere este interioară celei de propagare. În consecinţă, se poi construi 
două curbe, ca în fig. 20.28, care: separă domeniile de iniţiere duetilă — 
fragilă, respectiv de propagare duotilă, — fragilă. În stînga curbei punctate, 
iniţierea, şi; propagarea au aspect fragil, în dreapta celei, pline: au aspect 
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-ductil ;:între curbe, seproduc propagări fragile cauzate de o fisură inițiată 


printr-un accident, de. exemplu un şoc puternic... Ra A at ate 
Fractografia: dăposibilitatea să se precizeze modul. de inițiere şi 
propagare a fisurii, deci să se explice condiţiile în care s-a produs un accident. 


IDD, Pee i 80. 305 ab a 08 e 0 Ap 
Temperatura, °C z 


ri 


= arte 


` Fig. 20.28 ` 


În ceea ce priveşte ziieza de propagare a fisurii într-un 'metal, ea, este 
funcție de : mărimea piesei, distribuţia, eforturilor unitare, temperatură, 
compoziţie. chimică și structură. Limita, superioară a acestei viteze este 
aiD, Hp Ea ; o7 

v= 0,38 Eje . 
A PE a T Nu i : : 
unde F este modulul de elasticitate şi p — densitatea materialului. La oţel, 
această limită; este de 1970:'m/s. i f ic 

‘La rîndul său, la un rezervor sub presiune, fisurat, viteza de decom- 


-primare este egală cu viteza sunetului în mediul respectiv (în aer, 340 m/s). 


„Dacă viteza, de propagare a fisurii este superioară celei de decompri- 
mare — fapt: realizat -în - cazul ruperii fragile — fisura se propagă pe 
distanţe. foarte: mari, avînd efect dezastruos. 


> e. OPRIREA FISURII 


Pentru limitarea, efectelor dăunătoare ale ruperii fragile, este important; 
a cunoaşte în ce condiţii o fisură care se propagă în material poate fi oprită. 
Cercetările au arătat că oprirea fisurii poate fi realizată prin folosirea cores- 
punzătoare a proprietăţilor materialului. şi prin. măsuri .construcţive. 

În încercarea Robertson, o tablă de dimensiuni mari este supusă unei 
solicitări de întindere ; într-o margine a piesei, răcită cu azot, există un 
concentrator ; la cealaltă margine tabla este încălzită cu flacără. 
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Se iniţiază fisura, în concentrator; de exemplu printr-o explozie şi se 
_ notează poziția punctului de oprire a fisurii, respectiv “temperatura în 
i acest punct. Un grafic ca în fig. 20.29, arată temperatura de oprire a fisurii, 
Ri EI <>. la um'efort unitar dat. < -> z 
| Ca măsuri constructive de oprire a fisurii, 
se pot cita, : existenţa unui cîmp de tensiuni 
reziduale de compresiune ; sudarea unor benzi 
transversale pe direcţia fisurii probabile (opri- 
tori) ; realizarea unor surse de încălzire locală. 
i PREOAUȚII PENTRU PREVENIREA 

PREE RUPERII FRAGILE 
Înainte de realizarea unei construcţii care 
ar putea prezenta pericol de rupere fragilă, 
‘trebuie să se facă un exemplu al condiţiilor 
„posibile de exploatare : sarâini, temperaturi, 
solicitări de oboseală, coroziune ; să se exa- 


Efortul unitar aplicat, 6 


: % - mineze consecinţele unei &ventuale ruperi 
Temperatura de oprire o-fisuri - -fragiles E e i, | 
Fig. 20.29 „Ca măsuri de prevenire a iniţierii unei 


„7... ruperi fragile, se pot cita , ina 
respunzătoare a materialului, studiul fragilităţii şi 


— alegerea 
sudabilității lui ; 
— eliminarea ten: 


Limita de 


“curgere Zfie pentru ini- 


7iefea fisuri > 


a 


4] 


iip-Pellipi, sau 
în literatura, de 


specialitate: i. risc sosti 
+ u În diagrama propusă de Kiha- 
i ra (fig:-20.80), temperatura deini- 
țiere a fisurii T, joacă rolul tempe- 
raturii NDT din încercarea Pellini. 
propagarea Temperatura de propagare a fisurii 

fisuri ht. - este Pye rere imite i 
ean uc e o “Oimpul diagramei este, împăr- 
: ţit în 5:zone, după cum urmează s 
Zona I, în-care o fisură, se ini- 


H 


sh 


ID „Bi: oe T.. ţiază şi propagă pină la distrugerea 
a Erai Temperatura P finală, chiar-dacă nu există suduri 
-o "Fig, 20.30 i sau concentratori. .. : . 


‘620 


Zona II, în care are.loc ruperea totală după inițierea şi propagarea unei 


‘fisuri fragile, la solicitări statice miei, în construcții cu suduri sau alţi con- 


centratori. i 
Zona, III, de rupere parțială, unde fisura, se propagă pe o zonă limitată, 
Zona, IV, de neiniţiere a fisurii fragile, dar de propagare posibilă, atunci 

cind a fost produsă de un accident. . 

Zona V, în care fisura fragilă nu se inițiază și nu se propagă. 
Pentru siguranța unei construcții, este bine ca temperatura de lucru 

să fie superioară ambelor temperaturi critice, T; şi Tp. , i 


= aED 99 d 


Înot 


1 CAPITOLUL 21 


_ DIMENSIONAREA ȘI VERIFICAREA LA SOLICITĂRI 
` STATICE. REZISTENȚE ADMISIBILE ȘI 
COEFICIENȚI DE SIGURANȚĂ 


1. MODELUL DE CALCUL 


Prima fază de decizie — poate cea, mai importantă — a inginerului care 
calculează, o piesă este alegerea modelului de calcul. Modelul este o schemă, 
simplificată, a piesei, asupra căreia se pot. aplica relaţiile din mecanica 
corpului deformabil. Modelarea piesei constă în: . - 

— alegerea formei și dimensiunilor de calcul ale piesei (lungimi); 

— alegerea, modului de rezemare; `- . 

— alegerea mărimii și modului de distribuție a. sarcinilor aplicate 
piesei. - ; 3 i 

Rareori aceste elemente primare de calcul vin de la o. altă „sursă”. 
De cele mai multe ori inginerul trebuie să facă o analiză completă a piesei 
ce se va proiecta, după care decide asupra modelului. Un model greșit, 
care se îndepărtează mult; de fenomenul real, poate compromite calculul, 
oricît de corecte ar fi relaţiile ulterioare folosite şi oricît de îngrijite ar fi 
calculele matematice. i 

Alegerea modelului nu este o operaţie uşoară. Cînd o piesă de mașină 
se schematizează printr-o bară, solicitată, de exemplu, la încovoiere, tre- 
buie multă atenţie şi experienţă în stabilirea lungimii barei, dar, mai ales — 
a modului de rezemare. Se ştie, de exemplu, că la o grindă de lungime 7, 
încărcată în mijloc cu o forţă P, momentul încovoietor maxim diferă cu 
100%, dacă se trece de la reazeme încastrate, la reazeme simple. La, aceiași 
grindă, simplu rezemată, momentul încovoietor maxim se reduce la 
jumătate, dacă aplicarea concentrată a sarcinei se înlocuieşte - prin una 
uniform distribuită. Cînd aceste moduri de rezemare şi încărcare sînt 
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evidente, nu- există. pericol de-a; greși la, alegerea, modelului. Această evi- 
dență nu este prezentă pretutindeni. Ea se: complică și prin faptul .că;:la 
piese de maşini, nici forțele aplicate nu sînt cunoscute cu certitudine. 

Un exemplu sugestiv este redat în tabelul 21.1. Aici este vorba de 
alegerea, modelului de calcul+ pentra bolțul:'unei. biele, rezemat pe umeri 


Tabelul 21.1 
MEANY 


Sia pb: 14| Săgeata 
MODELUL, DE, CALCUL ¡maxim 


de lungime mare, care nu pot fi consideraţi. punctiformi. Tabelul arată 
cum - variază valorile calculate pentru -eforturi unitare. şi deformații, 
funcţie de rigiditatea tijei și--ochiului-bielei; a bolţului, a umerilor de reze- 
mare și a modului cum. adâştiă- din urmă-transmit sarcina mai departe. 
În acest caz, unul dintre inodelă este cel -mai apropiat.de fenomenul real, 
celelalte conduciînd "14; erori, uneori Gu: totül inadmisibile. În fața unor 
probleme de acest; gen, inginerul trebuie să facă o măsurare (prin tensome- 
trie, fotoelasticitate), care îi va atăta distribuţia reală de eforturi unitare, 
deci îl va conduce la modelul de calcul cel mai potrivit. 

~ „Atunci eînd-există îndoieli asupra! modeluliide câloul își” acesta nu 
poate. fi stabilit pe:bazaiunei' experiențe, se dăalege ipoteza’ tare conduce 
la un calcul acoperitor. TDs biblie 
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tehnologiile moderne. Ați ih 

Figura 21.1, reprodusă din lucrarea [6], arată, pentru 9 feluri de 
materiale, intervalele în care se pot situa rezistenţele la rupere Cr, modu- 
lele de elasticitate H și temperaturile maxime de utilizare :T. Liniile cores- 
pund următoarelor materiale :. 7 — beton ... (solicitat .. la - compresiune), 
3 — lemn (solicitat la încovoiere), 3.—.alia;je de. magneziu, 4 — materiale 
plastice, 5 — aliaje de aluminiu, 6 — aliaje de'titan, 7 — aliaje de cupru, 
8 — aliaje de nichel, 9 —.fier şi oţel. : >- 


E To i A E rii De ba Da niies 
Li 3 Ei i 
Eo = SRT ; 
a jas Pia la 120. ET 
n - Find da3 -> pti 
j a Ia a Pin fa 18 
= Pilg 240: 
0 17 2083 A0 :-40:.80 70 80.. I0 He 
: © o O, daN [mm A Ea ein 
zale pa r ee ee k aiei 
> E 
j 


JE AS 
TE, daN fem? © 


PA TKU. S y AR N $ 

„Aceste linji-au luñgimidestul:de. mari, din: cauză“ că peritru fiecare 

denumire de- material 'există,-o varietate: destul. de: mare: de: compoziții, 
calități ete. >.. | | ; Se ae pat atig 
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“toarele stări limită :.,.. 


În alegerea matèrialului, inginerul trebuie să ţină seama de :. 

“a. “Comportarea în servcii, şi durabilitatea, piesei, care sînt funcție de: 

— caracteristicile mecanice ale materialului; _ rii i 

— constantele elastice ; benr CE DR E a E a 

— comportarea materialului la conċeņntratorii. de eforturi unitare. 

SA aa A a at . 23 ij Y ARa RY ta su Ea t * 

B. Comportarea materialului în condiţii. speciale: de: mediu : CN 
:—- temperaturi. înalte sau joase; | i 

— mediu coroziv. 


l Pi pă digera a . 
y. Comportarea materialului în urma procedeelor tehnologice de fabri- 
cație apiesgi:. n ioon oons E E E A Stela ă E E 
i n= turnare, forjare; >- i.s; a: 
— sudură; N ` 
— prelucrări prin așchiere; .... 
— tratamente termice; ri 
— tehnologii neconvenţionale; ' 
— tratamente de suprafață. - i 
"8. Costul materialului şi al teknologiei. ERA sa 
„ Cunoscând acești factori, inginerul và alege materialul cel mai potrivit 
şi va culege datele necesare 'pentru calcul (caracteristici mecanice „efie.). 


ati E 


li, 


A n PS Ş ui 


3. STĂRI LIMITĂ ALE MATERIALELOR: ŞI! PIESELOR : 


Conceptul de. bază al calculului de rezistenţă este de a construi sigiir 
și economie. Aceasta înseamnă & construi sigur în limite rezonabile privind 
consumul de material. Activitatea inginerească începe însă numai atunci 
cînd calificativele se transformă în numere =— cînd conceptul 'de siguranță 
a unei piese poate fi exprimat cantitativ.“ ` e, e pe RSE 

Spre a ajunge la acest număr, se porneşte de la o valoare cunoscută — 
sarcina aplicată piesei — și se urmăreşte ce's-ar putea întîmpla dacă aceas- 
tă sarcină creşte pînă la cedarea piesei (distrugere, scoatere din serviciu ete.). 

Cedarea unei piese poate să aibă loc în diferite feluri, funcţie de 
material, de natura solicitării și de condiţiile impuse piesei. Felurile de 
cedare a pieselor pot; fi grupate în trei : categorii : 

— producerea, de deformajii elastice mari ; 

— producera de deformaţii plastice mari; 
move TUDerea, i a îi zii IRI INC E E E 
it- În fancție:de modul în câre cedează, piesa; proiectată, se poate. defini 
starea limită considerâtă în calcule. Sarcinile corespunzătoare stărilor 
limită se. mumeşe sarcini; limită. u Byte ele atn EA 

Pentru tipurile de cedare menţionate mai. sus se pot considera urmă- 

i ant roi, - 

«. În cazul deformaţiilor elastice mari : is 

— atingerea, deformaţiilor limită impuse pentru-a nu fi compromisă, 
buna funcționare (de-ex. la :arbori; săgețile mari au drept urmare uzura, 
exagerată în lagăre), =i x LII A ; $ 


in Wa 


so iee phe 
a p 


iY 
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— atingerea sarcinii critice:de flambaj în regim elastic ; 
. — funcționarea. într-un regim. de. vibrații elastice peste.. limita admi- 

sibilă pentru utilajul respectiv sau pentru oamenii care le suportă.: - 

p. În cazul deformaţiilor plastice mari : m P 

— atingerea, locală à limitei de curgere (de ex., în fibrele extreme ale 
unei bare solicitate la încovoiere) ; ia RE 

— generalizarea curgerii, într-o bară, solicitată la întindere sau într-o 
secțiune a unei bare solicitate la încovoiere, atunci cînd s-a realizat articu- 
laţia plastică, xio | SI: ; SA E i i 

y- În cazul ruperii, care poate fi precedată de deformaţii mari (ma. 
teriale tenace) sau se poate produce intempestiv şi fără detormaţii mari 
(rupere fragilă) : 3 . ei 

— atingerea, rezistenței la rupere statice, ory: 5o., 

— depășirea rezistenţei la oboseală. .; .. ; , t 

În tabelul anexă 2 s-a făcut o sistematizare a stărilor limită ale ma- 

terialelor supuse la solicitări statice sau variabile. După cum se vede, 
stările limită, pentru modurile de cedare descrise, se definesc, cantitativ, 
prin : Zimita de curgere ce SAU Go, o, rezistenta la rupere: Gr Sân. rezistențele 
la oboseală (care vor fi deserise în capitolul 22). În acest tabel, singura stare 
limită definită pentru piesă, nu pentru material, este cea caracterizată 


ul F 


de sarcina critică de. flambaj.: . . e ae Sata a 


REZISTENȚE ADMISIBILE. ŞI COEFICIENȚI DE SIGURANŢĂ - 
Me E Poate” AD NEI E Iprad PRAE e . 


“În 


tica obișriuită.:a calculului de rezistenţă se defineşte rezisienja 


n, pragtiga, obis p ; y 
'admasibilă a unui Material (la o anumită solicitare), ; a 
a a bone o a RAT O A E 


Ce Pa E e E Re ai 
unde c este coeficientul de siguranţă. Valorile lui e sînt diferite, atunci 
cîndirezistenţa, admisibilă este.definită fajță de limita de curgére;. respectiv 
faţă de rezistența la rupere: "sto si i no i 

Valori uzuale ale coeficienţilor de --siguranţă, pentru : diferite stări 
limită, sînt:daite în tabelul Anexă 2, Pentru cîteva materiale ` folosite în 
construcţia, de maşini, valorile rezistenţelor admisibile sînt; date! în tabelul 
anexă 1. ; pete ia e e EVR E i 

Proiectarea, corectă aunei- piese presupune că în secţiunea, periculoasă 
efortul unitar este egal cu:rezistența admisibilă, o =: óa. Folosind notația 
generală o. pentru efortul unitar la starea limită (Ge; -:00;ş' SAU :9;) şi 


J 


rig : 
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“în acest caz, se poate scrie 


c — pentru efortul unitar de lucru în, secţiunea periculoasă a piesei, re- 
zultă coeficientul de siguranță X 


N RT i DOn OB H h ETAT ET 


o 9 Ste e 1.2) 


Să presupunem că o'piesă are e = 2: Aceasta înseamnă că efortul 
unitar la starea, limită este dublul celui real din piesă. Inversul coeficientu- 


lui de siguranță, a , poate fi numit factor de utilizare a materialului, În cazul 
Fi or 


numeric ales, 2 =} = 0,5 arată că se utilizează 50% din -capacitatea 
' e A z 


de rezistență a materialului. 

După cum se.va. vedea, aprecierea siguranței piesei nu, se face întot- 
deauna, corect prin compârarea a două eforturi unitare. mod. logic, 
coeficientul de siguranţă trebuie definit ca raport între sarcina la starea 
limită P, *Şi sarcina reală diñ pieslă, P- 


PR Q 
XP 
d = 


; 21.3 
REN T 


După caz, mărimile P pot fi sarcini totale aplicate construcţiei, sau 
eforturi N, T, M, M, œ- EA 
. - Se.consideră cazul cînd între sarcina. P şi efortul unitar c există o 


relaţie liniară care se menţine pînă la starea limită -~ ~. ;- er 


o KP; og = KP; f 


Sae Ari a oda 


=e. (21.4) 


S-a obținut egalitate între expresiile (21.2) şi (21.3). A` folosi relația 
(21.2), respectiv. rezistențele admisibile definite de (21.1), înseamnă, a, 


aplica, metoda rezistenţelor admisibile. Relația (21.3) defineşte coeficientul 


de siguranță; determinat prin metoda sarcinei limită. = . 


Din relaţia, (21.4) rezultă că. metoda rezistențelor admisibile conduce 
la aceleași rezultate ca şi metođa sareinei limită întotdeauna cind există 
relaţii liniare între eforturi unitare şi sarcini pină la; starea limită. Cind 
această, condiţie nu este îndeplinită, se. va aplica metoda sareinei limită, 
care este mai corectă. i Ea 
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5. METODA. “SARCINEI LIMITĂ 1 a oak 


între eforturi unitare şi sarcini, deci unde coeficienții e şi ¢' nu mai sînt 
identici. ; 


„ue EXPONENTUL SARCINEI ESTE DIFERIT DE UNITATE 


Fietelatiy © ii 
ae T og Eip an 
care, la starea, limită, devine. ; 

l l or = KPF. 


"(21.5) 


“Pentru m > 1 rezultă e < c; pentru m < 1 se obţine e >e, iar la 
m=1,0=e0. 
iti De traite ntre 


b. PLAMBAJUL BARELOR DREPTE F 


| i S6'consideră cazul: xeprezentat i în fig: q2. 20; al barsi coii 
o Ps cu excentricitatea e: +> | MS ma ata e ` 
| Momentul încovoietor Fe produce o deformație de încovoiere a barei, 
| i oricît ar fi forța de mică. k A 

În secțiunea mijlocie, ùn e săgeata, este $ momentul încovoietor este 
masim, M = P(e + f). Ca urmare, efortul unitar, mazim. în açeastă 
| secţiune (luat în valoare absolută) este i k: 


fh Ss Pe -D P A Reti), 
s E s dd 


pi rimat „Prin 


(21.6) 


unde, săgeata, feste Şi 4 ea funcție de forța P. 


| imp forţa, ba ‘estè mică si 'săgea a f este “opt a rapot, cù 
| excentricitatea ê, relația de mai sus, între a şi P este practic liniară, 
| “Cind P se apropie de valoarea forței critice, Per, ‘săgeata fereşte foarte malt, 
| idr o orete mult mai repede decit P. În coordonate adimensionale, această 
dependenţă 'este' reprezentată în fig. 21.2. 

"+ Dacă se ia un coeficient de siguranță c = 2 şi se aplică metoda, rezis- 
tenţelor admisibile, efortul unitar în bară estè reprezentat 'de punctul a 
iar forța reală P de punctul az. Se vede că această forță este-foarte apro- 


| i “b28 


Se vor examina cîteva cazuri unde nu mai există relație liniară 


rype 
oa 


piată, de cea critică P, ‘deci piesa: nu are siguranţă suficientă. Aplicînd 
„metoda, sarcinei: limită, forța. din piesă. este “Toprozontati de punctul b, 


avind, valoarea P= E Pr. iar- 


efortul unitar, mult a mic 

decât 0,5 op—corespunde punc- č 
„tului ba Aceasta, este calea co: g7 
' rectă de calcul. a 


e PIESE PRETENSIONATE 


“pie i o piesă, în care există 
o. tensiune iniţială de mărime, 
“Ki. După aplicarea forței P;” 
eforturile unitare cresc liniar cu 
sarcina 


n (2.7) 


etoda. tezistenţei aâmisibile 


e= ci 


6. CALCULUL SISTEMELOR STATIC NEDETERIINĂȚE i RIN 
„METODA SARCINE LIMITĂ ? 


Introducerea în Pai a unor eforturi unitare : în-dgineniul plastic 
obligă la folosirea unei diagrame schematizate c — z--Seconsideră sche- 
matizarea pentru material ideal plastic, la care, pînă la g= ce eforturile 
unitare o sînt proporţionale cu lungirile specifice e, după care ele rămîn 
constante. 

metoda, rezistenței, admisibile, starea, limită rezultă prin atingerea 
limitei de curgere într-un. punct al sistemului. Pe, această, bază,; se poate 
determina o; sarcină limită Pry respectiv, prin împărțirea ei:cu.un coefi- 
cient de siguranţă c, seaflă- sarcina admisibilă P. ceu osh woa? 
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„În metoda sarcimei limită, se ia. drept stare limită “producerea de defor- 
mafii mari, fapt. care duce Ia o sarcihă limită P}, la un.coeficient; de sigu- 
ranță c' sau c, respectiv la o sarcină admisibilă P”. 

_ , Pentru o bară de oțel solicitată la întindere, ambele mëtode dau ace- 
iaşi sarcină limită ' 

i thain 1j- 

Pr = Pg= oe Ae o a o (18) 

PRE Ana o bară solicitată la încovoiere, prima- metodă dă momentul 
ită ` Ha) ài Prg 

= ; îi m My = oe W i (21.9) 

pe cînd a doua, consideră starea, limită atunci cînd s-a produs articulația 

plastică, pie e Ati E pa 

| Mi, = ce Kp 


„i (aLa0) 
Sé vor trata două exemple. ` KINE i 


a. BARE ARTICULATE STATIC NEDETERMINATE 


„____ Se consideră (fig. 21.3), sistemul de bare articulate care a fost ştudiat 
în capitolul 2 (fig. 2.15). Pentru simplificare, se presupune că toate barele 
au pita rigiditate BA, ceea, ce face ca rezultatul obţinut în capitolul 2 
să devină Ei 


ae Bee te, iii Cora) 
1 + 2 cos? a 
Scriind proiecţiile forțelor din figura, 21.3, -b, se găsește 
i P-N P cos? g 
ie 2 21.12) 


pu Tu 2cosa IL P2ocosa 


Fig. 21.3 


" Se observă că N >N, i i $ 

Dacă forţa P creşte din ce în ce, crese şi eforturile N; N. După me- 
toda rezistenţelor admisibile, starea, limită se realizează cînd în una din 
bare se atinge limita de curgere, în cazul de față, cînd N: = Ge: A. 
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înlocuind această valoare: în '-(21.11), :se obţine `.: E 


P, = oc A(1 + 2 cos? g). - (21.13) 

Conform metodei sarcinei limită, capacitatea sistemului nu s-a, epui- 
zat, căci barele laterale sînt solicitate elastic, ceea ce face ca deformaţiile 
să rămînă mici. Presupunînd materialul ideal plastic, dacă forța P creşte 
peste valoarea (21.13), eforturile în bare: corespund figurii 21.3, e. Se 
observă că acum eforturile N, pot fi calculate ca într-un sistem statie 
determinat, 

“ii PA II 
2 cos a 


i Dacă forța „P-oreşte mere, se atinge sarcina limită cînd se-produc 


"detormaţii mari, deci atunci cînd în barele laterale se obține N, = ce: A, 


ceea ce duce la : a i 
rA Pi = gA(l p 2005 2), , n sio. (2114) 

Piia Voy anguis rab paa O E E 0, : 
= - Secobservă că. By:> Pr. Aplicîind ambelor relaţii . acelaşi -coeficient 
de: siguranță .c, sgiobține. Pi> Per oo S See et a 
+ Aceasta, înseamnă, de: fapt, căvîn metoda: rezistențelor admisibile 


` bara, centrală este solicitată (la sarcină P) cu: op = o./e; pe cînd celeilate- 


rale sînt solicitate cu e < ca, pe cînd, prin a doua metodă se atinge în 
barele laterale o, = oefe, iar în cea centrală c > oa. Fiind vorba de, un 
sistem static “nedeterminat, a cărui indeformabilitate este asigurată de 
barele Jaterale, acest lucru nu. este supărățor. 

Este interesant, de cercetait;.şi modul de variație a deplasării”8'a punc- 
tului D,.pe direcţia forţei, atunci, cînd forța--P-erește, Deplasarea 5 este 
egală cu.lungirea -barei- centrale, cîţ timp sistemul este solicitat elastie 


Jr 


îi ea Xe 


i: (21.16) 
Pentru a doua stare limită, deplasarea; nu mai poate fi calculată cu 
relația (21.15), întrucit bara centrală s-a deformat plastic. Ca. urmare, în 
baza, schemei de deiormajii din figura 21.3, d, se serie 
è = & cos a 
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unde 3, este lungirea barei lateràlë, de' lungime ljeos œ- iti ri: 


Sică g a Naileosă | (P — cs4)l 
: , „2 costa BA P 
: n h 
Ei (P—os4) Cost) z f 
aa a Sta Tsi S geo apA T oii 


i Cind forţa P atinge a dona: Faloare limită (21.14), această deplasare 
evine 


x (oA st: 2 cos coc A — cA) l al d 
K 2 cos? a BA 


D e T Dă inui Lam 


Este evident că 3, > 3z. 

1 Se poate tace şi o reprezentare grafică a “Yariației mărimilor N, Ny, 
5, cu forța P, ca în figura 21.4. Se vede că N rămîne constant după 
atingerea sarcinii Pr iar N, creşte pină la PL; după;care rămîne'constant. 
Deplasarea, 3 variază pe cele două intervale. după’ legile date :de relaţiile 


(21.15), (21.17). Dipă-atingerea valorii 84, întreg sistemul este . solicitat 


plastic; deci epaarea da creşte indefinit, 


b. ERI STATIC ice 
SOLICITATĂ LA, ÎNCOVOIERE, 


' Sé consideră bară simplu statie 
~u nedeterminată din figura’ 21:5; a. Cât 
"timp solicitarea: èste “elastică, dia- 
` gramai de momëñte încövoiètöare are 
fòrma din figura 21.5, b, momentul 
din încastrare fiind mai mare decît 
i -ëa din dreptul forţei. 
"Dacă forţa P creşte, la un mo- 
ment dat ea atinge valoarea, Pz, fig. 
"21.5; c,'6înd'în fibrele. extreme ale 
secțiunii din încastrare etortul unitar devine egal cu limita de curgere. 
În acel moment se poate scrie 


Fig 214 ari 


: d pi. 1 7, 
fu, cert n în Egis 7 is ii re ERAN 
de unde rezultă n i e: ouă dr ; at 
166, W l 
Pa = 21.19 
Eg (21.19) 
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Dacă sarcina P creşte mereu, la.o valoare P, se produce solicitarea 
total plastică a secţiunii din încastrare, deci acolo se atinge momentul 
Mi, fig. 21.5, d. 

Capacitatea de rezistență a barei se . P 
pierde însă numai cînd în dreptul forței a a 
apare articulația plastică, adică şi al:doi- a 
Jea moment încovoietor atinge valoarea 
Mi. ca în „figura: 21.5, e. : E 

Scriind momentul’ încovoistor în drep- .: 
tul Hia Pi, rezultă 


Scriind ecuația de momente (echi 
bru) a barei față de. reazemul :încastrai 
în teare tiu:intră monientele’ încovoietogre 
2desenate punctaj; se obţine -`> di 


„respectiv; înlocuind. pe Vis. 


i 


2M; — Piit Mp = 0. 


de unde rezultă” 


„605. 
tA w T X 


n! aa N i ea ai 98, 
Pa l 160  8W 


"633 


i În sectiunea; dreptunghiulară, : acest; 'raport'-devine: r. 
PE Lai Da Iata ehen y3 miar HEER 


Calculul făcut prin-metoda, sarcinei limită conduce 1ă; tint'spor de 69 
al capacităţii portante a:grinzii 'stâtie nedetermiinăte, "S" 4 > + 


ACI ti ai 
nFL tă SE acri: 


ü t 3 jji 


7. REDISTRIBUIREA EFORTURILOR UNITARE ÎN URMA DEFORMAȚIILOR 
ST a - - PLASTICE ; ma i 


„Se vă arăta, Brin două exemple, cum deformația plastică permite o 
rediștribuire a eforturilor unitare, fapt ce poate evita ruperea. 


„ai SISTEM DE BARE STATIC NEDETERMINATE SOLICITATE LA ÎNTINDERE 


RAR A 3 A an LR TR LU oa 
Se reia- cazul barelor articulate din:fig. 21.3. e ci ti 
Într-o primă variantă, se consideră că barele sînt confecționate dintr-un 
material fragil, cu rezistenţa de rupere o,. Cedarea unui element are loc 
prin rupere, cînd c = c, i 
Dacă forţa P creşte mereu, ea poate atinge valoare limită dată de 
relaţia, (21.13), în _care`ç, se substituie prin o, -+ - -į 


` P, = o, A + 2 cos? a). 
În acest moment, bara centrală se rupe,:iar forța Py “trebuie să fie 


preluată în întregime de barele laterale ; 


oo ya Pe AOH 2Co a e 
1 2cosa 2 cos a 


fete pre 


-~ Rezultă că în barele laterale .se va produce efortul unitar — 
iii N > cl + 2 cos? a) , 
A n 2co0sa 


i . Ega rgs 


Ga 


ige i i 


Pentru a cunoaşte mărimea lui c, se poate studia variația raportului 
1 3 A PERIS A ea 

e , cînd g este cuprins între 0? şi — la limită — 90°. Acest ra- 
sa 3 
port este mereu mai mare decit 1,.dacă «> 0”; ca urmare cj > o, Conse- 
cinţa este că, după ruperea barei centrale, cele laterale se rup instantaneu. 
n a doua variantă, se consideră că barele sînt; făcute dintr-un oțel, 
avînd limita, de curgere egală cu rezistenţa de rupere a primului material. 
;Cedarea are loc atunci cînd se produc deformaţii plastice inadmisibil 

dë mari. ri d: : i 


america toat Gata bi EnS zi 
-coniplicât6).. Să luăm, pentru com- 


- cînd o=o., corespunzător la se ca . 


La, creşterea, forței P, se atinge limita de curgere.în bara, centrală 
cînd. sarcina are valoarea Pz. dată de formula; (21.13). Această sarcină 
(pentru, condiţia impusă celor două materiale, o = ce) este. egală cu 
sarcina, limită de la varianta; primă. Întrucît în barele laterale nu s-a atins 
încă; limita de curgere, sistemul nu a ajuns la starea limită. Bara centrală, 
solicitată cu c = c, se deformează mult, ceea; ce'permite ca barele laterale 
să se încarce în continuas, pînă. la atingerea sarcinei limită: dată de relația. 
(21.14), „adică P}: >:Pr. Că urmare, “producerea, - deforinaţției . plastice -a 
permis o;-redisiribuire; a. modului. de! încărcare: d dlementeloi. sistemului, eviz. 
tând pericolul de cedare şi. ducînd la creşterea sarcinei limită. 2... i: .: i 
zei digedo eta 0 atat pariu o oi N 


ii 


Saa 
4, BisTiiLBUșiI omodei 
BIN O EFORTUORILOR UNITARE  - 


iai iaz a eap aiant a tg fat 
ij RLBUȚIL OMOGENE ŞI NEOMOGENEALE, 
Se consideră cazul pieselor, executate din'oţel. ~z: ;: 


„Sint puţine piesele de maşini solicitate numai la tracțiune. La astfel 
de .piese,: eforturile. unitare: sînt;+uniforta: distribuite pe. secţiune :-se- zice 
că ane;loo'o distribuţie omogenă -de eforturi: -unitare:: Atingerea; limitei" de: 
curgererla iasttel de;;pies6: duce. lai producerea, de detormaţii”niari;: deci. 
epuizează, capacitatea de rezistență a piesei; cu alte cuvinte, atingerea 
limitei de curgere coincide cu atingerea sarcinei limită. 

marea, majoritate a pieselor:de:mnâşini au loc distribuții neomogene 


de eforturi unitare (bare solicitate- la. încoyoiere, răsucire, piese, de forme 


as satis pitt 


parație, o bară solicitată, la t 
ţiune şi una la încovoiere şi 
construim diagramele care dau Te- 
laţiile o — e şi P—e, unde P 
reprezintă.-sarcina: aplicată” pieseie: î- 
Së ċönsiderä că materialul “este”: 
ideal plastic. 
După metoda rezistenței ad-. . - 
mişibile, starea limită se atinge ` 


în fig. 21.6, a. Același:lucru se 
întîmplă la distribuţia omogenă, 
fig. 21.6, b, cînd P=P.şi € = e. 
Din contra, la distribuţia, neomo- 
genă pentru € = e, abia se atinge 
limita de. solicitare „elastică, la: . 
P = P.. La o deformaţie oarecare `. 
Eu corespunde P, dar capaci- 
tatea, de rezistență nu s-a epuizat. !! ~“ 
Abia la o deformaţie mare, cînd 
se- produce articulația: plastică, se - t © Fig 216 - 
atinge sarcina limită Pe. 

În esență, ce se întîmplă în bara, solicitată la încovoiere, după ce s-a 
atins limita, de curgere în fibra extremă a unei-secţiuni ? Pe de o parte, 
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solicitarea: plastică se--propagă ireptat în ‘restul Secțiunii şi—ipe de. altă 
parte =— se;extinde; de asemenea teptai,. şi: la alte secțiuma, - :t.. 

Ceva asemănător se' întîmplă la oconstrucție de: formă complicată; 
de: ezempluun rezervor de oţel, avîndio'serie:de legături cu diferite:conducte: 

„La creşterea, presiunii, în unele. puncte ale. construcției -se-poate atinge. 
limita de curgére:: Acest lucru are că. urmare producerea, înacelă 'locuri;: 
a. unor deformaţiii'mairi,: fapt care: cauzează: o redistribuire `a eforturilor: 
unitare în ansamblu, evitînd:.ruperea,. ; Acest lucruinu s6; poate întâniplă, 
la o construcţie din material fragil, unide, în momentul cînd într-un panot: 
s-a atins rezistență de rupere;:piesa este distrusă. 5o ii i. 

Din cele expuse rezultă avantajul mare pe care îl au distribuțiile neo- 
mogene de eforturi unitare, în metale tenace și posibilitatea, acestora de a 
redistribui eforturile’ unitare, "prevenind astfel o. rupere inteinpestivă.. 


SOLICITĂRI PE MAT MULTE DIRECYII A a 


igt E E 


în cazul stărilor plâñe şi spațiale de. eforturi: unitar e, cele arătate ante” 
riórirămiä valabile dacă; efortul-unitar de calcul:se înlocuiește prini efortuă 
Pita Sens SEI. stabilit pe baza teoriei de: ADE cea- mai i potrivită, 


21, 1, într-o membrană ciretilară de rosime ‘mică h și. F `R, 


încărcată cu o presiune uniformă p, eforturile unitare Sinit date de relaţia neliniără 
= E ; LISI 


Dacă membrana este din oțel, en R= = 20 cm. h 
p= 5 daN/cm?, să se calculeze coeficientul de sigur. 
Ge = 4500 daNjem?. 

Relaţia care dă pe o se poate: 


3; em. şi: presiunea de lucru. este: 
Materialul are limita 3 


unde 


este i a pa ae 
: k ar BrE d A 
e.=Ye = di 2 17852 = 2,39: 
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Rezultă că membrana are o siguranță faţă de sarcina limită mai mare decit cea, obţinută 
prin metoda rezistenţei amisibie. i a 5 î SA 

21.2. Un sistem de doi cilindri fretaţi, cu raze R, = 15 cm, R, = cm, 3 = 30 cm, 
are presiunea interioară p; = 1 500 daN/em? și presiunea de fretaj p =250 daN/cm?. Folosind 
teoria de rezistență a efortului unitar tangențial maxim, să se calculeze coeficienţii de siguranţă 
ai celor doi ciclindri, prin metoda rezistenţei admisibile și prin cea a sarcinei limită. Materialul 
este oţel cu ac = 6 000 daN/en?. 

A ampdle i tuburi, eforturile unitare cele mai mari au loc la razel6 interioare, Aceste 
valori sînt: | 

a. Pentru tubul interior `- E it ga 


3 9 hi i 
Cono OM R G je - iert m ae al 
E 27 ue E 
Efortul unitar echivalent, cu. notație (21.7) 5 
B+ Ri K ming 
+ ps — 2p 


Oe = i — Or PU 


a. 


; Logs PEE OES 
as = — 100 + zi 500 = 3 000 daN/em?. 


B. Pentru tubul exterior Qa raza lui inţerioară) 4 


O B+R E că 
Ste = Pt RAR — RD PR - Rg 
m= OT 
ETA e îi 
2RR? 
+ Pe aeg Tt Re pt 


2 
= 1 000 daNjem? 
V A NE la 


z 2-152- 30? 900 _ 4 
e= 2,280 — 15) 675 3 


4 - 
= 1000 + EJ + 1500 = 3 000 daN/em?. 
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Y Verificarea piin metoda rezistenţelor admisibile : 
— la tubul interior 


isa d _ 6000 ,_. A 


, c = — = = zi Ei 
ai + ce 3000 : 
— la tubul exterior A 
ae _ 6000 di 


Ce = — = — = 2 y io . 
Ge 3000 7 Cuc 
ô. Verificarea prin metoda sarcinei limită, 


cu aplicarea relaţiei (21.7): 
— la tubul interior, cu or = Ge__ s > 


, ceo 6000+ 1000 A 
ei = (i =1, 
Oe Gus 3000 100007 iii aatas ietis 


— la tubul exterior în 


de =: Gre i 6 000; 1.000) 
Ge — Gui... 3000 — 1 000 


= 25. 


Cei doi coeficienţi nu mai sînt egali, unul fiind inferior, iar celălalt superior, celor daţi 
de metoda rezistenţei admişibile. i 

21.3. O grindă din oţel simplu rezemată la capete, de secţiune pătrată cu latura a = 10 cm 
şi lungime i = 100 cm, este iticărcată -în mijloc-cu-0 sarcină. P.= 10 000 daN. Materialul are 
Se = 2 400 daN/cm2. În grindă există tensiuni remânente de încovoiere, care în fibra extremă 
care va fi întinsă au mărimea o; == —500 daN/em?, iar în cealaltă — cp = + 500 daNjem?. 

Să se afle coeficientul de siguranță; prin ambele metode. 


Datorită sarcinii P, efortul unităr:maxind, este” =k 
M PI 
Smaz pi 3 
6 


x 1 TTE AR 
~ fn cele două fibre extreme, eforturile unitare 
a pa E a Să 


`- 0,15- 10.000 '=-i 000;daN/em°. 


rezulta esit ` 


500 — 0,15 + 10 000 = — 1 000 daN/em?. 


Limitele de curgere la întindere şi- ompreslune fiind egale, coeficientul de siguranță, după 


metoda rezistenţei admisibile, este ua A 


Efortul unitar maxim pozitiv este de forma 
op = — 500 + 015P =o0+ KP 
cu 0p = — 500. Cea ela Eh aA i 
Coeficientul de siguranță, prin metoda sarcinei limită, cu Gg = Ge, este dat de relația (21.7) 
PE -SL 7 So 2400+ 500 _ 
P 4 —99  1000.+ 500 


1,93. 
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Se găseşte c” <ie. Aceeaşi valoare rezultă-şi pentru fibra extremă. comprimată; . 
21.4. Să se determine sarcina limită p}, la bara dublu încastrată din figura. 21.7. 


În momentul atingerii sarciriii limită, se produce articulaţia plastică in mijlocul barei 


PORR , 
şi cele trei momente încovoietoare au valoarea Mr. 
Scriind momentul încovoietor în mijlocul barei, rezultă 


Pl l 
Mi + P -77 


de unde se obține 


21.5. Să se determine momentul încovoietor limită în articulaţia plastică: a 
secţiune circulară. $ MEL: i 
Momentul limită este 


unei bare de 
Fi li f 


„ML Sp: Se... 


figura 21.8, format, din ò bară ori- 
entice. 


-. 21.6. Să se determine sarcina limită la sistemul din, 
zontală, de mare rigiditate, încărcată cu o Sarcină P, suspe: 


"za 


| 
si la 


Fig. 21.7 . 


“Faţă de modul de aplicare a sarcinei, firele 2 şi 3 se încarcă mai, mult decit tirul Z, Prin 
metoda stării limită, sarcina limită se atinge atunci cind: în firele 2 și 3 s-a produs limita 
de curgere, ceea ce transformă sistemul într-un mecanism. hu E T ' 


1639 


Scriind ecuația de momente faţă de punctul de legare al firului 1 şi ştiind că N} = N, = 
= Oe" A, se găsește ; Pea i 


r i} Ba 
OcA’ a + ocA*2a— PL ball 
de unde rezultă 


9. UNELE ELEMENTE DIN TEORIA PROBABILITĂȚILOR 


Mărimile care intervin în calculul -de rezistenţă — caracteristici meca- 
nice, sarcini limită, sarcini reale, caracteristici geometrice ale secţiunilor — 
au, de multe ori, un caracter aleator, ele putind varia, la întimplare, între 
anumite limite. În astfel de. cazuri, .caculul coeficientului de siguranță 


trebuie făcut cu ajutorul -relațiilor teoriei probabilităților. 


Din acest motiv se vor reaminti unele mărimi şi relaţii. din teoria 
probabilităților, :cu caracter. de generalitate, urmînd::a fi: folosite :încacest 
capitol sau în cele următoare. ponai a 


a. VARIABILE ALEATOARE 


Practic, toate procesele fizice, supuse măsurării, au un caracter aleator 
(întîmplător). Cind efectul factorilor aleatori éste neglijabil, în comparaţie 
cu cel dat de anumite relaţii analitice, se Spune că procesul fizic este deter- 
minist, adică se poate prevedea ce se va întîmpla la un moment dat, viitor. 
Din contra, dacă acest lucru nu este posibil, fenomenul respectiv este 
aleator. Caracterul determinist sau aleator al unui proces fizic se stabileşte 
prin experiență.. . E ii aia IRI 
"* „: Modelul matematic al unui proces aleator este funcția, aleatoare, definită, 
de ansamblul, tuturor realizărilor posibile ale procesului aleator. Funcţia, 
aleatoare poate conţine una sau mai multe variabile aleatoare. 

Vâxiabila aleatoare poate fi discretă sau continuă. Exemple : 

— numărul ruperilor din 100 piese făbricate şi puse în-servieiu este o 
variabilă aleutoare discretă, care poate lua, númai valori întregi : 0, 1, 2, . . «100 ; 

— Tumgirea, înregistiată pe o piesă dë maşină în timpul funcționării, 
rezistența la rupere, rezistența la oboseală, sînt variabile aleatoare continui, 
care pot lua orice valoare, între două limite date... îi e 

În cele ce urmează, se va folosi pehtru Variabila aleatoare "o notație 
generală w, care poate fi. înlocuită după caz, cu notația specifică mărimii 
studiate. >>. su 


b PROBABILITĂȚI 


După STAS 1839 — 72, „probubilitatea P este: măsura, şanselor de 
realizare a unui.eveniment”, Într-un experiment cu rezultate egal posibile, 


probabilitatea unui eveniment; este raportul între numärul „de rezultate 
favorabile evenimentului şi. numărul total de rezultate. posibile: De exem- 
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plu, la aruncarea unei monede, probabilitatea ca să apară o anumită față 
este 1/2 sau 50%, pe cînd la aruncarea unui zar, probabilitatea ca să apară 
un anumit număr este 1/6. Probabilitatea este cuprinsă între 0 şi 1, sau 
0% şi 100%. Evenimentul:cu probabilitate nulă este imposibil, iar cel cu 
probabilitate P = 1 — este cert. 

Se mai poate defini probabilitatea ca „măsură a posibilităţii obiective 
de realizare a unui eveniment întîmplător”. Dacă un eveniment are pro- 
babilitatea foarte mică, de exemplu P = 0,01, se poate spune că el nu se va 
produce la o singură probă; din contra, dacă probabilitatea este foarte 
mare, de exemplu P =—,0,99, se poate considera că evenimentul se va 
produce, aproape sigur, la o singură probă. ; . 

SR fig. 21.9 se măsoară pe abseisă o - mărime aleatoare continuă, de 
exemplu rezistența, la, rupere a unei şarje de oţel..Dacă se ia din această 
şarjă, la întîmplare, o epruvetă și se încearcă, este practice imposibil ca 
rezistența éi de rupere să fie egală cu o valoare dată «=X. Ca urmare, pro- 
babilitatea de a seobţine această rezistenţă, de rupere: este nulă. Din contra, 
probabilitatea, ca rezistenţa, de rupere să fie cuprinsă între şi 2 + da este 
diferită de zero ; această probabilitate variază cu poziţia lui e pe axa 
abseiselor. Ca urmare, probabilitatea poate fi definită prin relaţia p(7) dz, 
unde p(x) se.numeşte densitate de probabilitate sau dengitate. de repartiție; 
Această densitate reprezintă- repartiția teoretică a rezultatelor unui număr 
infinit de mare de.măsurări. Produsul. p(z) dz, egal cu aria dreptunghiului 
elementar de laturi:p(2) şi de (fig. 21-9), reprezintă probabilitatea, ca, mări- 
mea observată să aibă valori cuprinse între limitele z și 2 + dæ. Probabili- 
tatea ca mărimea, observată să aibă valori X cuprinse între m, şi Za va fi 
deci dată de integrala densităţii de probabilitate între aceste două limite 


Plasă< a) =È" pla) de. (91.28) 


Aceasta reprezintă suprafața haşurată de sub curba densității de pro- 
babilitate, între z = a, şi ¥ = ® (fig. 21.9). , 
Probabilitatea ca X <:v, adică probabilitatea ca X să fie cuprins 

între —co şi æ se numeşte funcție de repartiție sau funcţie de distribuţie a 
probabilității 

E x: A), 
P(a) = P(-o < X <a) m) pa) dz. 

pae Ti padoe O a (2124) 

'“ Ca; urmăre, relația (21.23) se poate 
pune sub forma 

2, 
Pie, SX < 25) =ţ ' pla) de = 

i pi i a i i 
=È" pade- _pm)az= Pl) Pla) 
-0 dee 
i i (21:52) 
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41 — 0.1591 


+. Probabilitatea, ea valorile parametrului aleator studiat să. se“ găsească 
> —c0 şi bhiooeste: ii. n Te a pară 


pnn Iisi 


jira ajar ti 


mă Pee <E < + e) =ţ! pa) de =1, 
Moaie aei ae iE yh GE pa ea roa iN 
adică'aria totâlă'de sub curba p(x) este egală 'cu uñitatea. < > e: 
Dacă se cunoaște functia de distribuţie P(x} pentru o'variabilă aleatoare 
continuă, această: este coniplet caracterizată. "Există; însă posibilitatea’ cara- 
cterizării unui proces aleator cu ajutorul unor'valori tipice, mai puţin pre- 
cise, dar mai uşor de determinat. ij ie 
i: Potălul valorilor:care:ar putea fi supuse studiului formează o populaţie 
statistică: 'de exemplu, totalul: rezistențelor de rupere ale 'epruvetelor care 
s-ar: putea, executa. dintr-o şarjă deioţel şi s-ar supune încercării: Întrucît; 
de obicei, experimentele niu -pot reda întreaga populație statistică, se face 
un sondaj 'pe un ; număr niai redus de- epruvete, obținînd ʻo populaţie: de 


sondaj sau-un eșantion. ::- ` : 


: Dacă se încearcă o: singură epruvetă la tracțiune, deci “populaţia de 
sondaj-are n= 1, valoarea obținută dă;o'indicaţie asupra’ “tendinței centrale 
a rezultatelor.: A doua epruvetă, cînd-n = 2, dă o singură indicație asupra 
dispersiei sau abălerii rezultatului faţă de “valoarea indicată ‘de; prima; 
Là un număr» de epruvete ‘încercate, există mw —-1'indieajii' asupra dis- 
persiei Se vot examina, ” cei'doi parametri tipici ai studiului! statistic — 
media Şi dispersia, ne ie pi ponita E 


2 titi PARR t nepis BE Aae Si a a 
Dacă populaţia, de sondaj este formată din n elemente, valoarea medie 
este ©: pig Eger i oa ai 
s Š 
3 zi (21.26) 
hai Zg dagit . ta i CAm gih KELPE e 


respectiv; dată s-ar încerea,: totalul “al populaţiei statistice i fila 
vin ' sr "i DEEE Da tt ai stie tha 
i (91.27) 
mp fa) tata Îi 


1 


S-a folosit pentru ‘media populației de sondaj notația &, iar pentru 
a întregii populații —Z. Cu cât n este mai mare și tinde, spre n, 2 se apropie 
de i ri aa Ein) -È E 


Pentru variabila, aleatoare continuă 


ja ma = a: poan.. : 


(21.28) 


Mărimile 3, £ măsoară tendinţa de grupare centrală a variabilei aleatoare. 
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d.ÎMPRĂŞTIEREA REZULTATELOR 


Amplitudinea repartiției este diferența între cea mai mare şi cea mai 
mică valoare a variabilei aleatoare 


RE Zoo — mim (21.29) 


Disperisa de sondaj este dată de relația 


s = $ (n — 2: (21.30) 


n— Lial 


Pentru: întreaga populaţie statistică, avînd un număr n, de valori ale 
variabilei aleatoare dispersia este i 


aunt - St (a, =h (21.31) 


m= Sr 


u 


Pentru variabila aleatoare continuă 


ete ppa de. 


=% 


Al (21.32) 


ti ari S ; să $ 


- Rădăcina, pătrată a dispersiei — s, respectiv o — se numeşte abatere 


mèdic pătratică sau abatere standard. 
e DISTRIBUȚIA NORMALĂ (GAUSSIANÄ) ; 

Dintre numeroasele legi de distribuție a probabilității, cea mai cu- 
noscută, care reprezintă multe fenomene aleatoare, este distribuția 
normală. Ea este o distribuţie continuă, fiind aplicabilă variabilelor alea- 
toare continui. pwi 


Repartiția normală, de parâmetri X şi-o? are densitatea de probabili- 
tate ă À i ` 


z (21.33) 


şi funcjia de distribuie a probabilității 


PRE “geo E iti Rl) 


îi (21.84) 


zac 


ti "Pta = să 


Păcind notația t=% 2 


(sau cînă 2 =0 şi o = 1) funcţia de 
distribuție a probăbilității se serie i i 

E II en z 
z i ett at. (21.35) 


În fig. 21.10 s-au reprezentat funcțiile pia) şi P(x) ale distribuției 
normale, pentru cazul cînd valoarea medie este nulă. Fig. 21.10, b arată 


P(2) = 


„p&) 


Fig. 21.10 


că valoarea medie are probabilitatea 0,5, respectiv că la abaterea standard 
o probabilitatea ajunge la 84,1 %. i 

În fig. 21.11 s-a reprezentat curba lui Gauss, cu valoarea medie X 
şi s-au notat abscisele între X — 3o şi A. + 30. Se observă că în intervalul 
dela Z — copîinăla £ + cse cuprind 68,26 % dintre rezultatele studiului, 
între X — 26 şi X + 2o se cuprind 95,46 %, iar între X — 30 şi X + 30 
sînt 99,74 %. Ca urmare, numai 0,26 % dintre valorile variabilei aleatoare 
ar putea să fie în afara intervalului citat.” : De ei 


Zso Xa Xie X, i Xeo Kao ae 
Fig, 21117 0 > 


Dacă este vorba despre comportarea în serviciu (sau la încercări) a unor 
piese, şe obişnuieşte a se construi diagrama cu scară probabilistică, fig. 21. 
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12, măsurînd pe abseisă numărul ko de abăteri standard (pînă la ii nina antena toare ` gs 


—4 i +4); iar pe ordonată probabilitatea derupere'sau de'siipraviebuire. Se 
observă și: aici că pentru abscisa 0, cele două'probabilităţi sînt de 50 %. 


Pentru o abatere dată k o, se citesc pe grafic probabilitățile P, și P.. 
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A, pumărul de abateri standard 6 
Fig. 21.12 


î. DISTRIBUȚIA LOGNORMALA 
În această distribuţie, densitatea de probabilitate este 


1. comă f 
e. cîndO<sz<oşi, 


pt) = dos Va p (2136) 
ea E i l i 0 cînd 2 <0 l ` zi 
Valoarea medie: este 
să. 
Eer a l (21:37) 


unde a este valoarea, medie, iar o2 — dispersia, logaritmului variabilei alea- 
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Reprezentare a, grafică a funcției (21.36) este dată în fig: 21.13.- Se PA SERI cz PRD i că ia ma KYii 
observă deosebire a, între aceasta, 3 er spadă din figura S10. q se obține Jrecvenja relativă cumulată F; = 2 f, a clasei î, (coloana 5): Acea- 
i D i i i ` sta reprezintă raportul dintre numărul de epruvete cu rezistența de ru- 


plz) e. PRELUCRAREA REZULTATELOR pere mai mică decît limita; superioară a clasei i și numărul total de epru- 
y ERPS DE SONDAJ ta 


vete încercate. Frecvența cimulată a 

ultimei clase este F„=1, deoarece toate 

| epruvetele au rezistenţa, de:rupere. mai .. 

mică decît 85 daN/mm?. . eroii 

1.. Cu, valorile prezentâte în. tabelul 

21.2 se pot trasa următoarele grafice : 
a. Histograma. Pe axa absciselor 

se reprezintă limitele claselor. Deasupra 

intervalului corespunzător fiecărei clase 


rezultatele obținute pe o populaţie 
de sondaj formată din n=20 epru- 
vete. de oţel, prelevate din bare 
laminate provenite din aceiași 
E a șarjă, la-care s-au obținut valori ale 
A ee =i mm rezistenței la rupere cuprinse între 
78 şi 85 daN /mm?. Caracterul ‘aleator al fenomenului rezultă imediat din : graul 
examinarea împrăștierii rezultatelor, care se poate datora neomogenităţii a iar d menit a a 
materialului, erorilor de-măsurare a dimensiunilor, epruvetelor, mărimii ta relativă TOR cu frecvența : abso- 5 
forţelor etc. . i i lută a valorilor din clasa respectivă, 
(fig. 21.14). . 


`B. Poligonul de frecvenţă se obține unind punctele care au abscisa 


SI oz 
“Fig: 121.13 


Frecvența relativă, f; 


5 Limitèle claselor O, dal Jmm? 
OC hg aa OOO 


N 


var po ee e t egală cu valoarea medie a clasei, iar ordonata egală cu frecvența absolută 
Limitele medie a clasei Frenat N y Prora E E ara, th, n sau cu:frecvenţa relativă fı a clasei -(fig. 21.15), nns e 
aa K N i-a SRo! | „4. Poligonul frecvenţei cumulate (tig. 21.16). se construieşte unind 
- - — _ Punctelė care au abscisa egală, t ù -valoarea limitei superioare a’ clasei şi 
be e e a ta — ordonáta egălă;'cu frecvenţa, relativă cumulată F; a clasei respective. 
az Peer pe E aia iat ee eeo e s me Observaţie. Axele figurilor 21.14. . .21.16 se pot; inversa, măsurîndu-se 
19.180 i 795 i -T20 025 i 3180 10'24 frecvențele pe abscisă şi vadorile-mărimilor studiate pe- ordonată, f 
80...81 “80,5. - 0,25 0,50 $, | 402,5 1,80 : i N 
81...82 815: 0,25 - 0;75 407,5 0,80 sp. 10 J 
82...83 82,5 045 -* 0,90 247,5 6,38 d, 
83...84 83,5 0,05 0,95 83,5 5,76 4 = 78 = 
84...85 84,5 - 0,05 1,00 84,5 11,56 i || J 
Suma = 20. 100»: SE 1622,0 42,80 3 4% 


Rezultatele ôbținute din încercări, care constituie o mulţime dezor- 
donată de valori a, pot fi supuse unei analize cantitative. Valorile obser- 


vate se grupează în intervale dat 


e, de'dbicei egale (tabelul 21.2, coloana 1). 
După efectuarea grupării, se pot trata toate valorile apartinind unei grupe, 


ca, şi cum ele ar fi egale cu valoarea centrată s; a intervalului respectiv (ta- 
belul 21.2, coloana 2). Mulțimea, valorilor din fieeare interval formează 
o clasă, iar numărul valorilor dintr-o clasă reprezintă frecvența absolută 
m a clasei, (coloana 3). Frecvența absolută a clasei este deci frecvenţa de 
apariţie a unui rezultat experimental în intervalul corespunzător clasei 


No 


Freivenfa relativ, fi 
A 
ORERE 


3 


terase 


=  Această.p 


„mol: 


ot 


o n Figi 2115 à, 


rimă :preluc: 


i ai 775788 195 005 818 825 035845 BAE | 
Valoarea rii a clasei, Gia inte 


rare reprezintă. 


frecvența relativă cumulati, fi 


LS 
N 


$ 
E 


respective. În coloana 4 a tabelului s-au trecut valorile frecvenței relative, 


fi = i , dată de raportul dintre frecvenţa, absolută și numărul total de 


„ Media se calculează cu relaţia (21.26) 


n 


Fig, 21.16... 
poin 


poal 


DID 81 82AT GE AE 
Limitele claselor, G, da 


Op; 


: r „determinarea repartijiei: de son 
daj, care are deci un caracter. de repartiție empirică. : | ii oi aou 


i 
> PPM 


doar? u 


i 


x r ÎN 
valori (n = 20). Însumînd suma frecvențelor relative ale primelor ż¿ clase, AR ă i 
646 647 


d) 


Dacă valorile observate au fost grupate în k clase, media se calculează 
cu relația 


kF k 3 TERE SA E yas r 
easiness fa 01.88) 

N izl bogel i g 

Sie ; 

unde g; este valoarea, centrală a clasei, iar ni; fe — frecvenţa. absolută, 
respectiv relativă, corespunzătoare valorii a... Sa zici d A 

: În tabelul 21.2, coloana 6, s-au :calculat produsele n; 2; valoarea medie 
de sondaj a rezistenţei la rupere, fiind : i i ' 


z= Y na = 1022 = 81,1 daN/mmèi it 
Nn ial di $ 


: Dispersia de sondaj este dată de relația (21.30), care, în cazul valorilor 
grupate în k clase, se poate înlocui prin > a: S i 


1 g m ai : 
s2 = (2 — DP. : 21.39 
~” Abaterea medie pătratică se calculează extrăgînd radicalul, din valoa- 
rea dispersiei. A i ti p aein a Apa ei pr aa e 
. În tabelul 21.2, coloana, 7, s-au caleulat produsele (x; — T)? 7y pen- 
tru fiecarè clasă, iar în partea, de jos s-a trecut suma. Dispersia este .. . 
îi pe i o Ap vila ee a ae NR l l 
gim Y ma DR = — 
pp Mari a = Za 


= 2,25, -. 


iar abaterea medie patratică 


_ 8 = [= 1,5 daN/mm?. 


10. DETERMINAREA PROBABILISTICĂ A SIGURANŢEI ÎN FUNCȚIONARE V 


De multe ori cele două mărimi care determină coeficientul de siguran- 
ță — sarcina P-şi-sareina limită P, — au, chiar şi. în cazul solicitărilor 
statice, un caracter aleator, adică nu pot fi determinate cu exactitate. În 
asemenea cazuri, este util a se recurge la un calcul probabilist;. 

Principala greutate constă în stabilirea, dispersiilor pe care le pot avea 
aceste două mărimi. Indicaţiile din literatură, în acest sens, au un caracter 
incipient. De aceea, numai o analiză temeinică a factorilor care condiţio- 
nează aceste două mărimi, făcute de către proiectant, poate să îi furnizeze 
informațiile pentru un calcul probabilist. : i sebo i 

Să presupunem că sarcina de lucru are valoarea medie Pa și — faţă 
de aceasta — variațiile extreme + AP. Ca urmare ea se poate scrie sub 
forma £ 


P = Pr + AP. (21.40) 
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__Rămine de stabilit care este legea de distribuţie pentru această vari- 
abilă aleatoare. În lipsa altei informaţii, dacă se acceptă distribuţia nor- 
mală,; se ştie, conform fig. 21.11, că întreaga populaţie statistică poate fi 
cuprinsă în intervalul. + 3 sp, faţă de valoarea medie. (S-a luat, aici, Pra 
în loc de X, respectiv sp — în loc de ò, fiind vorba de o populaţie de son- 
daj). Rezultă deci că ; N 

insa AP=3sp,]" 


e ab pu o? (21.41) 


sp = — > riagi 


i În ce priveşte sarcina . limită P, problema este mai grea, ea depin- 
zind de material, concentratori, posibilităţile de experimentare ete. Dacă 
se iau în considerare toţi acești factori și se admite că, față de valoarea 
medie Pz mea; Sarcina limită ar putea varia cu AP, = 0,30 Pe mea, rezultă 
că ea se poate scrie . A 


Pa = Pime $ 030 Pirmo | (21.42) 


Admiţind aceiaşi distribuție normală, rezultă zi erei 
APL = 3 85, = 0,30 Pirma)" 


AP, (21.43) 


Sr, = Tz =0,10 Primea 


Cunoscînd cei 4 parametri — Prea, Sp, Pi mea: Sp, — Se pot construi 
pe același grafic, cele două densități de probabilitate p(P) și p(P,) ca în 
figura 21.17. :. 2 s ` i ` 

Este evident că trebuie să existe 


Pr ma > Pmea- 


_Examinînd cele două distribuții, se observă că; ele pot avea două 
poziţii relative diferite — nu se intersectează sau se intersectează — fapt; 
ce conduce la două metode de calcul, ce vor fi descrise, sumar, în continu- 
are. i 


a. METODA DURABILITĂȚII GARANTATE (Safe-Life-Method) 


În cazul din fig. 21.17, a, sarcina limită este în permanénță mai mare 
decit sarcina reală, deci durabilitatea piesei este garantată. Această con- 
diție se impune atunci cînd ruperea unei piese ar avea consecințe dezas- 
truoase, deci cînd trebuie evitată orice rupere. 3 

Condiţia durabilităţii garantate este ca sarcina de lucru cea mai mare 
să fie mai mică decît sarcina limită cea mai mică 


Pra + ÅPSP; me — AP, 
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mau ios : TE Aane a 


À i Py net> Pries APD, £ si 144) 
` doeticiéntul de pistă probabilișt se detinegte p prin inta PUE. 
ot = Pima 00145) 
i P, AR 


putină fi notat of cînd este calculat faţă de limita dê curgere, respectiv 
0? — faţă de rezistenţa la rupere a 


Amar = food a: „ru 


j sartina | 
fimifă” e 


Fig. 21.17 `` 


oi Conform acestei definiţii SEN i gi 
o Pini Baa t AP + AP; 
Prea Puea 


Sepot face urmätoarele transformări 


AP, Pima _ iar, Ge 


Pma z pari Pima Paea i ae Pa 
AP: AP x i gl i 
*>1 
e z Foa ai - 
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IN 


1 + (AP/Pnea) 


c*> 
1 — (APL/ Pr mea) 


(21.46) 


PROBLEMA 


3 21.7, Să se determine coeficientul de siguranță al unei piese din oţel, avind sarcina de 
ucru 


P = Pmeg + AP = 1 000 + 200 daN, 
dacă sarcina limită estc (la limita de curgere) 


Pr, = Pr mea + APr'= 3'000 + 600 daN. 


Conform datelor:problemei : .€. iii iti tate 
AP 200 AP, 600 
= 02; — = 02 
Pag, 1000 PL mea 3000 


iar!) „prin aplicarea sentie ar. 46) 


$ HETODA DEGEADARIT coxtiovanIne -st-aeteo 


; Conform acestei, metode, fig. 21. 17; b, cele două grafice se întersecies 
ză, ceea ce arată că se; permite ca, un număr de piese să cedeze. Folosirea 
acestui concept: face ca, diferenţa, Pi mea ~ Prea Să fie mai mică: decit; la 
metoda anterioară, deci materialul să fie mai bine tiliga Se tece, astfel; 
o. economie, câre să justifice; .: DRR 


cedarea, .respectiv înlocuirea 
unii număr redus. de.piese.. 
Aria haşurată din fig. 
21.17, b, măsoără intervalul pe 
care pot să se producă cedările. 
pieselor. “Pentru continuarea 
problemei, se reprezintă densi- 
tatea:de probabilitate a diferen-, 
tei P -— P, ca în figura 21.18. -, 
Zonaîn care P; — P>0 repré- :;: 
zintă: piesele .care nu .se.-riip, 
iar'zona în care diferenţa 'este negativă — — pe cele care- cedează. Cu ajuto- 
rul'ecuației funcției p(P,—P) se poate calcula coeficientul de siguranţă 
probabilistic, respectiv procentul de piese care ar- putea ceda. 
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CAPITOLUL 22 


SOLICITĂRI VARIABILE. OBOSEALA METALELOR 


1. SOLICITĂRI VARIABILE 


sa e ia mac 

În majoritatea pieselor de mașini, forțele aplicate variază în timp de 
un număr mare de ori. Acest mod de solicitare duce la o mieşorare sensi- 
bilă a caraeteristicilor de rezistenţă, față de cele statice. Fenomenului i s-a 
dat numele de oboseală, iar caracteristicelor mecanice respective — limite 
de oboseală sau rezistențe la oboseală. Spre deosebire de caraeteristicele me- 
canice statice (rezistenţa, la rupere, limita de curgere), care erau mărimi 
unice, variind doar în limite probabilistice, rezistenţele; la oboseală ale 


unui material pot avea o infinitate de valori, funcţie de o serie de factori. . 


Solicitările variabile pot avea un caracter. determinist sau aleator. Lia 
primele, se pot; stabili anumite relaţii, în baza cărora, se poate prevedea 
evoluția lor la un moment dat. Celelalte nu se pot exprima sub o formă 
analitică şi se studiază, prin înregistrări, desfășurarea lor în timp ; prin 
calculul probabilităților se pot face apoi estimări, asupra comportării în 
viitor a pieselor la astfel de solicitări. i 

- Dintre solicitările determinis- 
te, cele. mai frecvente. sînt soli- 
citările periodice. La rindul lor, 
acestea pot fi grupate în: . 

— solicitări staționare, la care 
"eforturile unitare variază, de un 
“număr nedefinit de ori, între o 

limită superioară omas Și una infe- 
TÎOALĂ Omin; CA în figura 22.1 ; exem- 
t ple: arborele unui motor, arcul 
- de supapă, tija. pistonului, osia 
unui vagon etc. ; i 
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- — solicitări nesiaţionare, cînd eforturile unitare variază ca amplitu- 
dine în decursul.unei perioade ; această variaţie poate fi aleatoare, sau-for- 
mată din trepte de amplitudine. constantă, ca în fig. 22.2. 


Solicitările variabile, repetate de un număr mare de ori, au efect nefa- 
vorabil asupra capacităţii de rezistenţă a materialului, comparativ cu com- 
portarea uila solicitări statice. i i 

Acest efect a fost observat şi studiat sistematic încă dinprima jumă- 
tate a secolului al 19-lea. Printre cele mai frecvente şi importante piese de 
mașini care prezentau ruperi, inexplicabile în acea vreme, erau osiile vagoa- 
nelor de cale ferată. Modul de încărcare şi rezemare al unei osii-de vagon 


„este arătat în figura 22.3. La uh moment dat, în punctul a al osiei, situat în 


partea, cea mai de sus, are loc un efort unitar de întindere omas, iar în punc- 
tul opus b, un efort unitar de compresiune Spt ™= — Omaze Dacă osia s-a, 
rotit cu 180°, cele două ptincte a şi b schimbă între ele poziţiile. Ca, urmare 
într-un punct fix pe osie, după o rotaţie de 180”, efortul unitar trece de la 
Gmaz l& Oi — Omaz- PE O durată mare de timp, efortul unitar variază 
de un număr foarte mare de ori între cele două limite, conform schiţei de 
la poziția 5 din tabelul 22.1. 

Fenomenul de oboseală a materialelor și calculul aferent prezintă o 
serie de complicații, ce vor fi examinate în acest capitol. Problema este ceva 
mai simplă pentru cazul solicitărilor staționare ; din acest; motiv, expunerea 
ce urmează se va referi în special la acestea. 

Din cauza complieajiei calculului, se preferă ca piesele supuse 1a solici- 
tări variabile să.fie dimensionate, în mod aproximativ, ca şi cînd ar fi su- 
puse la solicitări statice, urmînd a se face apoi calculul propriu-zis la obo- 
seală, care constă în a verifica mărimea, coeficientului de siguranță. 

În studiul solicitărilor variabile staţionare se consideră că sarcinile 
aplicate pieselor, deci şi eforturile unitare produse de ele, variază în timp 
periodic, cu o frecvenţă oarecare, aşa cum este exemplifica în figura 22.1.. 

Variația efortului unitar, pornind de la o valoare oarecare şi pînă. 
ajunge din nou la aceeași valoare şi la acelaşi sens de variație, formează, 
un ciclu al solicitării variabile. Aṣa, de exemplu, în figura, 22.1, un ciclu 
este reprezentat prin curba ACE sau OBD ete. În decursul unui ciclu, 
efortul unitar trece o singură dată printr-o valoare maximă, numită, efort 
unitar masim Smas Său limită superioară a efortului unitar, şi o valoare 
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. Tabelul 221. i T. ta - i a h $ i - Tabelul: 22.1 (continuare) 


; 3 pa m dacă i ` ` în Nre 
pia Ciclul ~ : "Smoz, Omin Cm, "a R est: SRA Cmar” mgn “a “a j 
7 
Se ` | AEE CERTEN N E «i iaiT tă 
1| AAE pe O e R=+1 p a o, : 
- ©; = 0 0.. Om =. = FE = P P 
Ha maa ata A ps Omaz = -Smin s zoj? Omaz 40; iai Gmi<0;i: 1<R<+t+o 
s sA z0; Omin < 0 Sa #0 
i v S i 
e | yÈ 
-g li — TRE 
a g | moo 
2 Omaz > 0; ain d 
Omin > 0. EI a p ! ; 
z i 9 |- Omaz = Omin K o Om = Omuz oma) R= H1 
i E Eii i , Ga = 0 
| 
3 Á Bii pet apa a 
minimă, numită efort unitar MINIM Gai SAU limită inferioară a efortului 
9 unitar. În cazul eforturilor unitare tangențiale, valorile extreme ale ciclului 
a i E i Sînt; TmazȘI Trta; i pe ie mata ta 2 pi alegi) ae EEN RU 
i - E IN i >. Adesea, în loc de eforturi unitare se poate vorbi de un ciclu de sarcini, 
ga a ADA je fate acestea, fiind forţe care variază, intre Pinar Și Pta Său cupluri (de încovoiere; 
4 ; irită ie Cm0; sau đe răsucire) care variază între M mas ŞI M mta Cauza, siclurilor de solici+ 
- aai tări'variabile periodice este în RES oe ' 
ioi general mişcarea de rotație sau — 
GË i mişcarea d6 :du-te-virio (âlter- ` -: 
: naivă) a, diferitelor! piese de : 
i maşini, o í 
Valoarea medie între Cmar 
= ȘI. Cmi (fig. 22.1) se, numeşte 
efort umitar mediu, .. i: 
l Sn = Snas T Omin, (22.1)... . 
; ngre T i 
T A ala | A x 
i. Semidiferenţa dintre efor- --. 3 
, Omar? O; Omin 40; tul unitar maxim, Și celminim sau .. :, 1] ill MNN E 
6 Omas <| Smin | diferenţa dintre cel maxim (saù... i (| Ti W., 
a ; minim) şi, cel mediu senumeşte. |... 7 ete i age a Ma 
amplitudinea eforturilor unitare), - „Fig, 22.3 - Z 
i iA af orr rea iai seoa T ia wi : 
Omas — Omt : a y z x 
i Oa = —— ETE — Omas — Om = | Omtn = Sml +: (22:2) 
uii aia priit e Be ad 
Ga t DA nu se confunda simbolul peritră amplitudinea "efortului initar, Sa “Stabilit IM STAS : 
e , | 6488-67, cu același simbol; folositpină acum pentru 'rezistența admisibilă. * - © :! > Ti 
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f Cumoscind ‘pe Sm si Ga; Se pot calcul eforturile unitare maxime si 


minime in a A 
Gmaz = Sm + s p 


“Omin = Om Ga X 
Rezultă că un ciclu de solicitări variabile este definit fie prin valorile 


Omaz ȘI Omin Ele Prin O Și Oa- 
Se numește coeficient de asimetrie al ciclului raportul 


R= Smis, (024) 
Cmar 
După mărimile şi semnele pe care le au Graz ȘI Gmin Se disting diferit 
tipuri de cicluri de solicitări variabile care sînt redate în tabelul 22.1- 
După mărimea coeficientului de asimetrie, se disting : 
— cicluri simetrice, poziţia, 5 din tabelul 22.1, avind 


Omas = — Omtp) Cm = 03 Oa = Omazi BR= —i; 


— „cicluri asimetrice sînt toate ciclurile la care coeficientul de. asime- 
trie este 


i R£ =. i 
După semnele algebrice ale eforturilor unitare, se disting : 
— cicluri, alternanie, la care efortul unitar schimbă de semn (pozipiile 

4, 5,6 din tabelul 22:1); 
— cicluri ondulante, la care efortul unitar rămîne tot timpul de ace- 

laşi semn. 

Un ciclu ondulant poate fi pozitiv (poziţiile 2 şi. 3) sau anoal (pozițiile 
7 și 8). Cînd una din limitele efortului unitar este nulă, ciclul ondulant se 


numeşte. pulsant. La poziția- 3 se arată un ciclu pulsant pozitiv,- iar la: 


poziția 7 unul'negâiiiv. aa i 
În'cazul în care amplitudinea ciclului este foarte mică, cai arii îi 
considerată practic nulă și Apare solicitarea statică atu 1 şi 9). 


2. REZISTENȚA LA OBs i. CURBA LUI WOHLER 


Experiența, îndelungată a construcției de maşini a dus la constatarea 
că materiálele rezistă la, solicitări. variabile mai puțin decit la solicitări 


statice. Cu alte cuvinte, 0-piesă care suportă pe timp indefinit o solicitare” 


statică de valoare Smas se poate rupe după un număr oarecare de cicluri 


care au valoarea maximală cmas Acestui fenomen, de micşorare a proprie-" 


tăților de rezistenţă sub efectul solicitărilor variabile, i se dă numele de 
oboseală a materialului. 

Caracteristica mecanică a materialului, la solicitări variabile, este 
rezistența la oboseală. Spre a determina rezistența la oboseală a unui metal, 
se poate proceda în felul următor, după STAS 5878-69. : 
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‘Se confecționează, din materialul care trebuie cercetat, un număr de 
cel puţin 8 epruvete identice, avînd, de:exemplu, forma din figura, 22.4. 
Partea unde:se va produce ruperea, în -cazul.de faţă partea gituită, trebuie 
să fie foarte bine lustruită. Epruvetele se aşază, pe rînd, la o mașină de 
încercat la oboseală, care, pentru încercarea de 
încovoiere rotativă, poate corespunde schemei 
din figura 22.5. La această schemă se disting : 
1 — greutăţi; 2 — rulmenţi; 3 — epruvete; 
4 — dispozitiv de prindere a epruvetelor; 
5 — lagăre; 6 — roată de antrenare a epruve- 
telor în mişcare de rotație. Prin aplicarea greu- 
tăților constante 7 în capătul epruvetelor și 
prin rotirea epruvetelor, se realizează cicluri... 
simetrice de  încovoiere. Există numeroase 
modele de maşini de încercat la oboseală: pen- 
tru epruvete solicitate la  încovoiere.. pură 
(moment constant de-a lungul':epruvetei) 
pentru încercări prin ciclu pulsant, pentru 
încercări de ` răsucire, întindere, solicitări 
compuse. 

Maşinile de încercat sînt prevăzute cu con- 
toare care numără ciclurile la care este Sans 
epruveta, pînă, la rupere. 

Prima, din seria de epruvete se încarcă, în. 
aşa fel ca,să, se 'Tealizeze în ea un efort unitar... 

Gmaz = 01: = 0,6 a, „pentru oţeluri ; i 

Omaz = © = 0, 4. cn pentru aliaje neferoase 
uşoare. 

Se constată că această g ruvetă, se ru 
după N, cicluri. - b pe 

tr-in sistem de axe de ` coordonate Omars i 
N, „se marchează punctul 7, „corespunzător ruperii S 
primei epruvete (a, N,). A' doua eprùvetă se `i 
încarcă la un efort maxim o, mâi'mie cii 1—2 
dàN/mm? decit; c, și se constată că ea se rupe 


toat Na Sialan, unde N; >N; Se marchează punctul’ următor, 
Ca N 


ni 


x Fig 22.4. 


Fig, 22.5 


42-0. 180: 
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Se continuă, acest procedeu, mieşorihd din: ce în ce pe Cmaiz; ceea ce duce 
la creşterea numărului de cieluri pîniă la rupere. Se constată că la o anumită 
valoare a lui ‘Grazi căreia i se: dă numele, de: rezistență la.oboseală, epruveta 
nu se mai rupe, adică rezistă la un număr nelimitat; de cicluri. Evident că 


L ii i 


D h h, m o, Kielar ye oiar 


ge, 


| Fig. 226 | Fig. 27. 
i Ta E a 


alte epruveté, încărcate la un efort unitar Omas inferior rezistenţei. la obo- 
seală, de asemeñea ni 'se rup. aa pp a ali a 

„ Prin-urmare, rezistența la oboseală estă cea mii mare valoaie a eforiiihii 
unitar mazim al ciclurilor pe care epruveta le suportă un timp indefinit 
fără a se rupe. Cum experimentárėa nu se poate făce lé infinit, de obicei se. 
limitează la un număr de cicluri N, = Np (bază de încercare) (fig. 22.6). 
Pentru oțeluri se ia N, = 105. ..107 cicluri; pe' cînd lă áliaje ușoare, unde 
curba coboară mereu, se merge: chiar'la Ng =:5 + 107...108. ; 

; Curba 'din figura 22.6, a cărei asimptotă. dă mărimea, rezistenţei la 
oboseală, poartă numele de curba de durabilitat sau curba lui: Wöhler. 


Practica arată că punctele obținute experimental. nu, se înscriu pe o 


curbă cu-traseu atât de conţinuu ca, aceea din figura 22,6. În general, ele: 


prezintă o dispersie destul de mare, ceea ce îngreuiază determinarea exactă, 
a rezistenţei la oboseală. De aceea, esțe util ca, pentru determinări precise. 
să se încerce un număr relaţiv mare —.câteva, zeci — de epruvete. Rezul- 
tatele experiențelor pot. fi prelucrate statistic. şi se.pot; trasa curbe care: 
arată probabilitatea de rupere, cum sint; cele din figura, 22.7. i ai eat 

Determinarea rezistenţei la oboseală prezintă complicaţii și în ce pri- 
veşte metodologia, experimentală, atunci cind este vorba de alte feluri de 
cicluri decit cel simetric. a 

Pentru ciclu pulsant, pe curba lui Wöhler-se pot înscrie fie valorile mas 


(curba superioară din Hig: 22.8) fie'valorile 6, = 5 “Gmaz(curba inferioară 
din figură). S ai pa 

În fig. 32:9 s-au reprezentat, în coordonate semilogaritmice, curbele 
lui Wöhler pentru încercări ondulante, în cursul cărora se păstrează cm = 
= const. și se variază o, pînă se atinge rezistenţa la oboseală. În asemenea 
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cazuri, iodul cel mai potrivit de scriere a rezistenţei la oboseală (dată de 
Omas) este sub forma; unei sume Sm + Ga. Astfel, pentru curbele din fig. 
22.9, citite de sus în jos, rezistenţele- la, oboseală sint“ : 

: . A Gr = 40 daN /mm?, 


Ci TITO. on=20 435: daN /mm?, 

cor=40 -+ 26 :daN/mm?, 

a 40 or=50 -+ 20 daN/mm?. 

: oN -x3 Se observă că rezi- 

Ta == stenţa, la oboseală : cea 

şo == mai mică: ešte pentru 

S D X 9 Siolu simetrio a e) 
m L] şi că ea creşte pe:măsur 

Ş o | | ce Om creşte. i 

> È ``“ Orice ' material are 

“o'infinitatë de rezistențe 

î , i | Ta oboseală, după coefi- 

107 70” 705 wE 797 cientul de 'asimetrie al 


N ciclurilor la care se face 
încercarea, precum şi 
după felul solicitării. 

Cele mai cunoscute sînt; rezistențele la oboseală prin cicluri simetrice 
şi pulsante. Simbolütilè peritru'rezistențele; la oboseală; poartă. ca indici 
valorile coeficientului de asimetrie. Se notează astfel : : 

“o ei —-rezistenţă;rla oboseală -priri cielu: simetrie de încovoiere' 
: rezistențăila oboseală prin ciclu simetrie de trăcţiune-compre: 

PE RIL BRA IN Pie EPT COR Ei Ra a i e) ti păzi 

rezistenţă; la oboseală prin 'ciclu: simetric derăsuciře 

taste si a : Uiig AE P AETA Ea 


Katie te 


Fig. 228 


E E ai SLS EEN 


"ppt tz E EE 
EFS aop ina gga WE 7 A 0 l d 
VeA EEES N, cicluri. pre ăi 


TED san Fig. 22.9 


i itoa hls 


SRR E i iant Can $ : 
— rezistenţă la oboseală prin ciclu pulsant dé încovoiere 


ca — rezistenţă la oboseală prin: ciclu pulsant de tracţiune. : 
o — rezistență la oboseală prin ciclu pulsant de. compresiune 
to — rezistenţă la. oboseală prin ciclu pulsant de răsucire 
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OR > .Tezistenţă, la oboseală-prin ciclu oarecare. de încovoiere 
„Gay = iLezistență, la: oboseală prin cielu oarecare. de tracţiune 
“a — rezistenţă. la oboseală; prin. ciclu: oarecare de; răsucire. 


Pentru o solicitare dată, rezistenţele la oboseală prin ciclu simetrie 
sînt cele-mai mici ; cele prin ciclu pulsant sînt mai mari, iar cele de rupere 
statice sînt :cele' mai mari. : i 

„Dat fiind că solicitarea; statică are R-= +1, în studiul'la oboseală se 
obişnuieşte să. se noteze rezistenţa de rupere statică şi prin simbolul c, = 
Op i d Z -1 si aai 
nOu titlu informativ, se dau unele relații empirice care arată legătura 
dintre rezistențele:la oboseală şi rezistențele de rupere statice. : 


La oţeluri. + E i 
ra = (0,4. 0,5) 505 “oa = (15. --116)0-u 
pi O u =:(0,7.. :0,8) 0-1; Go = 1, C-u 
„za = (0,55. -.0,58)0-1; mo = (1,8...2,0) t 
La metale uşoare ibid e: iaca 5 f 


"oo, = (0,25. . 0,5) op 


i i fe sn au ; 
+ 3. DIAGRAMELE REZISTENȚELOR LA OBOSEALĂ 


Dat fiind.că o piesă de maşină poate fi supusă unei solicitări variabile 
cu orice valoare a coeficientului de asimetrie R, este necesar a cunoaşte 
întreaga, infinitate de rezistenţe la oboseală ale materialului, pentru felul 
de solicitare considerat. Se ajunge-asttel la noţiunea de diagrame ale rezis- 
tenfelor la oboseală, construcţii grafice care să reprezinte variaţia, rezistenţei 
la oboseală cu coeficientul de asimetrie. 

Luînd un sistem de axe de coordonate cm; Ga (fig. 22.10), ciclul de soli- 
citare variabilă dintr-o piesă se poate reprezenta printr-un punct M din 

i planul acestor axe. Ducînd linia OM, se 
poate scrie relaţia dintre înclinarea, ei şi 
coeficientul de asimetrie 


Oa: Omaz — Smtn__ LR 


tg e, - 
- 1 Om Omas T Omin 1+R 


(22.5) 


Suma coordonatelor punctului M 
reprezintă, conform formulei (22.3), efor- 
tul unitar Smags al ciclului. Prelungind 
dreapta 0M,se poate găsi un punct L, 
corespunzător unui ciclu limită, la care 

Fig. 22.10 efortul unitar maxim este egal cu rezi- 
: 'stenţa la oboseală a materialului, core- AS 
spunzătoare coeficientului de asimetrie dat 


GmazL = Omi “+ Car = OR 
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' +: Locul geometrie al punetelor L reprezintă diagrama rezistenţelor la 
oboseală sau curba ciclurilor limită. a Ri ue a a A 
: Ounoseînd: poziţia puliictelor M şi L, se poate ajunge la noțiunea, de` 

coeficient de siguranță al ciclului reprezentat de punetul M; aşa cum se 
va vedeamai departe. | i i Ea ei a : 
+ Cunoseiînd 'locul geometric àl punctelor L, se obţine:o curbă ca, în fi- 


— Qiclul simetric, punetul A, cu Om = 0 şi oa = Gui, 


„— ciclul pulsant (R= 0, e = 45°); punctul B, cu. om = ca = ,/2; 
„— Solicitarea statică, punctul “0, cu Oa = 0, om = Sp 


Fig. 22.11, Fig. 22.12 
Linia ABLO este diagrama rezistențelor la oboseală în coordonate 
Oms Ga (diagrama Haigh}. Un punct oarecare din interiorul diagramei (x) 
reprezintä un ciclu nepericulos, pe cînd un punct din afara ei(N) reprezintă 
un ciclu care duce la ruperea prin oboseală. i 
Un alt mod de reprezentare a diagramei rezistențelor la oboseală este 
diagrama Smith (fig. 22.12), care dă variația lui Smas Și Omin În funcție de Cm- 
În această diagramă, orice ciclu este reprezentat prin o pereche de puncte 
avind aceeaşi abscisă. Ciclurile limită sînt reprezentate prin puncte situate 
pe cele două curbe : ciclul simetric limită A4, Cu OA, = Omas = C-u} 
ciclul pulsant limită pozitiv B,Bə, cu BB, = Omast = Son cel negativ cu 
BiB, = oœ; solicitările statice cu rezistențele de rupere de întindere, 
respectiv compresiune, corespunzînd punctelor 0, 0”. Punctele D,D; re- 
prezintă un ciclu riepericulos, în timp ce BB, reprezintă un ciclu care cau- 
zează ruperea.prin oboseală. ; ip a 
“Utilizarea, diagramelor rezistenţelor la oboseală în formele indicate 
în figurile 22.11 și 22.12 prezintă dificultăți, atit în ce priveşte construirea, 
lor cât şi în ceea ce priveşte comportarea, materialului solicitat la oboseală 


peste limita, de curgere. Din acest motiv se recurge în practică la diagrame 
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schematizate, în care curbele descrise se înlocuiesc prin anumite linii drepte 


sau curbe mai simple. Se fac următoarele simplificări : | E unit 
4), Diagramele se utilizează de:0bicei numai în partea dreaptă a axei 
verticale, adică pentru valori o pozitive; fac excepție diagramele pentru 
materiale care se comportă diferit la tracțiune şi compresiune (fonte). 
ui B) Pentru materialele tenace (oțeluri moi, aliaje,de. cupru), se obişnu- 
iește a se limita, diăgramele;la, valoarea limitei de curgere statice, adică la 
Omaz = Se, Deinteresind ciclurile care depăşesc limita, de curgere,:deci care: 
produc deformajii plastice accentuate. *" : ii ie ; E A 

z- „prea aplica acest principiu, la diăgraină din: figura 22 11''se proce- 
dează cum se-arată în figura-22.13. Se fixează pe axă;orizontală punctul O 
căruia îi corespunde limita de curgere o. şi se duce dreapta OD la 45°. 
Orice punct de pe această dreaptă are Omas = Om + Ga = Co iar punctele 
situate deasupra;ei:reprezintă cicluri care depășesc limita de curgere. Se 
elimină partea de diagramă BOF, situată deasupra liniei CD. În acest fel 
se evită:ca un ciclu oarecare din cimpul BOF, cum ar fi cel reprezentat de 
punctul M, să-iie, considerat drept ciclu admisibil la o piesă de maşină. Un 
astfel de ciclu iu: duce la rupere prin oboseală, dar produce deformații 
permanente, lucru neadmis în construcţiile de mașini. Prin simplificarea 


descrisă, diagrama ciclurilor limită devine A BO (fig. 22.13). 1 m 
în Pentru diagrăme de felulcelei din figura, 22.12, se procedează; că în 
figura 22.14. Diagrama inițială este curba A0’ Aa. Se duce linia orizontală 
la valoarea cs = o. (limita, de curgere), obţinînd punetele D,, C. Seduce 
verticala D,D, “și rezultă punctul D,. "Diagrama, se limitează [la linia, 
ADODoAa. i i i Rai e EAT AES C AT 
„____%) Pentru calculul ânalitie, diagramele avînd şi porţiuni de curbe sînt 
incomode. De aceea, se recurgă la schemalizarea prin linti drepte, care per- 
mite stabilirea comodă a expresiilor coeficienţilor de siguranţă. 
1 i Ki 


4 


“Fig. 22.413 


În schematizarea lui Gerber, diagrama rezis 
parabola A0 din fig. 22.15, dè ecuaţie. 1057 


iaki i iza an E ia $ i > i i) j 
Trio, LAT [a — (=) |; ` si i (22.6) 
; Dali pi) 0: z MIL ale 


nţelor la oboseală este 


a 


:Schematizarea; Gooâmân, pentru materiale fragile, foloseşte. dreapta 
AO: aii Je rs Ee ri a AA 


pi 


iar schematizareă; Soderberg, pentru materiale eu limită de curgere, este 
dată delihia AD" CE n MA SNEG : i i 


; 


O gchémätizšrile Godman şi Soderberg, foarte comode pentru calcul, 
eglijează o pună parte'diti‘capacitàteg de rezistenţă a majteriălului, deci 
duc la valori ale coeficienţilor de siguranță mai mici decit cele reale. 

o “În solematiaarea lui Serensen, Se ia linia îrîntă ABHD din figura 22.16, ` 
definită de mărimile a-i, oo ce. Întrucitpunetul F se află destul de aproape 
de B, se poate lua'o linie frintă ABD. SA S 
nTn litératura tehnică se găsesë multe alte tipuri de diagrame schemati- 
zate. Anàlog se poate proceda cii diagrama. de tip Smith. > ; + 


4. RUPEREA PRIN OBOSEALĂ 
pisi ga a a. FISURA ȘI RUPEREA PLIN OBOSEA Li 

În cei peste 100 ani de cînd se cercetează rezistența la oboseală, unul 
dintre subiectele cele mäi frecvente a fost cercetarea cauzelor şi a modului 
de producere a ruperii prin oboseală, respectiv clarificarea deosebirilor 
dintre producerea, ruperii la solicitări statice și cea de oboseală. 
. „Bxaminarea secţiunii unei bare ruptă la oboseală arată o distincție 
netă între ruptura de oboseală şi cea statică. După, cum se vede în figura, 
22.17, în secţiunea barei rupte prin oboseală, se disting două zone : una lu- 
cioasă, datorită frecării materialului în timpul propagării fisurii şi una gră- 
unţoasă, în partea unde are loc, bruse, ruperea finală. Ruptura, de oboseală 


i 
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începe prin o fisură, al cărei loc poate fi uşor identificat în secțiunea piesei 

rupte, care se propagă, micşorind mereu secțiunea piesei. În general 

această propagare a fisurii se face cu intermitențe, datorite perioadelor de 

a oprire ale maşinii, ceea ce are ca efect 

va 4 producerea unor linii de repaus, care permit; 

i i atît identificarea locului fisurii inițiale, cît 

şi direcția de propagare gei. E 

© Aspectul rupturii de oboseală depinde 

şi de felul solicitării, cum se arată în 
tabelul 22.2. 

Pentru solicitări de încovoiere rotativă 

sau întindere-compresiune, de obicei există 

o singură fisură iniţială, pe cînd, la încovo- 

; iere plană, se „proâud două fisuri, faţă în 

. faţă, Cind solicitarea variabilă, este mică, 

fisura, de oboseală se propagă aproape în 

toată secțiunea, zona rupturii, finale, fiind 

mică; situația se, inversează pentru cazul 

„unei solicitări puternice. Un aspect aparte 

are ruptura unei bare: cu un concentrator inelar. Săgeţile . indică 
direcţiile de propagare a fisurii de oboseală. 


` Fig. 22.17 


Tabelul 22.2 


Epruvetă net Epravetă eu í 
pruvetă neteăă trator inelar 


Felul solicitării ` 


Solicitare mică 


„Solicitare mare 


|. Solicitare mică 


Încovoiere rotativă 


Încovoiere plană 


ură 
Întindere-compresiurie 
i ena SE EE 
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ʻi Este de'observat de asemenea, că gituirea la rupere, specifică ruperii 
statice; a materialelor tenace, nu se produce în cazul-ruperii prin oboseală. 
Prin urmare, ruperea prin oboseală are caracter fragil. r Si 


b TEORII ASUPRA RUPERIL PRIN OBOSEALĂ 


a. Peoria ecruisärii (Orowan): Formulată la început: de Gough şi 
Hanson (1923)'şi dezvoltată apoi de Orowan, această teorie porneşte de la 
ideea, că în anumiți erăunţi cristalini, se produc lunecări plastice la efor: 
turi unitare care, pentru întreaga secţiune, sînt inferioare limitei de elas- 
ticitate statice. Aceste Innecări produc un fenomen de ecruisare a crista- 
lelor, deci de creștere a limitei de elasticitate. În timpul acestor lunecări, 
ae loc o dezorganizare a reţelei cristaline a materialului, ceea ce poate 
avea drept; consecință producerea de mierofisuri, în special la locurile -de 
legătură dintre cristale. Cît timp solicitarea, este inferioară rezistenței lá 
oboseală, se realizează uri echilibru între fenomenul de ecruişare a crista- 
lelor și cel de microfisurare şi fisura nu se dezvoltă. Din contră, la solicitări 
mai puternice, fisura, se dezvoltă şi conduce la rupere. Cercetările au ară- 
tat că fenomenul de ecruișare are loc în- primele cîteva mii de cicluri, 
fisurile submicroseopice apar după 2%, cele microscopice după 5—20 w; 
iar cele vizibile după cirea 20% din durata totală a încercării prin care se 
produce ruperea. 

B. Teorii energetice. O'serie de teorii de oboseală pornesc de la exami- 
narea buclei de histerezis plastic (fig. 22.18). După Oding, lăţimea buclei 
de histerezis este o caracteristică a metalului, numită viscozitate ciclică. 
Pentu valori ale. efortului unitar maxim „o. a. ciclului superioare unei 
anumite limite, viscozitatea, ciclică, creşte cu numărul. de cicluri aplicate 
piesei, pînă ce produce ruperea... La, 0 anumită valoare a lui c, egală cu 
rezistenţa, la oboseală, are; loc inițial o creştere a viscozităţii. ciclice cu 
timpul, urmată de o desereştere a ei, iar epruveta nu se mai rupe. Pentru 
valori ale lui c, mai mici decît rezistența, la oboseală viscozitatea, ciclică 
rămîne constantă în timp. 

y. Teorii de dislocaţie. În ultima vreme, se 
caută a se explica ruperea prin oboseală pe baza 
dislocajiei intereristaline. “Teoriile se clădese pe 
următoarele constatări : i aa ` 

— dislocația apare în metale, în procesul. de... 
cristalizare, dînd naştere unui mozaic de monoeri- - 
stale, orientate în; mod. neregulat; ti ză 

— dislocaţia, se ;continuă în procesul de, defor- 
mare plastică a metalelor ; . ; 

— cînd dislocajia apare la suparafaţa piesei, 
ea dă naştere unor linii de lunecare ; 

— prin deplasarea dislocaţiilor şi trecerea lor 
peste obstacolele pe care le-întîlnesc, se produc :. : 
goluri în rețeaua intereristalină ; 


Fig. 2218 
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;-— prin "deplasarea disloeaţiilor ' în .sens contrar, paralel cu. plânele 
de alunecare;:ele se pot anula, dar golurile rămîn, putind da 'naștere apoi 
la fisuri. DR aia i ; t T E ART 


e. SCHIMBĂRI ÎN PROPRIETĂȚILE MECANICE ȘI FIZICE, 
CAUZATE DE FENOMENUL DE OBOSEALĂ 


Experiențele au arătat că, în. apropierea, rezistenţei ła oboseală au loc 
anumite .moditicări ale proprietăţilor fizice, ecea ce poate servi atît ca 
indiciu asupra gradului de oboseală, cât și ca metodă de măsurare pentru 
determinarea rezistenței la oboseală.. Totuşi, aceste fenomene nu ‘sint 
cunoscute cantitativ în aşa măsură încît; sä înlocuiască metodele obiş- 
nuite de încercare pentru determinarea rezistenţei la oboseală, i 
.; . Amortizarea internă „ este legată de fenomenul de. oboseală. Într-o 
primă fază, destul de scurtă, amortizarea internă, scade, în, timp ce duri- 
tatea, creşte. În a doua, fază, care cuprinde, cea, mai; maré parte a duratei 
încercării, amortizarea internă variază foarte, puţin, iar duritatea rămîne 
neschimbată. În faza: finală, destul de sâurtă, amortizarea internă creşte 
repede, pînă la.rupere. ii Ep pa n acad aaa Tata, a Asti 
„Structura, supraieţei-epruveței suferă modif în are precede 
ruperea. Acest lucru se poate observa, prin ditracţiă unui fascicul de raze X. 
Modificările de;struietură sînt similare celor cauzate de creşterea temper: 
turii. i Si i he ip a 
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"i 45; FACTORI CARE INFLUENȚEAZĂ REZISTENȚA LA: OBOSEALĂ i 


„i Práctica arată că iezistența; la. oboseală este ð mărime complexă, care 
depinde ââo'serie de factori. Unii dintre aceștia pot fi luaţi in 'considerare, 
cantitativ, în calculele 'de rezisteriță ; de-alţii-se poate ţine seama. la alege- 
rea, niaterialului, a'formei piesei și a'ţehnologiei' de fabricaţie.: + = i 
„*:'Se poate face o sistematizare a acestor factori, împărțindu-i în factori 
constructivi, tehnologici: şi de` lucru. ` i UE A N A e iz 


PEA : DIR LE uae at 
`a INFLUENȚA FACTORILOR CON 


TRUGTIVE, ` 
SEGUS PRIEL 


a. Concentrarea eforturilor unitare” | De 
Fenomenul de concentrare a eforturilor unitare 'se “manifestă şi la 
solicitări! variabile, prin” ăceea; că o piesă 'cu'concentrator areo rezistență; 
Ia:oboseală..inferioazră celei a piesei fără concentrator; de aceleași :dimensiurii 
minimale. Coeficientul efectiv de'concentrare la'solicitări variabile sau fac- 
torul de reducere a rezistenţei la oboseală este definit prin raportul ` 
K, = orlom: e uep cret Zino 
unde ox esté rezistența la oboseală a:epruvetei netede, iat omp a celei cu 

concentrator.  : si Nea um e r wi 
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= Se observă deosebirea esențială între coeficienții de concentrare a 
şi K,: primul este raportul a două eforturi unitare în regim de solicitare 
elastică, pe cînd al doilea este raportul a două rezistenţe la oboseală. 
Printre altele, K, depinde și de asimetria ciclului. Datele care se găsesc 
în literatura tehnică sînt stabilite de obicei pentru cicluri simetrice, deci 
în baza relaţiei. © + «. Ea > EN 


NE T e 


FI = Oi] O+ 
„De. fapt, orice. ciclu asimetric poate. — 
fi.privit ca suprapunerea unui ciclu 
simetric, de amplitudine cs, peste o so- 
licitare statică, de mărime o. Ca ur- 3 
mare, luînd definiţia (22:9) a coeficien- 
tului de concentrare, aceasta. echivalează 
cu a-l aplica numai. părţii „variabile @ p 
ciclului, os, nu şi celei constante, Cm- 
Wu. Coeficientul de concentrare K, este 
o mărime complexă, care depinde de o „y 
serie întreagă de factori, întocmai ca  % GI 02 Q r/d 
şi. rezistența la oboseală, -aşa cum sec: - Fig, 22.19 
va examina în cele ce urmează. UE 
. În figura 22.19. s-au reprezentat valorile coeficientului efectic de con- 


i „Încovoiere 
2 j ea 
F= 12dan (ere a j 


„centrare, K,, pentru arbori de oțel, cu ;salt de: diametru: prin racordare 


circulară, solicitați la încovojere. Se observă pe grafie că valorile lui K, 
depind de raportul r/d, deci de raza de racordare, și de rezistența de 
rupere a oțelului. De asemenea, :graficele se referă la epruvete cu raportul 


09 = A 2, respectiv la d = 30 mm: și se. schimbă cînd. aceşti factori 


variază. Astfel de grafice se găsesc, în număr mare, în literatura de specia- 
litate. . O Es a E E RS, T , 
Dependenţa, coeficientului K, de atiţia factori face dificilă utilizarea, 
datelor care se găsesc în literatură și pledează pentru experimentare pe 
piesa, reală, ori de cite ori este posibil. N . 4 
În literatiiră tehñică se găsesc, diferite relăţii de transformare a valorii 
coeficientului E, pentru. alte condiţii... ` SEE Pa 
De asemenea, este frecventă relația | 
Ea i K, = 1 + mle — 1) (22.10) 
care leagă pe K, de æ. Coeficientul n, se miimeşte coeficient de sensibilitate 
al materialului. Unele: valori: ale lui, pentru oţeluri, sînt date în figura 
22.20, funcţie de raza de. racordare şi. concentratorului 7 şi de raportul 
ceļo, între limita de curgere și rezistența la rupere a materialului. 
“Dai fiind: efectul defavorabil al-concentratorilor: de -eforturi unitare, 
se jau diferite măsuri constructive pentru micșorarea acestuia, : realizarea, 
de concentratori mai puţin defavorabili, executarea de prelucrări de „des- 
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căreare” a, efectului de, concentrare etc. Din acest punct de. vedere protec- 
„area formei este de-o deosebită importanță pentru, piesele supuse lar soli- 
citări de oboseală... zi E ia 5 i d Na E ca dure 


> B. Dimensiunile, piesei: 

Experienţa: a arătat că re- 
zistenţa, la, oboseală a unei epru- 
vete, făcută din acelaşi material 
și avînd aceeași stare a supra- 
feţei, scade cu creșterea diame- 
- trului său. Dacă se cunoaşte re- 
zistenţa, . læ oboseală (c-i) a 
epruvetei tip — de exemplu a 
celei cui diametrul d9=10 mm—, 
se poate calcula rezistența la 
oboseală (6-.), a epruvetei de 
diametru oarecare d, prin folo- 
3 sirea coeficientului dimensional 
Fig. 22.20 ' z, definit prin relația 


23 (0-1) i 
(0-2)20 


_ În mod analog, coeficientul” dimensional cu 'concentrarea, eforturilor 
unitare se ‘defineşte prin relaţia; ia i 


R21) 


€ = (6) 


CES 
E Cooaz)ao - 


Coeficientul ` dimensional este subunitar...El scade :o dată cu creşterea 
diametrului d, cu atît mai repede cu cît se trece de la oţelurile cu rezistenţă 
mică la, cele cu rezistență mai ridicată (aliate). În diagrama; din figura 
22.21 se dau valorile lui e şi e, determinate experimental, pentru : 

:..— oţel-earbon fără conceiitrări de eforturi! unitare (curba 7); . 


er = (erle = o (22.12) 


&& 
R 


Lo e 300 0 O DODI 0 Bă 250 A 
Bg Fig, 22.21: > poa a A d : 
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:.— oțel aliat fără, concentrări şi oțel-carbon cil “concentrări: moderate 
(curba 2); : ` E E i ANY i Sa $ 
— oţel 'aliăt cu concentrări moderate (curba 3); 
— oţel aliat cu concentrări puternice (curba 4). 


b. INFLUENȚA YACTORILOR TEHNOLOGIC, 
"“&. Materialul gi tehnologia semifabricatului.- - 


z, Este de la, sine înțeles că rezistența la oboseală; ca și celelalte carac- 
teristici mecanice, diferă dela un material la altul, Tabelele din standarde 
sau din diferite cărți dau,: alături de: celelalte caracteristici mecanice, 
valorile rezistenței la oboseală, determinată. pe-epruvete netede. (de obicei 
standardizate), cu diametrul în jurul a 8-10 mm. 

Structura, neuniformă a materialului; structura; cu granulaţie mare, 
existența crustei de turnare, forjare, laminare, tratamentele termice insu- 
ficiente sau neuniforme sînt factori telinologici cu efect nefavorabil asupra 
rezistenței la oboseală. Din contră, tratamentele termice corecte, crearea 
de fibre longitudinale prin forjare sau. faminare, ca:ṣi tratamentele super- 
ficiale au efect favorabil. Se ţine seama de natura materialului şi tehnologia; 
sa cu ocazia alegerii coeficientului de siguranță al piesei. 


B. Starea suprafetei piesei... - 


Experiențele făcute pentru stabilirea rezistenței la oboseală au arătat 
că unul din factorii esenţiali care influenţează, asupra acesteia, este starea 
suprafeţei piesei. Existența zgiîrieturilor pe suprafaţa piesei constituie o 
sursă de fisuri şi micşorează rezistenţa la oboseală. Alături de zgirieturi, 
acţiunea agenţilor corosivi (apă sărată, acizi, atmosferă umedă etc.) are de 
asemenea efecte foarte dăunătoare asupra rezistenţei la oboseală, Se trage 
concluzia 'că din punctul de vedere. al rezistenţei la oboseală, suprafața 
materialelor este punctul slab.al lor şi asupra acesteia trebuie să se con- 
centreze atenția proiectantului și a tehnologului. ; 

' Care sînt; cauzele care fac 'ca suprafața materialelor să fie punctul 
slab în privinţa rezistenţei la oboseală? > it 

1) Suprafața are întotdeauna zgirieturi rezultate din prelucrare, care 
constituie amorse de fisuri.” m) ata | 

2) La suprafaţă, din cauza prelucrării, grăunţii cristalini sînt în parte - 
distruși, ceea, ce constituie motiv de slăbire a materialului. i A 

3) La, încovoiere şi la răsucire, părțile cele mai solicitate ale pieselor 
sînt cele de Ia suprafaţă. ice să > iy 

Lustruirea suprafeței epruvetei are mare importanță asupra. rezis- 
tenței la oboseală. Epruvetele-tip, care servese la determinarea, rezisten- 
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telor la oboseală indicate în tabelele, au suprafața lustruită. Cind gradul 
de prelucrare este mai puţin fin, rezistenţa, la, oboseală, scade. 
Coeficientul de stare a suprafeței, Y, subunitar este aportul 


în ' care : 
- G—ıp este rezistenţa la oboseală, 

a, epruvetei avînd suprafaţa cu o 
prelucrare oarecare ; 

o`, — rezistența la oboseală 
a epruvetei cu suprafaţa lustruită, 

Cunoscînd deci pë oi, din 
tabele, se află rezistența la oboseală 
: pentru o prelucrare oarecare a 
suprafeței cu . relația ' 


feni S-i? = E Stai (22. 13) 


A 
Wi 
TE 
|j 


e 


ni figura: 22. 22. se dau valorile 

hi y pentru piese din oţel solici- 

i talo la încovoiere : linia 1=—supra- 

0, . aţă lustruită ; curba 2 — şlefuire 

040.90 00 97 a 0 W WO 18 NOG? fină, sau prelucrare fină cu Csţitul ; 

Fig. 22.22 curba 8—șlefuire brută sau strun- 

i jire brută; curba 4 — suprafaţă 

laminată, cu crustă; curba 5 — piesă supusă coroziunii în apă dulce; 
curba 6 — piesă supusă c coroziunii în apă sărată. 


îs 2 ii aia termice, ; mecanice si. 'dhimice 
peniru mărirea full a la obossala AIE ai 

iSe poate obţine.o clase a rezistenței la: oboseală a pieselor, uneori 
cu: 1200 —300%, prin diferite tratamente superficiale, menite să îmbună- 
ger proprietăţile suprafeţei. Aceste tratamente pot fi grupate astfel : 

. 1);Tratamente. mecanice : prelucrarea fină: a suprafeței, ecruisarea 
cu jet de alice, rularea cu role. : ra 

2) -Tratamente termice şi,.| termochimice.: călirea, supertioială cu fla- 
cără sau prin curenți de înaltă frecvenţă, cementarea, .nitrurarea, 

„De cunoaşte efectul calitativ al fiecăruia, din tratamentele sus-citate. 

S-au făcut numeroase experienţe pentru . “determinarea, cantitativă . a 
acestui efect, obiinindu-se ʻo serie de citre, 'adesea incerte. În' calcul se 
| poate ţine: seama de efectul 'acestor tratamente, introducîndu-se ur coefi- 
cient de calitate y, care este raportul dintre rezistența; la oboseală a piesei 
cu.un-anumit tratament sau: o anumită Staro a i e bă şi Tenistonya 
la- oboseală; a piesei: netratate. :-- .:: mi 
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nt.  Călirea' superficială, executată cu flacără sau: curenţi de. înaltă; frec- 


venţă,: produce în stratul superiicial..al piesei. tensiuni :remanente,; cu 
efect favorabil asupra rezistenței. la oboselaă..: Coeficientul de calitate y, 
supraunitar, are valori între 1,1 şi 1,5 pentru piese netede, respectiv între 
2,5 şi 4 pentru piese cu condenitatori. 

© Cementarea și niirurarea dud la valori ale lui y între 1,5 si 2, 5 
=, ‘Eorwisajul cu jet. de alice și rularea cu rol dau Y= =l, 1. - 5, uneori 
mult mai mult, >, 
! Acoperi “rile: anticorosive — cromaj, nichelaj; ‘arămire,, osianie!” "cad; 
miere — micşorează rezistenţa la, oboseală, avînd y: 
zincarea, are y:= 1. În schimb, aceste tratament : 
efectul lor. ainticorosiv, evitînd scăderi ale rezistenţei la oboseală, de, felul 
celor arătate de curbele 5, 6 din figura 22.22. : “zi 


‘e INFLUENȚA CONDIȚIILOR DE LUCRU 


iai Acjiimea agenților . cordial: : i ; Ee 


A Curbele 5 şi 6 din fig. 23. 22 arată efectul puternic al agenților corosivi, 
în ce priveşte: micșorarea, rezistenței la oboseală. Acest; efect së combate, 


„cum s-a arătat, prin acoperiri anticorosive. Elicele de; nave se fac din br oiz, 


mai i puțin afectat de efectul corosiv decît oţelul. ` 
8. Variația solicitărilor 


Experiențele au arătat că rezistența la oboseală rămîne practic aceeaşi 
cînd frecvența ciclului se schimbă. La frecvențe foarte mari, de 10 000 Hz 
— care jies din cadrul. aplicațiilor practice uzuale — , se constată creşteri 
ale rezistenței la.oboseală de 10—20 %: ugoda a artoihe bos 

În .schimb;:rezistența,, la - oboseală’ este: influenţată defavorabil: de 
existenţa suprasolicitărilor, adică a unor solicitări de durată limitată, 
avind o valoare mai mare decît rezistenţa la oboseală. Dacă se fac încercări 
cu diverse serii de epruvete, identice, se constată Că cu cât:o . serie a fost 
supusă inițial unei suprasolicitări, de intensitate mai mare sau de durată, 
mai lungă, rezistenţa, la oboseală, determinată, apoi ` prin încercarea; 'seriei 
după metoda cunoscută, scade mai mult. -- 

S-a observat însă un fapt foarte important pentru e BIT de 
maşini : pînă la anumite vâlori şi durâite, suprasolicitările sint nepericuloase, 
adică, deşi depăşesc. valoarea rezistenţei la oboseală, nu duc la nici o 
scădere a ei. Se ajunge astfel la a se construi o curbă a suprasolicitărilor 
nepericuloase. cum este:linia DB: din figura 22:23. Pe acest; :. desen, .linia 
A BO este curba de- durabilitate a unui oţel-carbon 'cu.c:.:= 26 daN/mm:?. 
Suprasolicitările situate sub linia-.DB, deşi superioare lui. c_,, nu.duc la 
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nici o scădere a rezistenţei la oboseală. Acest fapt face ca piesele de maşini 
să poată suporta, fără pericol; suprasolicitări de durată scurtă, datorite 
pornirilor, șocurilor,. trecerii. prin turaţiile de rezonanţă.etc. aa 


DI TET vn 


pe 


„2 
y- Temperatura 25 
ta SAI A „24 
Rezistenţa, la oboseală a me- z 
talelor scade la temperaturile înal- H 
te, care se produc, în unele piese 788 
de maşini. Pentru un caleul corect n i 
este necesară determinarea rezi- $ 72 
stenței la oboseală corespunzătoare Š. 79% 
temperaturii respective. N 8 
CA i 
"Cmax 3 4 
E WÈ J 7 
al 3-2 
E PE 
= 
—8 
n 
- 72 & 
=74 
—16 


KOE WH =g 


Fig. 22.23 


s 3: Pelulisolicilării 7; 

Ca şi la solicitările statice, valorile rezistenţei la oboseală diferă de laun 

fel de solicitare la altul : întindere, încovoiere, răsucire, solicitări compuse. 

În fig. 22.24 se dă diagrama lui Smith la OL 37, pentru încovoiere, întindere, 
ăsucire, : i E 


- =e. Asimeiria : ciclului: 


Rezistenţa, la oboseală este funcție de asimetria ciclului, aşa cum arată 
toate diagramele rezistenţelor la oboseală. > =+; i 


6. REZISTENȚA- ÎN EXPLOATARE 
a. CONSIDERAȚII GENERALE 


"S-a reprezentat, în fig..22.25, curba lui Wöhler în coordonate semi- 
logaritmice, sub forma 'liniei frinte ABO.. Dacă într-o piesă: are loe 0 
solicitare variabilă cu efortul unitar ‘Omar = ör, care se produce de un 
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număr foarte mare de ori, nedefinit, însă superior lui N,— adică Nr>No 
— starea limită se obţine ducând verticala F'Lp. Este indiferent unde 
se află punctul Lp pe orizontala BO: mărimea care determină sta- 
rea limită este tot timpul ` 

rezistența la oboseală o1- 

- Cu totul alta este si- 
vuaţia, dacă solicitarea, re- - 
prezentată de punctul M, 
se aplică pe o durată 

<N, În acest caz, se 
observă că efortul unitar - 
din piesă, cy, poate îi su- 
perior limitei de oboseală, 
fără ca piesa să fie în pe- 
ricol de rupere. Acum se 


pot. stabili două stări limi- 2 N MU M Ne Wcicturi 
tă, ducîind o verticală, re- „i 
spectiv o orizontală prin Fig. 22.25 


punctul M: 

— rezistența de durată, or corespunzătoare la N cicluri; 

— durata de viaţă, Nz, corespunzătoare efortului unitar oy- 

Linia AB reprezintă porţiunea de durabilitate limitată a curbei lui 
Wöhler. Ea este deosebit de importantă pentru calculul la oboseală al 
pieselor cărora nu li se impune o durată de viață nelimitată. 

Așa cum s-a arătat la începutul capitolului, curba lui Wöhler se 
obţine aplicînd diferitelor epruvete solicitări variabile staționare, la care 
mărimile Gaz; Om Se menţin neschimbate pe toată durata încercării. 
* În construcții de maşini — în special la autovehicule şi avioane — 
au loc solicitări variabile aleatoare, pentru care cele supuse anterior nu 
mai sînt în întregime valabile. 

Studiul oboselii cauzată de solicitările aleatoare duce, în îinâl, la 
construirea unei diagrame a duratei de viaţă, sau diagramă a,.rezistenței 
în exploatare, similară celei din figura 22.25, dar cu alte valori numerice. 

în cele ce urmează se va face o prezentare sumară a metodicei de 
determinare a curbei duratei de viaţă pentru solicitări aleatoare. 


b SOLICITAREA ALEATOARE ŞI NUMĂRAREA 


Solicitarea aleatoare se cunoaşte în urma; unui experiment făcut pe 
prototipul piesei studiate, sau pe o piesă similară cu aceasta. Folosind 
tehnica tensometriei electrice, se poate înregistra variația eforturilor 
unitare în punctul cel mai solicitat al piesei. Această înregistrare se face 
pe o durată destul de mare, ca rezultatele să fie caracteristice pentru feno- 
mMenul studiat. La- un automobil, înregistrarea se face pe un parcurs de 
câteva, zeci de km, pe drumuri de diferite calităţi. | 

Se consideră, fig. 22.26, a, o solicitare aleatoare la care amplitudinea 
maximă înregistrată a efortului unitar, Camar, depăşeşte rezistenţa 


43—e, 1801 673 


la oboseală, car. Această depășire poate avea loc odată, sau de un număr 
redus de ori. Se ştie că, în asemenea cazuri, pînă la anumite limite piesa 
nu se va rupe prin oboseală, deci solicitarea, aleatoare citată nu este tot- 
deauna periculoasă. Dacă se ia ca mărime reprezentativă valoarea c, PA 


Ga | 


Ga 


se 
Fig. 22.26 


a solicitării aleatoare şi se compară cu rezistența la oboseală caz, se 

ajunge la concluzia absurdă că piesa, trebuie să se rupă. Prin urmare 

compararea mărimii O, CU Gap NU mai are sens. Siguranţa în funcţionare 

a piesei depinde de aspectul funcției o, — t a funcției aleatoare : cu 

cât valorile oa ce depăşesc De Gaz Sînt mai numeroase, cu cit restul valo- 

rilor 6, sînt mai mari, deci mai apropiate:de osz, pericolul de rupere 
; este mai mare. 

Pentru a cunoaşte caracterul 
funcţiei aleatoare, prin prisma, celor 
spuse, se procedează la numărarea 
ei. În acest scop, intervalul total de 
variație a mărimii aleatoare c se 
împarte în o serie de nivele sau clase, 
notate cu 0, 1, 2,3,..., respectiv 
5 —1,; —2, ete. Există o variate destul 

Fig, 22.27 ` de mare 'de metode de numărare. 

s , ` La exemplul din fig. 22.27, se numără 

trecerile ramurilor crescătoare prin nivele corespunzătoare diferitelor 

clase. La valori negative, se consideră ramuri crescătoare cele care merg 
spre. valorile negative cele mai mari. 

Punctele obţinute la numărare fiind de ordinul milioanelor, s-au 
realizat aparate de clasare care realizează automat operațiunea descrisă. 
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€. CURBA FRECVENŢELOR ABSOLUTE CUMULATE 


Se consideră, în fig. 22.28, o solicitare sinusoidală (staționară) de 
amplitudine 6, precum şi o solicitare aleatoare, la care cea mai mare 


- amplitudine — atinsă o singură dată — este G.. Se aplică metoda de 


numărare a trecerilor prin diferite clase. Pe figură s-a marcat o singură 


G) 
Cmax Hi=N 
SI i ON 
A Y 

Onin d 

N, cicluri ` 
be- 
` a 


Fig. 22.28 


clasă, corespunzînd amplitudinii c; Se observă că la solicitarea sinusoi- 
dală trecerea prin nivelul o, are loc la fiecare ciclu, deci are loc de H, = N 
ori, unde X este numărul total de cicluri. Din contră, la solicitarea alea- 
toare, trecerea prin nivelul c; are loc de h; ori, numărul 7, fiind cu atit 
mai mic cu cât nivelul o, este mai ridicat (la ci Ga, he = 1). Dacă se 
reprezintă pe un grafie amplitudinile o, funcţie de b,;, se obţine curba 
frecvențelor absolute. Dacă pentru fiecare nivel o; se numără totalul depă- 
şirilor nivelului, se obține mărimea H;, numită frecvenţă absolută cumulată, 
Calculînd această frecvență cumulată pentru diferite nivele sau clase 
în care a fost împărţit intervalul de solicitare Smas — Omin ŞI făcînd repre- 
zentarea c — funcție de H, se obţine curba distributiei frecvenţelor absolute 
cumulate ale solicitării aleatoare. Se observă că, în timp ce la solicitarea 
sinusoidală, linia frecvenţelor este o orizontală, la cea aleatoare ea este 
o curbă ce coboară mereu, de la H =1 şi © = Omas Pînă la H = Ho 
și o = 0, unde A, este totalul ciclurilor solicitării aleatoare. 

Diagrama distribuţiei frecvențelor absolute cumulate reprezintă, 
destul de bine, sub o altă formă, variaţia solicitării c — t care a fost 
înregistrată experimental. 
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Evident, ea nu înlocuieşte în mod perfect; realizarea, aleatoare c — t, 
nefiind în stare să redea succesiunea în care se produc diferitele trepte de 
solicitare, nici viteza cu care ele au loc. Întrucii pe baza acestei diagrame 
se poate stabili comod un program de încercare, care să modeleze cât; mai 
bihe fenomenul real, ea a luat; o mare răspîndire, constituind azi punctul 
de plecare pentru determinarea, rezistenței în exploatare. 


à COLBOTIVR ȘI PROGRAME DE ÎNCERCARE 


Se obișnuiește a se înlocui: curba continuă a frecvențelor. cumulate 
prin o curbă în trepte, numită colectiv de încercare: Experienţa, a arătat 
că împărţirea. ordonatei maxime a curbei în 8 — 10 trepte este suficientă. 

Pentru compararea rezultatelor experienţelor, este important ca 
modul de înlocuire a diagramei frecvențelor cumulate printr-un colectiv 
în trepte să fie tăcut după anumite reguli în ce priveşte „inălţimea” și 
„lungimea, treptelor”. La „Laboratorium für Betriebsfestigkeit” din 
Darmstadt, s-a stabilit un „colectiv standardizat”, la care amplitudinile 
treptelor o./6a și frecvențele relative 7, sînt cele indicate în fig. 22.29. 
Totalitatea ciclurilor care se succed cu acelaşi nivel de solicitare poartă 
numele de bloe sau treaptă. 

Blocurile unui colectiv pot fi aranjate în diferite succesiuni în timp 
cu ocazia efectuării experienţelor. Cea mai scurtă succesiune de blocuri, 
care se repetă în mod identic pînă la rupere, poartă numele de program de 
îmoercare. În figura 22.30 se arată cum colectivul din fig. 22.29 a fost îm- 
părțit în trepte descrescătoare și crescătoare, programul totalizină 0,5 -106 
cicluri, adică jumătate din valoarea Ho. În timpul încercării, se porneşte 


Del 
2 | 
49 -o O 
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E Program de 14 trepte =08-10 E cicluri 


u o'treaptă intermediară — în exemplul dat, blocul 4 — , mergînd spre 
solicitare, maximă (blocul 1), apoi coborînd pînă la treapta ultimä (blocul 8) 
şi urcînd din nou spre treapta inițială. acest fel, treptele maximă şi 
minimă, se întîlnesc în programul de 0,5 : 10% cicluri cite o singură dată, cu 
număr de cicluri 4/2 Şi hs/2, în timp cè restul treptelor intervin de cîte 
două ori, cu cîte 7/4 cicluri. Qiclurile cu valori mari ale efortului unitar 
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Fig. 22.30 


(treptele 1 — 4) se aplică cu viteză mică (mers: „încet” al  maşinei de 
încercat), din cauza forțelor de inerție puternice; blocurile 5—8, unde nu- 
mărul de cicluri este mare, se aplică cu mersul „rapid” al maşinei. Pe toată, 
durata de aplicare a unui program, coeficientul de asimetrie B= cnin] maz Se 
menţine constant. i i ; 


e DETERMINAREA EXPERIMENTALĂ A REZISTENȚEI 
Definirea rezistenţei în exploatare şi compararea sa cu mărimile 
obţinute în încercarea de tip Wöhler rezultă clar din fig. 22.31. La încer- 
carea, de tip Wöhler, fig. 22.31, a, se aplică diferitelor epruvete cicluri de 
amplitudini constante; ca, pînă la rupere ; de la o epruvetă laalta se variază 
mărimea ca, obținîndu-se curba lui Wöhler, pe care se pot citi: durabili- 
tăţile limitate (ramura 1, 2, 3 a curbei) și rezistenţa la oboseală cp (asim- 
ptota curbei). j ai tal ` 
În încercarea pentru determinarea rezistenţei în exploatare, fig. 22,81, b, 
se aplică, diferitelor: epruvete, programe în trepte, ale căror | amplitudini 
maxime s, sînt; mieșorate de-la o: epruvetă ia, alta. Luîind ca mărime 
de referință pe ordonată amplitudinile c, (fig. 22.31, d), respectiv Sa 


677 


(fig. 22.31, d), se înţelege că solicitarea prin program oboseşte materialul 
mai puțin decit cea de tip Wöhler : în timp ce la solicitarea Wöhler ampli- 
tudinea c, se aplică la fiecare ciclu pînă la ruperea epruvetei, deci de 
foarte multe ori, în celălalt caz 5, se aplică o singură dată în cadrul unui 
program. Consecința este că se obține curba fin fig. 22.31, b, sensibil deca- 
lată spre dreapta, față de cea din fig. 22.31, a. Cu alte cuvinte, pentru un 


Xx 

ab ——l PE E i pi 
707 Wk 107 W8 70° W 
N cicluri 


70? 10® 105 W° 107 10° 
b : Ñ, cicluri 


Fig. 22,31 


nivel oarecare S, ales, durabiliiatea N este mult mai mare la solicitarea alea- 
toare decit. la cea de tip Wöhler. Curba din fig. 22.31, b este diagrama rezis- 
tenjelor în exploatare. Pentru o valoare. õ, aleasă, abscisa N reprezintă 
durata de viață a piesei. Ea poate fi exprimată în cicluri, ore de funcțio- 
nare, km parcurşi ete. 

Din cele expuse, rezultă că pentru piese de maşini supuse la solicitări 
aleatoare, dimensionarea pe baza rezistenţei în exploatare este o măsură 
de mai bună utilizare a materialului, de ușurare a construcției, de micşo- 

rare a costului. à : 
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Ca orice rezultate de încercări la oboseală, și cele privind. rezistența 
în exploatare se obţin cu o împrăștiere destul de mare. Tratarea statistică 
a acestor rezultate permite să se determine diferitele probabilităji de supra- 
vieluire a piesei. 


80- 


R= constant 


20 
i 
——Dispersiz 
I5- 
6-107 705 i ip. i me 
= i N, cicluri d a) 
Fig. 22.32 


În figura, 22.32 s-au redat, în coordonate dubiu logaritmice, liniile 
cu probabilităţi de supravieţuire de 10%, 50%, 90%, pentru o serie de 
încercări ale unei anumite piese. Ecuația acestor linii este g 


F = 106 (=) (22.14) 


Og `, 


unde Gyo este amplitudinea maximă a programului normal căruia îi 
corespunde o durată de viață Ñ = 106 cicluri, iar 6, — amplitudinea 
maximă, a programului căruia îi corespunde durata de viață N.. ` 

Urmărind pe desen nivelul 6, = 40 daN/mm?, se vede că la P, = 90% 
corespunde N = 1,5-106, adică dintr-un număr mare. de piese, 90% su- 
portă pînă, la 1,5 -10° cicluri. La probabilitatea P; = 10%, la același nivel 
de solicitare, se obţine F = 4,3 -10° cicluri. . sal 


CAPITOLUL 23 


CALCULUL COEFICIENTULUI DE SIGURANȚĂ LA SOLICI- 
TARI VARIABILE DETERMINISTE ȘI ALEATOARE 


1, CONSIDERAȚII GENERALE 


Dată fiind multitudinea factorilor care condiţionează starea limită — 
rezistenţa, la oboseală-—uzul a consacrat metoda de verificare, adică deter- 
minarea coeficientului de siguranță. Expunerea ce urmează începe cu 
cazul cel mai simplu — solicitări deterministe, prin cicluri simetrice 
staționare. Se va trece apoi la studiul solicitărilor staționare prin cicluri 
asimetrice, aipoi'la al solicitărilor compuse, după care se va examina, cazul 
cel mai general — al solicitărilor aleatoare. ``- d 

Pentru a putea face un calcul al coeficientului de siguranță la solicitări 
variabile staţionare, sînt necesare următoarele elemente : 

1) Cunoaşterea ciclului de solicitări variabile nominal, produs în piesă 
deci cunoașterea, Valorilor Gaz Gminy Oms Sa Ry Calculate pe baza formulelor 
clasice din rezistența materialelor, 

2) Cunoaşterea, materialului piesei, prin valorile. cy, Gos Oes Gp, TES- 
pectiv. construirea diagramei rezistențelor la oboseală. 


3) Cunoaşterea factorilor care influențează rezistenţa la oboseală, . 


Se obișnuiește ca aceşti factori să se reducă în general la trei : 

a) coeficientul de concentrare Kuo, K.; 

b) coeficientul dimensional e;. . 

c) coeficientul de stare a suprafeţei y. - pă 

Calculul la solicitări variabile constă, de obicei, în determinarea, coefi- 
cientului de siguranță şi compararea lui cu o valoare dinainte impusă. 
Spre a face acest calcul, din cele arătate rezultă că este necesar să se cu- 
noască dimensiunile piesei. Prin urmare, atunci cid se pune problema de a 
dimensiona, o piesă supusă la solicitări variabile, se face în prealabil dimen- 
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sionarea prin formulele clasice ale rezistenței materialelor, după care se 
trece la verificare. Dacă din verificare rezultă un coeficient de siguranţă 
nesatisfăcător, se modifică dimensiunile piesei, prin 'încercări, pînă. se 
ajunge la rezultatul dorit. 

Pentru calculul coeficientului de siguranţă trebuie dat răspuns la 
două întrebări : g 

a) Care este ciclul limită, similar celui real, spre a face comparatia care 
să dea coeficientul de siguranță? f 

b) Care este relația de calcul pentru coeficientul de siguranţă ? 

La, ambele întrebări există, în literatura, tehnică, răspunsuri variate, 
ceea ce face să existe numeroase metode de calculare a coeficientului de 
siguranţă, ducînd uneori la rezultate destul de diferite. 

Unul dintre cele mai cunoscute criterii de comparaţie sau similitudine 
între ciclul real şi cel limită este acela care consideră că trecerea de la ciclul 
real la cel limită se face păstrind coeficientul de asimetrie constant. Acest 
criteriu, în baza căruia, s-a trasat linia OMIL din figura 22.10, va fi folosit 
şi în demonstrațiile ce urmează. 


2. CALCULUL COEFICIENTULUI DE SIGURANȚĂ LA SOLICITĂRI PRIN CICLURI 
ALTERNANTE SIMETRICE 


Se presupune că o piesă este solicitată printr-un ciclu alternant 
simetrie, care produce, în secţiunea, periculoasă, un efort unitar nominal 
Oms = Oa . j , : 

Dacă s-a făcut încercarea la oboseală a piesei reale, la cicluri simetrice, 
se cunoaște rezistența, la oboseală æ ei, c_p- În acest caz, luînd.pe c_p 
drept stare limită, coeficientul. de siguranță la oboseală este 


e a En l (23.1) 


Ga 


Dacă nu s-a putut încerca piesa, darse cunoaşte rezistenţa, la oboseală 
cı a materialului, se poate, stabili rezistența la oboseală a piesei cu ajutorul 
coeficienţilor de corecție descriși în cap. 22 pi e 


zi zry 
ap =, Ce » 
G, IP „S-a E, 
iar coeficientul de siguranță este 
Ga r ITa ; 
POE. Oe E. E (23.2) 
Ga Oa K, a 
Sy 
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Pentru întindere — compresiune, c_„.se înlocuiește prin S.u, iar 
pentru răsucire — o ge transformă în t. Cind K, s-a determinat chiar 
pentru dimensiunile piesei, se ia. s= 1, `. i 


3. SOLICITĂRI PRIN CICLURI ASIMETRICE 


Referitor la prima întrebare — determinarea ciclului limită, cînd 
este dat cel real din piesă — se va urmări figura 23.1. Fie curba ciclurilor 
limită ALO (diagrama rezistențelor la oboseală) şi ciclul real din piesă 


Fig. 23.1 


reprezentat de punctul M(c,, 6). Dacă se cunoaşte legea după care evo- 
Juează relația o, = f(0) pornind de la ciclul M şi pînă la ruperea prin 
oboseală, se trasează curba respectivă și se află ciclul limită L. 

Adesea, această lege îmbracă o formă particulară cunoscută, ceea ce 
permite a se determina uşor ciclul limită : - 

— se menţine om = const., punctul Ls; 

— se menţine om = const. (de ex. şurub cu prestringere), punctul Lz; 

— se menţine c, = const., punctul Iy. 

Cînd astfel de informații lipsesc, se adoptă criteriul că la trecerea, de la 
ciclul real la cel limită se menţine coeficientul de ăsimetrie R = const., 
ceea ce conduce la punctul L,, pe dreapta OML. 

Referitor la a doua întrebare — relaţia de calcul pentru coeficientul 
de siguranţă — se consideră, de obicei, că el este raporiul eforturilor unitare 
mazime 


2 Smazt Smt toar __ OH + HL 
Omas Om + Oa OG + GH 
Adesea, pentru criteriile de similitudine descrise mai sus, se convin 
şi alte definiţii 
— cînd Sm = const. 


9 (23.3) 


õa OD 
c= Ei 23.4 
Os OF? ( ) 
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‘scrie, pe baza asemănării triun- 


— cînd c, = const. 


Om _ ON 


aLa (23.5) 
Sm. : OG 


e = 


Cum curba ALO din fig. 23.1 nu este cunoscută, se folosese diagrame 
schematizate, de felul celor descrise în cap. 22. 

Cu ajutorul acestor diagrame se pot stabili anumite relații de calcul, 
care permit; determinarea; coeficientului de siguranţă. numai pe cale ana- 
litică. Adesea, folosind diagramele, se determină, coeficientul de siguranță 
prin metode graifo-analitice. j 


a. DETERMINAREA COBFICIENTULUI DE SIGURANŢĂ PE 
BAZA SCHEMATIZĂRILOR GOODMAN ȘI SODERBERG 


v. Schematizarea Goodman 


Metoda foloseşte schematizarea diagramei rezistențelor la oboseală 
printr-o singură linie dreaptă (fig. 27.15 şi 23.2), iar drept criteriu de simili- 
tudine — egalitatea coeficientului de asimetrie și defineşte coeficientul de 
siguranță prin relația (23.3). Linia AC este linia ciclurilor limită, cu coefi- 
cient de siguranță c = 1. Dacă ciclul real din piesă este reprezentat de 
punctul M, ducînd prin M linia 4'0’, paralelă cu A0, ea reprezintă, locul 
geometrie al ciclurilor cu e = const, unde c> 1. Ciclului M îi corespunde 
ciclul limită L şi deci coeficientul de siguranță este 


Gmazb _ OR + RL Omz F Sar ` 
Smara OS + SH. Omt Sa 


Relația de mai sus se poate 


ghiurilor OSM şi ORL, 


OR+ RL _ OR 
08-+-89M - 08 


Se-vede că în acest caz, coefi- F 
eientul de siguranţă corespunde Fig. 23.2 
şi definiţiilor (23.4), (23.5). i 

Din asemănarea, triunghiurilor MOS şi AOC rezultă 


Înlocuină segmentele prin valorile lor, se obţine 


Oa Ga 
Or 


L — Om ©; 


'Considerînd ca necunoscută pe c, relația se transformă în 
i - 
_Sa_ 4 n (23.6) 


Oa á G 


e= 


S-a obținut astfel relația fundamentală pentru calculul coeficientului 
de siguranţă la cicluri asimetrice prin metoda Goodman. 

După cum se știe, schematizarea Goodman, deci și metoda, se aplică 
materialelor fragile. 

Formula (23.6) a fost stabilită în ipoteza, că rezistenţa, la oboseală din 
fig. 23.2 corespunde chiar piesei reale, deci că c_, = cip- 
„__Dacă această condiţie nu este satisfăcută, se determină c_p prin 
aplicarea celor trei coeficienți de corecție şi rezultă 
sc A i e 
i Ko, Se , Om (23.7) 
EY Ga 9% 


De astă dată, cı este rezistența la oboseală a materialului. Coeficientul 
c astfel calculat este coeficient de siguranţă înraport cu rezistenţa la oboseală. 
afară de acesta, se mai calculează şi coeficientul de siguranţă în 

raport cu limita de curgere ` 


0 = —— a e | (23.8) 
B. Schematizarea Soderberg 
La materiale. tenace, punctul O din fig. 23.2 corespunde limitei de 
curgere și ca urmare, relaţiile (23.6) şi (23.7) devin, în metoda Soderberg 


PRE PERRIN 
Sa | Sm (23.9) 
Goa Oe 
ganl i 
Eo, Ca Sm (23.10) 


EY 0-a d 


Evident, în relaţiile stabilite, pentru solicitări de încovoiere se ia oa, 
pentru întindere — compresiune o; iar pentru răsucire t_4. 
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db METODA SERENSEN 


Se pot folosi pentru calcul diagrame schematizate prin linii frînte, 
cum este, de exemplu, cea din figura 23.3. Aici se face deosebire, dacă 
ciclui este situat deasi- 
pra liniei OB (adică. are 
—1<R<0), deci este 
asimetrie sau pulsant, sau 
dacă se află sub linia OB, 
adică este ondulat. 

Pentru cicluri situate 
sub linia OB se calculează 
coeficientul de {siguranță 
faţă de limita de curgere 
cu formula (23.8), deşi linia, 
BO nu are înclinarea chiar 
de 45. 

Metoda Serensen adu- 
ce un element; nou pentru 
ciclurile reprezentate prin e radă 
puncte cuprinse in triunghiul OAB din figura 23.3. Se consideră un 
ciclu oarecare M. Ducină prin punctul M o paralelă A'B’ la dreapta AB 
a ciclurilor limită, se obţine locul geometric al ciclurilor cu coeficient de 


Fig. 23.3 


- siguranţă constant e, la fel cum s-a tăcut la metoda, Goodman. Rezultă că 
- ordonata punctului B' are mărimea 6p/2e, iar ordonata lui A’ este o-a/c. 


Din asemănarea triunghiurilor MKB’ şi ABD rezultă 


MK _ AD 

KB DB 
Se înlocuiesc valorile, conform desenului, 
50: 2 
Se 20 a. a 

Si So 

20 m 2 


Rezolvind ecuaţia în raport cu c, rezultă 


o c- . 
g 20.1 — 99 
Ca H m im 


So 


Se defineşte un coeficient al materialului 


pataan (23.11) 
So i 
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iar formula de mai sus devine 


CAET D 1 


oa + gon San (23.12) 


G1 S 


Dacă se face verificarea unei piese, iar c, corespunde — aşa, cum este 
cazul uzual — epruvetei-tip, formula se transformă prin introđucerea coe- 
ficienților Ko, €, y 


1 
e = š 
Ra Sa, PE> (23.13) 
EY cı 6-1 


Faptul că schematizarea. Serensen este mai apropiată de curba reală 
a ciclurilor limită face ca coeficientul de siguranță dat de această metodă 
să fie superior celui dat de metoda Soderberg şi mai apropiat de cel ade- 
vărat. Se va prefera metoda Serensen atunci cînd se cunoaște valoarea, 
lui oo; respectiv a lui y. 


c SCHEMATIZAREA ELIPTICĂ 


În literatura tehnică se dă o expresie generală pentru ecuaţia curbei 
AC din fig. 23.1 . 
Yr Ya 
( Sa ) + (=) Ai (23.14) 
o-i OLs 


unde oz, este, după caz, egal cu o, sau ce, iar vy, va — exponenți care pot 
avea, diferite valori. : : 

Luind v, = v, = 1, se ajunge la schematizarea Goodman, cînd cz, =, 
respectiv la schematizarea Soderberg, pentru: cr, = c,- 

Ne propunem a.lua or, = c, ŞI vı = va = 2, ceea ce conduce læ 
schematizarea eliptică, fig. 23.4, curba ALO 


2 2 
(=) + (==) =1, (23.15) 
9 6_ 
respectiv pentru piesa reală | 
2 Pa ; 2 
(==) n (=) =1 (23.16) 
Se O-ap 


1) Gh, Buzdugan, O nouă metodă pentru calculul coeficientului de siguranță la solicitări 
variabile prin cicluri asimetrice, în „Studii și cercetări de mecanică aplicată”, 1963, nr. 4 
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> 


Se construiește elipsa similară A'MO', avînd razele vectoare reduse 
în raportul c, care este coeficientul de siguranţă al ciclului asimetric. Se 
poate serie 

00 _ 04 
00' OA 

Se defineşte coeficientul 
de siguranță al solicitării 
statice 


co =- (23.117) 
Om 


şi cel al ciclului simetrie 


C, =- (23.18) 


Oa 


şi se transformă ecuația 


(23.15) 
(=) 

A di i 

(2), i 


Cu notajiile alese, această, relație se scrie 


PRR în, Ați (23.19) 


Înlocuind expresiile (23.17) și (23.18), relaţia (23.19) devine 


g= GeS-1 z 1 i 
Voot cota (=) +(e) (28:20) 


Sa oc 


Dacă există coeficienții Ko, £, y relația (23.20) devine 


san 
1 
VE) g 
Sp Se ă 
Reprezentarea, diagramei ciclurilor limită sub forma unui ‘sfert de 
elipsă corespunde mai bine fenomenului real decît; reprezentarea prin o 
linie îrîntă. În plus, formulele (23.21) şi (23.22), care dau valori apropiate 
de metoda, Serensen, au avantajul că se aplică pentru orice ciclu asimetrie 


şi că nu necesită cunoaşterea, rezistenţei la oboseală prin ciclu pulsant, co 
care este destul de puţin studiată. A 


d. CRITERIUL DE SIMILITUDINE > om = const, 


š Dacă pentru schematizarea Soderberg se aplică criteriul om = const., 
fig. 23.5, se obține E 


e = Sar a T (6. — Sn), 


Oa Sea 


(23.23) 


Analog, pentru schemaiizarea Se- 

rensen 

Sp ton, (23.24) 
Ga + Om A 


€. CRITERIUL DE SIMILITUDINE 
amin = const. 
În acest caz, întîlnit la şuruburi, 
coeficientul de siguranță este 


Fig. 23.5 


20-ap + Omin 


X 211P F Tmin 
> Cz ñ 


Omaz Tmas 


ca (23.25) 


1. CALCULUL COEFICIENTULUI DE SIGURANȚĂ OCU AJUTORUL 
DIAGRANMEI SCHEMATIZATE SMITH 


În fig. 23.6 s-a reprezentat, după standardul german TGL 19340/03, 
diagrama Smith pentru oţeluri. 

Diagrama se construiește pentru piesa reală, luînd ca punct de ple- 
care, pe axa ordonatelor c_p şi ca limită superioară pe ce 
Ciclul real este reprezentat prin perechea de puncte m. S-au ales trei 
criterii de atingere a ciclului limită : 


Om = CONS,  Omin| Omas = CONS, Omin = CONSt. 
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So/icivarea reală Sarea limit? 
N 
e t T 
Cazul 1 : G, const iai 
G 
a Fra 
È 


g 
X 
TAR de 


Cazul 2: Crin Pena const 


Cazul 2 


Cazul 3 


Fig. 23.6 


46—s, 1801 689 


respunzätor acestor trei cazuri, din punctul reprezentativ al ciclului 
real A duce dreapta de similitudine S: 0 verticală la cazul 1, o dreaptă 
prin origină şi punctul superior m la cazul 2, o orizontală prin punctul 
inferior m la cazul 3. Se obține astfel punctul L, a cărui ordonată este Gmazz- 
Cînd punctul L rezultă pe porțiunea orizontală a diagramei Smith, se ia 
Omaz = Ge. Se citeşte apoi pe grafic car. i s k 
Pentru toate cele trei cazuri, coeficientul de siguranţă se calculează 

cu relația 


= Sac, (23.26) 


Sa 


: z Ks _ : 
S-au marcat pe desen şi punctele L’, corespunzind la ze = 1, respectiv 
valorile oz, Gia; Onea pentru acest punct. s i 
Ooeficienţii de siguranţă, pentru cele trei cazuri citate, se pot calcula 
şi cu ajutorul relațiilor din tabelul 23.1, notaţiile corespunzînd celor din 
fig. 23.6. 5 e . 
Tabelul 23.1 


n 
Amplitudinea ciclului limită 


c 
Efortul unitar maxim A 
Criteriul de al ciclului limită 
similitudine SgazL a 
i Omast eicit Te CmazL” Flep Ta 
În a 
»2(6r — oP) za d 
i i = OmazL— Om | Car = Oc — Om 
= const. G, GmT -1P Sar OCmaz 
Gm = Cons az Doe 
G-ap(26r — oP) 
E ra durea SAC ei 
Omin or—(ar— 0-ap)R 1—R 1-R 
R= z as const, E - rmo = 
ma: 
Cm — Sa 
Om + Ga 
— Omis Oc— Smin 
O0p—9uP Omar al PI 
Gmin = const, OmazL= 9-a + (Omin+ 9—P)|6ar= 2 aL EI 


Op 


ş. VALORI ORIENTATIVE PENTRU COEFICIENȚII 
DE SIGURANȚĂ 


Odată calculaţi coeficienții de siguranţă, se pune problema de a-i 


i i ică ident că coeficientul de 
compara cu valori rezultate din practică. Este eviden x ; 
. siguran trebuie să fie c > 1. Cu cât elementele de calcul sînt mai certe, 
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se pot folosi valori mai mici, de ordinul e = 1,25 . . .1,3. Cu cît incertitudinea 
asupra calităților materialului şi asupra stării de solicitare este mai mare, 
coeficientul de siguranță — care ar putea fi numit şi coeficient al incerti- 
tudinii —.trebuie să fie mai mare. Valoarea c = 3 este o limită superioară. 

Nu trebuie uitat că la solicitările prin cicluri asimetrice, în afară de 
componenta variabilă oa, există şi o componentă statică om, fapt care face 
posibile şi cedări ale pieselor, caracteristice solicitărilor statice. Ca urmare, 


: după caz, la solicitările variabile se vor calcula și coeficienții de siguranță 


faţă de limita de curgere, de rezistenţă, la rupere, san de sarcină critică 
de flambaj. 

Valori orientative pentru coeficienţii de siguranţă la oboseală sînt date 
în tabelul anexă 2. 

Informaţii mai detaliate se dau în tabelul 23.2. 


Tabelul 23.2 d 
Coeficientul de 
Materialul şi piesele siguranță 
c 
Ca A 
Piese de mașini confecționate din oțel 1,5...1,7 
Piese de mașini ușoare, din oțel 1,3...1,4 
Piese importante din oțel cînd încercarea 
la oboseală s-a făcut chiar pe piesă 1,35 
Piese din oţel turnat 1,4,..240 
Piese din fontă 2...3 
Piese din aliaje de cupru 2...2,7 
Piese din aliaje ușoare 2...2,5 


4, CALCULUL LA DURABILITATE LIMITATĂ 


Uneori anumite piese au de funcționat pe o durată limitată, inferioară 
numărului de cicluri care ar duce la ġtingrea rezistenței la oboseală, după 
care sînt scoase complet din serviciu. În acest caz nu se mai calculează, 
coeficientul de siguranță față de rezistența la oboseală, ci se face un calcul 
la durabilitate limitată. Cu alte cuvinte, considerînd curba de durabilitate 
din fig. 22.25, starea limită nu va mai fi dată de rezistența la oboseală, 9-1 


` ci de o carateristică a unui punct de pe linia A.B. 


Solicitarea reală din piesă, este reprezentată de punctul M(oy, N). 
Ducînă verticala ML, se află punctul L,, a cărui ordonată o, este rezistenja 
de durată sau rezistenja la oboseală limitată pentru N cicluri. Coeficientul de 


siguranță faţă de rezistența, de durată este 
(23.27) 
Ducînd orizontala, MI, rezultă punctul Ly ia cărui-abscisă dă numă- 


rul de cicluri N, după care piesa se rupe la efortul unitar oy. Se calculează, 
coeficientul de siguranţă la durabilitate 


Cu = =E. 


r (23.28) 
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"Avînd în vedere dispersia rezultatelor încercărilor la oboseală, este 
necesar a se alege curba lui Wöhler corespunzătoare unei anumite probabili- 
täți de supravieţuire, de exemplu P, = 90%. E 

Calculul la durabilitate limitată echivalează cu alegerea unor rezis- 
venţe admisibile superioare celor ale pieselor cu durată de funcționare 
nelimitată. El este recomandat întotdeauna, cînd se cunoaşte că durata de 
viaţă a piesei este N < No. i 

Problema durabilităţii limitate poate fi tratată şi pe cale analitică, 
dacă se cunoaşte ecuația curbei lui Wöhler de forma 

N. o” = Ny ož, = const. (23.29) 
unde N, o sînt; coordonatele unui punct curent de pe linia AB (fig. 22.25), 
iar No, o- — ale punctului B. i i 

Ca valori medii, pentru oţeluri, se pot lua: No = 10°... 5-10 şi 
m = 9. Deşi m are o dispersie destul de mare — variind între 2 şi 12 — 
valorile calculate pentru o variază puţin cu m; de aceea, se poate lua 
m =9 sau m =6. 

Pentru un punct oarecare al porțiunii descendente a curbei lui Wöhler 


(2 um 
o = Sa = Or. 
x) 


Ca, urmare, peniru N dat, la o solicitare de amplitudine oy coeficientul 


de siguranță este 
ALEEN (a) 


ON ox (N 


(23.30) 


(23.31) 


5. CALCULUL COEFICIENTULUI DE SIGURANȚĂ LA SOLICITĂRI COMPUSE, 
PRODUSE DE SARCINI VARIABILE CICLICE 


Problema calculului la solicitări ciclice compuse este o extindere a celei 
de la solicitări statice. Ea se loveşte, în primul rind, de aceeaşi dificultate 
care s-a întâlnit la solicitări statice : stabilirea criteriului și a diagramei 
stărilor limită de solicitări compuse care duc la apariţia stării critice, de 
exemplu a limitei de curgere. 

Pentru solicitările compuse statice, teoriile I, II, III şi V de rupere 
dau locul geometrie al stărilor care duc la producerea limitei de curgere sub 
forma areelor de elipsă din figura, 23.7. Coordonatele o, = ale oricărui punct 
de pe o astfel de curbă reprezintă o stare de solicitări compuse, care, după 
teoria respectivă, duce la atingerea limitei de curgere în material. 

S-a căutat, pe cale experimentală, să; se stabilească o curbă similară 
pentru solicitări variabile compuse, de încovoiere şi răsucire, prin cicluri 
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asa 


simetrice îm fază. Experiențele făcute de Gough și Pollard au dus la con- 
rin unui - loc geometric sub forma unui sfert de elipsă (fig. 23.8), de 
ecuație e 


Ee 
G_ Ta 


___ Coordonatele unui punct L de pe această elipsă — Taz Și Gaz — repre- 
zintă un ciclu simetric de răsucire şi un ciclu simetric de încovoiere, care, 
acţionînd în fază, produc ruperea după un număr nelimitat de alternante, 
deci corespund definiţiei unei rezistenţe la oboseală. La extremităţile 
sfertului de elipsă se găseşte solicitarea simplă la încovoiere prin ciclu 
simetric (cu o_.), respectiv cea de răsucire (cu 7.). 

Se înțelege că curba BLA este locul geometrie al ciclurilor simetrice 
de solicitări compuse cu coeficient de siguranţă c = 1. Se construieşte o 
elipsă asemenea celei dintii — elipsa B'MA' —, care reprezintă locul 
geometrie al ciclurilor de solicitări compuse cu coeficient de siguranţă c. 
Ea trece prin punctul M(o4, Ta), care reprezintă solicitarea compusă reală 
din piesă. Toate razele vectoare ale elipsei B' MA" sînt reduse în raportul e 
față de cele ale elipsei mari. 

Din modul de construcţie al elipsei mici rezultă relația 


(23.32) 


ast 


0776 


150; 


Fig. 23.7 Fig. 23.8 


Tot astfel, între coordonatele punctelor L şi M există, aceeași relaţie. 


Sat = Fat. = o, (23.33) 


Sa Ta 
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Se poate considera că solicitarea compusă rezultă, din suprapunerea a 
două solicitări simple prin cicluri simetrice, una de învovoiere și alta de 


„ xăsucire. Coeficienţii de siguranţă parţiali ai acestor solicitări sînt daţi de 


relațiile cunoscute 


ALLOA areal Uz (23.34) 
Gh OA Ta om” 


În ecuația ( (23.32) se împarte atît numărătorul cît şi numitorul primei 
fracții cu o2 iar la a doua cu 73 şi rezultă 


Înlocuind aceste rapoarte prin valorile date de relațiile (23.33) şi 
(23.34), rezultă 


È 02 
Dap =3 
„02 62 
sau, rezolvînd în raport cu c, 
Col. 
=-=, (23.35) 
Va + e 


În concluzie, pentru determinarea, coeficientului de siguranţă la soli- 
citarea compusă, se calculează cei doi coeficienți Cs şi c, ai solicitărilor 
simple şi se aplică formula, (23.35). Această metodă este folosită, conven- 
tional, şi pentru solicitări prin cicluri asimetrice, 

Formula stabilită, ca şi ecuația (23.32), este valabilă pentru materiale 
tenace. Pentru materiale fragile, coeficientul de siguranţă se calculează 
din ecuaţia 


(2) @-)+ie- o+ (2) =1, (23.36) 


în care 


Pentru ® = 2, formula (23.36) se transformă în formula (23.35) 
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` PROBLEME 


23,1, Să se calculeze rezistența la oboseală prin ciclu pulsant a unui oțel care are ce = 
= 28 daN/mm: şi o, = 22 daN/mm, dacă se admite un traseu eliptic al diagramei rezis- 
tenţelor la oboseală. 

Pentru aceasta, în relaţia (23.15) se înlocuieşte 


So 

Omi = aL = 
şi rezultă 

2 1 1 ot o? 
E A d 
So o2 02, 015c 
respectiv 
__25-a9 2- 22-28 


h Sag 


34,6 aaN/mn. 
Yara 7 Va Fa : 


23.2. O tijă din oțel, avind op = 70 daN/mm?, ce = 34 daN/mm?, oyt = 22 daN/mm?, 
este supusă unei solicitări alternante simetrice de tracțiune-compresiune, cu efortul unitar 
nominal Ga = Ga = 500 daN/em?. Să se calculeze coeficientul de siguranță, dacă Keo = 2, 
e = 0,7, y = 0,8. 

Fiind vorba de ciclu simetric, se aplică formula (23.4) 


=- 2 a 
SEREA E 
— Sa -5 
a 0,7-0,8 


Valoarea obţinută se află în jurul limitei minime admisibile ; ea este funcţie, desigur, de 
rolul piesei în mașina respectivă. 

23.3. O bară din oţel cu oc; = 30 daN/mra?, c_, = 20 daN/mm? şi = 0,06 este supusă 
unui ciclu pulsant de încovoiere, cu Gmaz = 10 daN/mm?. Să se determine coeficientul de sigu- 
ranţă dacă Ko = 1,8, e = 0,8, y = 1,2. 

Se calculează Gm şi Ga 


Smaz 


2 


Om = 0a = 


= 5 daN/mm2, 


Dacă se aplică metoda Soderberg, coeficientul de siguranţă este 


2 ` 1,57 
e = = 1,57. 
Ka Sa Sm 1,8 5 5 


eY ca Get 0,8-1,2 20 * 30 


Aplicind metoda Serensen, rezultă 


= : 2,07. 
c = = 
K, 1; Ai 
igp IE Eoi 
€f Sa Ga 0,8-1,2 20 ` 20 
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Comparind cele două valori, se vede că metoda Serensen dă o valoare mai mare, 
datorită faptului că folosește o diagramă schematizată care se apropie mai mult de cea reală. 
23.4. Bolţul pistonului unui motor are forma şi dimensiunile din figura 23.9, a, iar apli- 
carea sarcinii şi rezemarea se face ca în figura 23.9, b. Diagrama de momente încovoietoare este 
arătată în figura 23.9, c. Forţa transmisă prin bolp dela 
piston la bieclă variază după un ciclu alternant cu 
Pmaz = 5200 daN și Pmm = — 1150 daN. Mate- 
rialul este oțel aliat, avind 6 = 100 daN/mm?, Se = 
= 75 daN/emm?, și o, = 45 daN/mm?. Să se determine 
coeficientul de siguranţă. 
Modulul de rezistenţă la încovoiere este 


[ZOTTA DTZ 


E “Dacă sarcina uniform distribuită estefinlocuită prin 
P E i 
forțe concentrate 3 ca în figura 23.9, b, momentul 


încovoietor{din mijlocul bolțului este 


: - 5,08] 5,08 ` 
P zi( 309 y oad an r ] = 1,51 P daNem. 


2 2 


Valorile care caracterizează ciclul sint 
Maas = 1,51 Pmoz = 1,51 * 5 200 = 7 852 daN -cm. 
Mita = 151 Prin = —131* 1150 = —1 737 daN cm. 


Eforturile unitare ale ciclului sînt 


omas = is =2 855 da N/cm? 
M, 1737 
Omin = = — -yg > 633 daNjom? 
2 855 — 
Om Smas + Omin 2 000. 050 „ea 1111 daN/em? 
2 2 
oa = Sme Smtn — 2 Si 633 L1 T47 daN/om? * 
2 i 


Nu există concentrări de eforturi unitare, deci Ko = 1. Bolţul fiind lustruit, se ia y = 1. 
Factorul dimensional, după figura 22.21 curbă 2, este e = 0,85 (pentru d = 31,7 mm). Coefi- 
-cientul de siguranţă, dat de formula lui Soderberg, este 


1 1 


c= = z =1,66: 
Ka oa | Sm 1 1744 1141 
e oa ce 085° 45 75 
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Aplicind relaţia eliptică reprezentată de formula (23.21), rezultă 
1 =, 1 
y KE (oa i om Y 1 (17,44 z 11,11} 
ey sa, Se 0,85 "| 45 75 

S-a obţinut o valoare sensibil superioară celei dată de metoda Soderberg, din motivul ară- 
tat anterior. 

23.5, Un arbore de oţel avind forma din figura 22.19 este solicitat la întindere cu o forță 
constantă, care dă om = 5 daN/mm? și oa = 0, şila răsucire printr-un cuplu ondulat, care 
produce eforturile unitare 7maz= 5 daN/mm? și Tmin = 2,5 daN/mm?. Materialul are : or= 52,5 
daN/mm?, oyt = 21,7 daN/mm:, oc = 28 daN/mm:, t; = 11 daN/mm?, e == 164 daN/mm?. 
Corespunzător dimensiunilor și formei concentratorului, se găseşte Ky = 1,28; e = 0,8. Supra- 


fața arborelui este lustruită, deci y = 1. Se cere coeficientul de siguranţă al solicitării compuse, 
Pentru solicitarea de întindere, cu ca = 0, formula (23.8) dă 


Se 28 
co = — == 56. 
Sm 5 


Pentru solicitarea de răsucire, se calculează tm» Ta» 


5425 i '5— 25 
Tm = Im = 3,75 daNjmm?; ta erat 


= 1,25 daN/mm? 


i] 


şi apoi se aplică formula (23.10), cu 7 în loc de o 


1 > A 1 
as = = 2,43. 
T Ke a Tm 1,28 1,25 , 3,75 
eY ta Te 08-10 11 ` 164 zg 


Aplicind formula (23.35), se află coeficientul de siguranţă al solicitării compuse 


5,6 * 2,43 


c = = 2,23. 
V5,6E + 2,435 


€. CALCULUL DURATEI DE VIAȚĂ LA SOLICITĂRI ALEATOARE 


Din cele arătate în cap. 22, rezultă că rezistenţa în exploatare a unei 
piese — respectiv durata sa de viață — poate fi determinată experimental 
dacă se dă solicitarea aleatoare şi programul de încercare derivat din ea și 
dacă se dispune de instalaţia, de încercare adecuată, 

În genera], maşinile şi instalaţiile pentru încercări după program, 
deci şi experimentările cu acestea, sînt deosebit de costisitoare. Acest 
lucru a stimulat elaborarea unei serii de metode de calcul al duratei de 
viaţă, luînd ca bază de plecare numai curba lui Wohler (uşor de determinat) 
şi colectivul de solicitare a piesei şi folosind rezultatele experienței acumulate 
pînă în prezent. În acest fel se evită cheltuielile legate de determinarea 
experimentală a rezistenței în exploatare. Avantajul este legat însă de un 
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Comparind cele două valori, se vede că metoda Serensen dă o valoare mai mare, 
datorită faptului că folosește o diagramă schematizată care se apropie mai mult de cea reală. 
23.4. Bolţul pistonului unui motor are forma și dimensiunile din figura 23.9, a, iar apli- 
carea sarcinii și rezemarea se face ca în figura 23.9, b. Diagrama de momente încovoietoare este 
arătată în figura 23.9, c. Forța transmisă prin bolj de la 
piston la bielă variază după un ciclu alternant cu 
Pmaz = 5 200 daN şi Pmimn = — 1150 daN. Mate- 
vialul este oțel aliat, avind o; = 100 daN/mm?, oc = 
= 75 daNjemm?, şi o; = 45 daN/mm?, Să se determine 
coeficientul de siguranță. 
Modulul de rezistenţă la încovoiere este 


| LL, 0077474972 


7777 7707077777277 


[si Dacă sarcina uniform distribuită-esteinlocuită prin 


P ae a 
forțe concentrate -7> ca în figura 23.9, b, momentul 


încovoietor{din mijlocul bolţului este 


5,087) __ 5.08 şi 
+ 0,2 + 2m) i se] = 1,51 P daNem. 


Valorile care caracterizează ciclul sînt 
Maas = 1,51 Pmaz = 1,51 > 5 200 
Manta = 1:51 Prin 1,51 : 1150 = —1 737 daN cm. 


Etorturile unitare ale ciclului sînt 


7 852 daN -cm. 


Mmaz __ 7852 i 
= RIL a o =3 855 da Nem? 
Smar Sg 27 
Mmin 1737 
= — =— 633 daN/cm? 
Sahi y 27 du 
2 855 — 
on = SME Cam L, 2855 — 635 1 144 daNfem? 
2 2 
a 55 y 
oa = maz San — 2855+ 633 L4 747 daN/em? + 
2 ; 


Nu există concentrări de eforturi unitare, deci Ko = 1. Bolţul fiind lustruit, se ia y = 1. 
Factorul dimensional, după figura 22.21 curba 2, este e = 0,85 (pentru d = 31,7 mm). Coefi- 
cientul de siguranţă, dat de formula lui Soderberg, este 


1 
c= Ea = > = 1,66. 
Ko Ga om 1 17,44 11411 - 
ey oa Se O 0485 45 75 
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Aplicind relaţia eliptică reprezentată de formula (23.21), rezultă ' 

1 ; 1 2,08 
y Ky fay, (en) y 1 (mmy (auy : 
ey o, Se 0,85 "| 45 75 

S-a obținut o valoare sensibil superioară celei dată de metoda Soderberg, din motivul ară- 
tat anterior. 

23.5, Un arbore de oţel avind forma din figura 22.19 este solicitat la întindere cu o forţă 
constantă, care dă om = 5 daN/mm? și oa = 0, șila răsucire printr-un cuplu ondulat, care 
produce eforturile unitare Tmaz= 5 daN/mm? și tmin = 2,5 daN/mm?. Materialul are : or= 52,5 
daN/mm?, cyt = 21,7 daNjmm?, ce = 28 daN/mm?, m. = 11 daN/mm?, se = 1,64 daN/mm?. 
Corespunzător dimensiunilor şi formei concentratorului, se găseşte Ky = 1,28 ; s = 0,8. Supra- 


faţa arborelui este lustruită, deci y = 1. Se cere coeficientul de siguranţă al solicitării compuse, 
Pentru solicitarea de întindere, cu og = 0, formula (23.8). dă 


Oc 28 
to = — = — = 5,6. 
Om 5 


Pentru solicitarea de răsucire, se calculează Tm» Tas 


54 25 £ 15 — 2,5 
Fa re > 3,75 daN/mnt ; Ta = — — = 1,25 daN mm 
şi apoi se aplică formula (23.10), cu 7 în loc de-o 
1 1 
Gres. m = 2,43. 
Er Ta A îm 128 125 3,75 
Ey Ta Te 0,81 11 16,4 


Aplicind formula (23.35), se află coeficieritul de siguranță al solicitării compuse 


5,6- 2,43 


0 = 2,98, 
V5,6E +2,43? 


6. CALCULUL DURATEI DE VIAȚĂ LA SOLICITĂRI ALEATOARE 


Din cele arătate în cap. 22, rezultă că rezistenţa în exploatare a unei 
piese — respectiv durata sa de viață — poate fi determinată experimental 
dacă se dă solicitarea aleatoare şi programul de încercare derivat din ea și 
dacă se dispune de instalaţia de încercare adecuată. 

În general, maşinile şi instalaţiile pentru încercări după program, 
deci şi experimentările cu acestea, sînt deosebit de costisitoare. Acest 
lucru a stimulat elaborarea unei serii de metode de calcul al duratei de 
viaţă, luînd ca bază de plecare numai curba lui Wöhler (uşor de determinat) 
şi colectivul de solicitare a piesei și folosind rezultatele experienţei acumulate 
pînă în prezent. În acest fel se evită cheltuielile legate de determinarea 
experimentală a rezistenţei în exploatare. Avantajul este legat însă de un 
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mare inconvenient : incertitudinea asupra valorilor obţinute prin calcul, 
în comparaţie cu cele ce pot; îi aflate — în paralel — pe cale experimentală. 

Problema, determinării prin calcul a duratei de viață a unei piese 
supuse unei solicitări variabile în trepte. — de tipul celor din fig. 22.29, 


Fig. 23.10 


22.30, echivalente unor solicitări aleatoare — a putut să aibă soluție numai 
după ce Palmgren și Miner au introdus noţiunea, de cumulare « deterioră- 
rilor. 

După Miner, cumularea deteriorărilor poate fi explicată cu ajutorul 
fig. 23.10. Se consideră o solicitare prin cicluri simetrice, la care curba lui 
“Wohler, în coordonate dublu logaritmice, are forma din fig. 23.10, a. 
Porțiunea A.B reprezintă linia, de durabilitate limitată. Fie nivelul de soli- 
citare q. Epruveta se rupe dacă i se aplică un număr de cicluri N, de 
nivel o. Dacă solicitarea se aplică pe o durată limitată, de 74 cicluri (punc- 
tul S), se zice că ea produce o deteriorare a epruvelei. 


n; 
N, 

Epruveta se rupe cînd n; = N, deci D = 1. 
Dacä asupra epruvetei se aplică trepte de solicitări cu numere de cicluri 


n Și cu nivele o, (i = 1,2,3...), ca în fig. 23.10, b, se pot cumula deterio- 
rările aE neyra 


D= (23.37) 
și b 


D=2*. i 
N; 


Conform ipotezei cumulării liniare a deteriorărilor (Miner-Palmgren), 
ruperea are loc âtunei cînd E 


(23.38) 


. r? n, 
D. = 5 — =1 
i Èy, i 


unde r este totalul de trepte aplicate pînă la rupere. 


(23.39) 
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Dacă această relaţie este valabilă, durata totală de viaţă a piesei este 


N = PA Nye 


Dacă programul de încercare are j trepte și pină la rupere el se aplică 
de i ori, relația (23.39) devine 


(23.40) 


T ù i mn 
D, i 1 (23.41) 
d È N, t>l N: 3 
iar relația (23.40) se transformă în 
=, į 
N =t Y n (23.42) 


a 
Dacă la relaţia (23.42) se aplică un numitor, egal cu unitatea, dat de 
relația (23.41), se obţine durata de viaţă, după Miner 


j 3 
t $i GA . Ah 
IT imt Ca j=l 
Nu 7 Fi m =S (23.43) 


AN. AN 


Rezultă că pentru calcu- 
lul duratei de viată Ny a | 
piesei este suficient a se exa- /, ) 
mina treptele unui singur pro- ~- 3. 
gram, luînd valorile N; de pe à 
curba lui Wölhler. : 

` Pe de altă parte, se con- 
sideră ecuația (23.29) a curbei 
lui Wöhler, scrisă sub forma 


AA T: (23.44) 


S 


unde s-a înlocuit c_, prin og, 
ea reprezentind linia AB din 
fig. 23.11. În acest fel, un 
punct curent T al liniei AB 
este determinat numai prin variabila c; şi constantele No, cr, m. Înlo- 
cuind pe N; în relaţia (23.43) se obţine i 


N (tog) 


MM M, 


Fig. 23.11 


(23.45) 


Constantele No, oa rezultă din curba lui Wöhler. De multe ori se ia 
No =105şim=6. 

Pentru fiecare colectiv, definit prin amplitudinea maximă 6,, relaţia 
(23.45) dă un punet al diagramei rezistenţei în exploatare. Pentru diferite 
colective similare, la care variază numai amplitudinea Sa, se obţin o serie 


[si 
Sf A Curba lvi Wöhler (w) 


O; 
Curba rezistentei 
0 fa exploalare (E) 
3 
G, y 
% 2 
| 
Ga 
6 ai | 
0, 2 
| n= ee 
g “o N, Ñy (07) 


Fig. 23.12 


de puncte și se poate trasa diagrama rezistenței în exploatare, ca în fig. 23.12. 
Notajţiile c, (log), N(log), înseamnă că scara are diviziuni logaritmice, 
dar se înscriu pe ea valorile o, N (nu logaritmii lor). 

S-au făcut numeroase experienţe, spre a verifica dacă ipoteza degra- 
dării liniare, reprezentată de relația (23.39), se confirmă sau nu. Experien- 
țele dau valori D, superioare sau inferioare cifrei 1, deci nu confirmă 
ipoteza Miner. Din acest; motiv, numeroşi cercetători au propus alte ipoteze 
de cumulare a deteriorărilor, liniare sau neliniare, formale sau fenomenolo- 
gice, uneori confirmate de experienţe, fără a se fi ajuns pînă azi la o ipoteză, 
pe deplin acceptabilă. í 

Din acest motiv, ipoteza Miner, cea mai simplă, este folosită cel mai 
des, atunci cînd nu există posibilități de experimentare a rezistenței în 
exploatare. 


7. DIMENSIONAREA ŞI VERIFICAREA PE BAZA REZISTENȚEI ÎN EXPLOATARE 


Din cele expuse rezultă că verificarea sau dimensionarea unei piese 
de maşină supusă la solicitări aleatoare este o problemă de calculul pro- 
babiităților. 

În primul rînd trebuie să se cunoască starea limită a piesei, sub forma 
curbei duratei de viață sau a rezistenţei în exploatare. Dată fiind împrăștierea, 
rezultatelor încercărilor, diagrama rezistenței în exploatare se dă sub forma 
unei familii de curbe, cu diferite probabiliiăți de supraviețuire P,, sau 
probabilităţi de rupere P, = 1 — P, ` 

În al doilea rînd, trebuie să se cunoască starea de solicitare din piesă, 
respectiv amplitudinea 6, a colectivului, dată cu o probabilitate P.. 
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În fine, compararea stării limită cu starea de solicitare duce la deter- 
minarea siguranţei piesei, de exemplu sub forma unei probabilităti de cedare 
Pa care trebuie să fie cu atît mai mică cu cît importanța piesei este mai 
mare. Calculul faţă de rezistenţa în exploatare poate conduce la o verificare 
a coeficientului de siguranţă, sau la determinarea unei rezistențe admisibile 
şi. pe baza ei, la dimensionare. Pe baza duratei de viaţă şi a unui coeficient 
de siguranţă, se poate stabili durata de serviciu, a piesei. 

În construcţii de avioane, calculul se face pe baza celor două metode 
citate în cap. 21: ` 

— durabilitatea garantată (safe-lite), cînd probabilitatea de cedare este 
extrem de mică ; 

— degradarea controlabilă. (fail — safe), care permite unele fisuri, 
fără a periclita structura. ; 


s. SOLICITARE DE VALOARE CERTA 


Se consideră în fig. 23.13 o familie de curbe ale rezistenței în exploatare 
cu probabilități de rupere P, = 0,003 % ... 50%. S-a „reprezentat, de: 
asemenea, colectivul de solicitare cu amplitudinea maximă certă 6. = c. 
Ducînd o orizontală la nivelul c,, se obţin puncte de intersecţie cu liniile. 
rezistenţei în exploatare, cărora, le corespund durate de viaţă Np, cores- 
punzătoare probabilităților de cedare P, = P,. Deci în cazul solicitării certe, 


„probabilitatea, de cedare a piesei este acelaşi lucru cu probabilitatea de 


$ Rezistenja în 
exploatare 


Colectivul de 
ob//tilare 


~ 


ai Xao03% Aro, 
Durata de viață Ñ (tog) 
Fig. 23.13 


rupere. Se pot defini coeficienţii de siguranță probabilistici : de exemplu, 
pentru P, = 0,003% se află 


Nso, , 
ey = 2 (23.46) 
ul Foos% : 
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respectiv 


pei ( Gas50% (23.47) 


6 a0,003% ) pentru N0,003 % 


Pentru calculul „safe-life” se recomandă P, = 0,1... 0,001 %, pe 
cînd pentru „fail-safe” se poate lua P, = 10 ...1%. 

„Pentru amplitudinea colectivului, spre a fi considerată certă, trebuie 
ca Po = 99,9999 %. 


b. SOLICITĂRI CU VALOARE PROBABILISTĂ 


Calculul se va face pe baza fig. 23.14, pe care s-au trasat liniile cu P, 
şi Po de 10%, 50%, 90%. Banda, de dispersie a amplitudinii solicitării este 
formată din linii orizontale, care se pot întretăia cu cele ale duratei de 
viaţă. Dacă se consideră că ambele distribuții urmează legea de probabili- 
tate lognormală (fig. 21.13), atunci probabilitatea de cedare se poate calcula 


s 


Banda de dispersie 
a duratei de ară 


Banda de dispersie a 


amplitudini sohertiră 

reale == P 
Probabilitatea | | | 
de cedare B 43 


erii 


Ai 7 1 Ly Ş arti 
WER 19 10 -2 pă 
4 w 7/5 (log) 


| 
i 


din distanţa mediilor şi abaterea standard a celor două distribuții. În fig. 
23.15 s-a reprezentat distribuția z, a rezistenței în exploatare şi z, a soli- 
citării, dacă notația œ reprezintă pe log Ga. Fie valorile medii şi abaterile 
standard I 
` — pentru solicitare : îs, so; 
— pentru rezistenţa în exploatare : &,, Sr 
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Se. notează diferenţa între valori curente 
E = 8, — de (28.48) 


_ Rezisten{a Zn 


cu distribujie 
Solicitarea Ay ` normală 
cu distributie. 
normală 


Fig. 23.15 


Piesa se va rupe atunci cînd solicitarea, depăşeşte rezistența, deci cînd 
E < 0. Diferenţa E este de asemenea distribuită normal, ca în partea, de jos 
a figurii 23.15, în jurul valorii medii, 


E= 2, — Ëo (23.49) 


cu abaterea standard . 70 e Siza 
H728 | 
s =|} + 3. (23.50) 70 | ` 
Se face transformarea 7p-2 
PRI sasi (28.51) w? i 
că i 
A wor y 7# PRR S 
iar probabilitatea de cedare este a 
S 
p =} f ee du (23.52) s 
° VIr) me 


„~ Limita up corespunde la E = 0 ag a 
adică 2, = Ly i ce zi z ESE E 
. (ră 
SPERE (23.53) Fig. 23.16 
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„__ Efectuind calculul indicat de (23.52) se obţin valorile P, pentru dife- 
rite limite to, construindu-se graficul din fig. 23.16. 

În concluzie, modul de calcul este următorul : cunoscind Tp, Bas Spy Sa 
se determină £ și s, cu relaţiile (23.49) şi (23.50), apoi up cu relaţia (23.53) 
şi se ia probabilitatea de cedare P, din fig. 23.16. 

După cum se arată în fig. 23.14, la intersecţia liniilor Pesos Și Poso% 
se obţine P, = 0,5. Logaritmul coeficientului de siguranţă, la o durabilitate 
dată N, poate fi definit prin raportul ordonatelor date de cota e din desen. 
La intersecția liniilor de probabilitate 50%, cele două ordonate sînt egale, 
deci c = 1. Cînd probabilitatea de cedare nu depăşeşte P, = 104, se 
obţine e = 1,5...3. í i 


104 


CAPITOLUL 24 
FLUAJUL METALELOR 


În calculele obișnuite de rezistenţa materialelor, fie că este vorba de 
solicitări în domeniul elastic, fie în cel plastic, nu apare factorul timp. 
Calculul clasice consideră o aplicare lentă — statică — a forțelor, care 
se poate efectua progresiv într-o durată de citeva secunde sau minute, 


-după care se stabileşte o stare de echilibru, caracterizată prin invarianţa 


în timp a eforturilor unitare şi detormaţiilor. 

Experienţa arată că există numeroase piese la care atât; eforturile 
unitare cât şi deformajiile prezintă variații apreciabile în timp, care nu 
pot îi neglijate fără a pune în pericol maşina sau construcţia respectivă, 
La unele materiale, fenomenele citate au loc chiar la temperatura ordi- 
nară. Așa, de exemplu, o bară de plumb, simplu rezemată la capete, se 
deformează mult în timp, sub efectul greutăţii proprii, deși iniţial nu 
prezintă detormajii vizibile. Detorinaţiile mari, produse în timp, sînt 
mult mai frecvente şi mai importante la piese metalice, luorînd în condiţii 
de temperaturi ridicate. 

Astfel, discurile şi paletele turbinelor cu abur se deformează încontinuu 
în direcţie radială : dacă acest lucru nu este luat; în conşsiderare la pro- 
iectare, se poate ajunge la situația ca paletele să lovească în stator, pro- 
âucînd distrugerea turbinei. La îmbinările cu flanşe ale conductelor de 
abur detormaţiile elastice ale buloanelor de stringere — care asigură 
etanşeitatiea — se transformă în timp în deformații plastice, avînd drept 
rapire da că garniturile nu mai sînt strinse, iar conductele încep 
„să sufle”. 

Fenomenele de variaţie a eforturilor unitare și, deformajiilor cu timpul, 
sub efectul sarcinilor aplicate, poartă numele de fluaj sau curgere lentă. Negli- 
jarea acestor fenomene, la piesele la care ele se manifestă accentuat, duce 
la proiectări greșite şi deci la compromiterea mașinilor respective. 

Calculul de fluaj este unul dintre capitolele cele mai noi ale rezistenței 
materialelor. Ca și în domeniul calculului la oboseală, în problema flua- 
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jului studiul experimental şi nevoile tehnicii au pășit înaintea, teoriei, care 
nu a reuşit încă să dea, o soluţie mulțumitoare problemei. De fapt, pro- 
blema fluajului se încadrează în problema generală a teoriilor de rupere 
a materialelor, asupra cărora s-au făcut multe studii teoretice şi experi- 
mentale, dar nu s-a ajuns la o teorie unitară satisfăcătoare. 

Studiul gluajului este deosebit de important pentru maşini termice 
lucrînd la temperaturi mari — turbine cu abur și turbine cu gaze —, 
pentru cazane de abur cu parametri ridicați, pentru numeroase utilaje 
din industria chimică, pentru rachete și avioane, centrale atomelectrice, 
betoane, materiale plastice, ete. 

studiile de fluaj apar mărimile principale din rezistenţa, materia- 
lelor — eforturi unitare şi deformajii — alături de mărimile specifice aces- 
tui studiu, timp şi temperatură. Ca mărime derivată, se introduce viteza 
de fluaj, definită prin relația 


vy == e (24.1) 


Cercetarea unui material din punctul de vedere al fluajului constă 
în examinarea, dependenţei între aceste cinci mărimi 


F(s, o, vn i T) =0, 


unde s-a notat cu t timpul şi cu T temperatura. 

Este greu să se cercetaze comportarea unui material cînd toţi acești 
factori variază. De aceea, studiul experimental se face în condiţiile în care 
unii din aceşti factori sînt constanti, variind numai 2 — 3 dintre ei. Cele 
mai cunoscute metode de studiu la fluaj sînt : încercarea de fluaj sub sar- 
cină constantă şi relaxarea. i 


1. DEFORMAȚIA DE FLUAJ SUB SARCINĂ CONSTANTĂ 


Prin aceasta se înţelege studiul experimental al variației deformațiilor 
cu timpul, păstrind temperatura şi efortul unitar constante. > 

Instalaţia experimentală corespunde schemei din figura 24.1. Forţa, de 
întindere constantă este realizată printr-un sistem de greutăţi P, însoţit 
de demultiplicare cu pârghii. Epruveta F se află în interiorul unui cuptor C, 
care are un regulator pentru menţinerea constantă a temperaturii pe toată 
durata, încercării. Pe epruvetă este montat un extensometiru de construc- 
ţie specială (nefigurat; în schiţă), care este prelungit pînă în exteriorul 
cuptorului, unde se face citirea; deformaţiilor. Se înţelege că după stabilirea, 
temperaturii de regim, care se poate realiza fără aplicarea, sarcinii, pie- 
sele extensometrului nu se mai dilată, aşa că el va măsura, efectiv lungirea 
epruvetei în timp. Măsurarea deformaţiilor se poate face fie printr-un 
sistem de înregistrare continuu în timp, fie prin citire la anumite intervale. 

Rezultatele experienţelor se traduc prin ridicarea, curbelor de defor- 
maţie de fluaj sub sarcină constantă. Pentru oţeluri, la temperaturi cuprinse 
între 400 şi 500*0 și eforturi unitare de 800.—1 500 daN/cm?, aceste curb e 
au forma din figura, 24.2. Examinind o astfel de curbă, se constată, 
următoarele : 
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Ta 


3 AEA Pe ei : ean intervalul 
La aplicarea sarcinii, deformația crește repede, liniar, pe intervalu 
OA, peste iati ra deformaţiei elastice atipa; După aceea, variaţia 
formaţiei se face lent, după curba ABOD. 
E “De nl din figura 24.2, se vede că se pot distinge patru zone : zona 
deformaţiilor elastice OA; zona fluajulwi nestabilizat AB, în care viteza 


Fig. 24.1 Fig. 24.2 


i ; uajului ilizat BO, pe care viteza 

de deformaţie scade mereu ; zona fluajului stabilizat BO, are 
de Erei este constantă ; zona de Tunate ind cu viteza crescătoare, 
ducind la rupere, corespunzător punctului D. AI , 
Faza sep ozentită prin linia dreaptă BO este cea mai importantă, 


` întrucît ea durează timp îndelungat, iar dacă epruveta — respectiv piesa 


ă intă, i i fenomenului. 
— te ruptă, ea reprezintă de fapt aproape totalitatea 
M hntrucit P eformatin elastică are loc într-un timp foarte scurt, la scara 
folosită linia OA devine verticală, iar curba de fluaj ia forma din fig. 24.3 
(după STAS 6596-62). 3 


ER 


Timpul, t,ore 
Fig. 24.3 


Dacă din ordonatele curbei superioare, care măsoară lungirea spe 
cifică totală e = s, + sp se scad lungirile specifice elastice, se află cur 
inferioară, a lungirilor specifice remanente €p. 
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Măsurind creşterea Ac pentru un interval de timp At, se poate calcula 
viteza de fluaj 


v = (24.2) 


măsurată în min“, oră-1, zi~t, ' 

La un material dat, studiul complet al deformației izoterme necesită 
experiențe care să conducă la construirea a două familii de curbe în coor- 
donate s, t: . 

— curbe construite pentru o temperatură dată şi diferite valori ale 
efortului unitar de întindere; 

— curbe construite pentru un anumit efort unitar dat şi diferite tem- 
peraturi. 

Cu alte cuvinte, deși în timpul experienţei de deformaţie izotermă 
temperatura şi efortul unitar sint constante, studiul complet necesită, 
a varia experimentările, schimbind valoarea, acestor mărimi, spre a unoaşte 
comportarea materialului în tot domeniul său de utilizare. 

Încercările la fluaj durează un număr destul de mare de ore: 100, 
250, 500, 1 000 ore, chiar şi mai mult. 

Pe baza încercărilor de fluaj se determină anumite valori critice ale 
materialelor, numite limite de fluaj. Acestea sînt valorile eforturilor uni- 
tare, cărora le corespunde, după o anumită durată de experimentare, 
fie o viteză de fluaj stabilizat dată, fie o deformaţie permanentă de valoare 
prescrisă, r ` 
2. ÎNCERCAREA DE RUPERE PRIN FLUAJ 


Există şi încercări de fluaj care se fac pînă la rupere, în condiţiile 
arătate în STAS 8894-71. 

În asemenea, cazuri se determină timpul tp după care epruveta se 
rupe, la o temperatură T, sub un efort unitar ay. 


19 


Va 
O, daN /mm? 


NP a n ESN] 


SS 


Zog tp 
A 


24 


25 26 27 

Temperatura absotură, T, R P=iog 91003077 
Fig. 24.4 Ra Fig. 24.5 

Se întocmesc programe de încercări, luînd diferite temperaturi, infe- 

rioare și superioare celei de lucru, precum și diferite eforturi unitare şi se 

încearcă epruvetele pînă la rupere. te 

Cu rezultatele obţinute se pot construi curbe de felul celor din fig. 

24.4, care dau pe log tr în funcție de T, la diferite valori op Goa etc. 


`S 
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În general experiențele nu pot cuprinde toate valorile posibile pentru 
T, Sa respectiv nu pot fi extinse la durate mari de timp, de felul celor 
întilnite în practică. Îu acest caz, se procedează la extrapolarea rezulta- 
telor experimentale. 

Astfel, după una din metodele indicate în STAS 8894-71, parametrul 
de extrapolare are expresià 


P = log tp +o T (24.3) 


unde g este panta medie a dreptelor log tp = UD), pentru un efort unitar 
dat, arătate în fig. 24.4. 

Cunoscînd pe «, se determină, cu relaţia, (24.3), parametrul de extra- 
polare P, pentru diverse temperaturi T și durate în, la valori date og. 
Se construieşte astfel o curbă de felul celei din fig. 24.5, care dă pe se 
în funcție de P. 

Cu ajutorul acesteia se poate determina rezistența tehnică de durată, 
adică valoarea lui o, lw care epruveta se rupe, la temperatura T, după 
timpul tr 

Fie, de exemplu, T = 450°C (723*K) și ta = 100 000 ore. Se află 


log tr = log 100 000 = 5 
iar din relația (24.3) 
P = 5 + 0,0307 723 = 27,196. 


Luind valoarea P pe abscisa fig. 24.5, se obţine rezistența tehnică 
de durată 


So = 7,8 daN/mm2?. 
3. RELAXAREA 
În studiul relaxării-se cercetează experimental variaţia etorturilor 


unitare cu timpul, atunci cînd deformația piesei se menţine constantă, 
Mașina de încercat este mai complicată decît cea pentru studiul defor- 


- maţiei izoterme. Ea posedă un regulator de sarcină, care, pe măsură ce 


deformația, creşte, micșorează sarcina aplicată epruvetei, ceea ce readuce 
deformația la valoarea constantă preserisă. În urma experiențelor, se 
trasează curbe de relazare, de forma celei din figura 24.6, care dau pe 
o = f(t). 

În momentul iniţial al încărcării epruvetei, deformația sa este în 
întregime elastică, deci se poate serie 


o = Bg. 


La un moment oarecare, această deformaţie este compusă din una, 


elastică şi una plastică 
Eg = Ee F Ep (24.4) 


iar efortul unitar a scăzut la valoarea o = E- s, 
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înlocuind pe sẹ şi s, în relația (24.4), rezultă 


Soze 
apt 


g de unde se obține 
o =0 — E: ep (24.5) 


Detormajia plastică ep, crește încon- 
tinuu cu timpul, ceea ce are ca efect scă- 
derea continuă a efortului unitar o. Se poate 
ajunge; la un moment dat, ca efortul unitar 
să se anuleze complet, astfel că buloanele 
unei îmbinări cu flanşe nu mai string ară 
8. é garnitura, iar aburul începe să iasă la 
Fig. 24.6 îmbinare. 


A 


4. FENOMENUL FIZIC AL RUPERII DE FLUAJ 


intă ’ ii iabi j chiar la tem- 
Unele metale prezintă deformaţii apreciabile de fluaj c 

peratura ambiantä, iar altele numai la temperaturi ridicate. Eee 
oțeluri, studiile de fluaj se fac îndeosebi la temperaturi ridicate, întilnite 
în mașini şi instalații termice. araa 3 i 
J. La metale, la ui iona joase şi la temperatura ambiantă, rezistenţa 
grăunţilor este mai mică decît a limitelor dintre grăunţi. Pe măsura, cr eşterii 
temperaturii, rezistența, limitelor scade mai repede decît a grăunţilor. 


Limita grâvnților 


“Grduntele 


Rezistenja 


N 
Ruperea trans- Rupere N 
cristațină NT nlereristahind. 
ZEC Temperatura , 


Lige 24.7 
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n, a i —uuuuuaaaaaaaaeasasssŘħIiħii 


Se poate face o reprezentare a acestei rezistențe, funcție de tempera- 


„tură, ca în fig. 24.7 [85]. Jeffries a introdus notiunea de temperatură de 


echicocsiune, TEC, la care rezistența grăunților este egală, cu a limitelor. 
Sub această temperatură, ruperea este transeristalină, iar deasupra, ei 
este intercristalină. 

Ruperile de fluaj, care au loc la-temperaturi ridicate, au caracter 
intercristalin. Acestea pot fi de două feluri : 

— ruperi produse de lunecarea limitelor, în punctele triple, unde se 
întilnese trei grăunți (A, B, O, în fig. 24.8, a); 

— ruperi produse prin formarea și dezvoltarea de pori în interiorul 
limitelor orientate perpendicular pe direcţia de solicitare (fig. 24.8, b). 


5. CALCULUL LA FLUAJ 


Cu ajutorul mărimilor obținute prin încercările la fluaj se pot face 
calcule de -dimensionare sau verificare pentru piesele care lucrează în 
asemenea condiții. Varietatea mărimilor care intervin în studiul flua- 
jului — eforturi unitare, lungiri specifice, viteze de fluaj, temperaturi, 
timp — duc ia o varietate de calcule, după cum se ia una sau alta din 
acestea drept criteriu al stării limită. 

Eztrapolări. S-au elaborat numeroase relații empirice care să exprime 
viteza de fluaj în funcţie de efortul unitar, pentru zona fluajului stabi- 
lizat (fig. 24.2). Cele mai cunoscute relaţii sînt de forma, 


e. = Bo? 
„= Cels . 
7 sau £. = C(e: — 1) (24.6) 
è =Dh 
d 


unde B, C, D, n, s, d sînt constante care depind de temperatură, 
valoarea lor aflindu-se prin interpretarea rezultatelor experimentale. 
Dacă se cunoaște viteza de fluaj stabilizat è, deformația după un timp ż 
se poate exprima, aproximativ, prin relația 


e = îi (24.7) 


În acest fel, rezultatele obținute prin experimentări pe anumită durată 
se extrapolează pînă la durata de funcționare a piesei, ty. 
Rezistenţe admisibile. În vederea unui calcul de rezistenţă la fluaj, 
se iau în considerare trei stări limită : 
— limita de curgere la temperatura de funcţionare, Gyr; ` 
— limita care dă o detormaţie permanentă, de 1%, după 100 000 ore 
de funcţionare, la temperatura dată, Cipo; 
— rezistenţa tehnică de durată, corespunzătoare la iz = 105 ore şi 
temperatura T, conor. ` 
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Corespunzător acestor stări limită, se pot defini trei rezistențe admi- 
sibile 
So, 
Li 
Ce 


ca = OMR , (24.8) 


J 
% 


__ Gonosyz 
C, 


Pentru coeficienții de siguranţă se poate lua : ce=1,5 ; cel; e =1,5. 

Pentru proiectare, se va alege cea mai mică dintre aceste rezistențe 
admisibile. 

Siguranta faţă de temperatură. Dacă se ia drept constant efortul unitar 
din piesă, se poate determina, temperatura Tryo care duce la ruperea ei 
după o durată de 105 ore. Dacă temperatura de funcţionare este Tp, se 
determină siguranța față de temperatură 


Ca = Trpo aa T; | (24.9) 


Pentru calcule şi experienţe judicios conduse este suficientă chiar 
o siguranţă cp = 15° C. 
Siguranţa în timp. Se poate construi o curbă ea, in fig. 24.9, analoagă 
celei din fig. 24.5, care dă rezistenţă de rupere cg în funcţie de timp, la o 
temperatură, dată. 


Si -> Pe baza acesteia, se defineşte si- 
i EEE guranja în timp 
=0anşi 
z & = talia (24.10) 
rjo 
z unde tr este timpul de rupere la efortul 


unitar egal cu rezistența admisibilă cz, 

iar î, = 105 ore. 
; În literatura de specialitate [65], 
[66], [67] se dau numeroase detalii re- 
feritoare la încercările: de fluaj pentru 
materiale care lucrează la temperaturi 
ridicate, respectiv la calculele de fluaj 
Fig. 24.9 3 pentru diferite piese şi solicitări. 
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TABELE ANEXE 


: STA 


Ae 


REZISTENTE ADMISIBILE PENTRU UNELE: MATERIALE FOLOSITE IN CONSTRUCTIA DE MASINI 
i A tie Tabelul 1 
~ _— 
Sal A Rezistenţe admisibile ta tracţiune, Cot, Celelalte 
Caracteristici meconice daN/em?, peniru cazul de încărcare rezistenţe. aimisibile 
Sy Ș ENI Anaad, Er uta E Compre-| Inco- .| Räsu- | Forte- 
‘Materialul Par [imita unge ï Gi Ei kaii -èm siune voiere '| cire care Observaţii 
| as Berta atei STAS eri ăi tes iar + Solicitare i Solicitare Ge Cai Tar vaf 
Cal să al si statica. s puisontă simetrică —— 1]: 
rae domli] % iih: zi MC i "Ca | Oa) Ca | Gat 
0L-37 “|: 37-45 | 20-24 | 26-25 | 1200-1400 -- [i 1100-1300 | 700-1000 1 [11 -1,2 |0.6-065] 0,8 
Ofel OL-42 500-68 42-50 | 23-25 | 22" “| 1300- 1630;:. |- 1100- 1400 , [...800— 1100 .| 1 + f1- 1,2:10,6-065| 0,8 v 
carbon | OL- 50 . | 50-62 | 27-29| 19 | 1500-1800 |. 1250 -1600 900 = 1200 1 ha-1,2 lo.s-0.65)_0.8 1 
01-70 min.70 | 34-36|_- 10| 2100-2500 | 1600 -2000 -| 1100 — 1500 *| 1 fin -1,2 [0.5-065| 0.8 
Otel OLC 10% 42 25 19: | 1300 -= 1700 `f. n00 —1400 800 = 1100 ia) 1. ji, -1,2|0,6-065|_08_|Yălire și re- 
carbon del Z a . venire joasă 
calitate „| OLC 25488066 | 50 n|- z a50- 1150 f 4 [ii-1,2|0,6-08 08 4 K 
Super T T ătăti: 
T orc 43” s| o| 7 1200-4600 A AA T E aa 
oțel 18MC10 28 73,5 |- 10: | 2000- 38003] 230093200 -| _ 1500 = 2200 1 f1-14,2 [0,6-0,65|__0,8 
atiat  [33MeC11]791-66(__88 69 | 12 | 3000738003 | 230-2800. | 1800-2300. | 1 [i,1-1,210,6-065| 08 
13CN35 113 93 10__|_3800 —4600': "| ' 2800-3800 1900 = 2600: |_1___,1-1,2b.5-065| 0.8 
Otel car. O 40-2 [00 es | 40 20 |: 24 +} 1000 —1300: |. s00 —î100.. | 500 -750 | 11 [.1,1 bp5-0s5ţ 0,8 
“În piese | OT50-2 so |- 2 +] 16 '| 13200+1800. | 1000 -1300 | _ 700 -950 41 | 1,1 „b5-065] 0.8 
Fonte cu 9 "n REEL - 4 m Ă i = z Pentru cu 
tone, CU [Fe 20 [sce_o7 |_23 600—800 | 500 - 700 Ei 300 — 450. | 25 1,2 E orgie e pm 
iametar__|_Fe 30: J$ a|- — 7 | 900 +1100- | 700 —900 -s@| 450-600 è| 25- | — | 1.2 z deire S 
Fonte cu | Fgn45-5 45 R 5 «į 1500-2000 1000 — 1400 -7| 750 — 1000 25| — [L0 = Pit la cazul I 
grafit - [- 6071-70 a F = 7 = FII IEI Fi) 1,2la cazul ĮI 
nodular |“Fgn60-2 60 40 2 2000 —2600 1300 --1700 900 —1; 25: "=. {1,0-1,2 — 1Ata cazul Í 
‘Aliaje ne-[ Bz 127 [197-68 | __20 | _— 6 100 — 650 300-500 _- | _ 20-300 | 1 1 0.7 = aA 
feroase" | Amt 6% [199-65] 18 — 20 |. 400—600 : 300-500 |= 20 739 .|_1 1 07 3 : 
turnare, |ATMg3si]201-67| 13 | — |. 3 |: 400-750 1. 11-42] 0.7 | o8 


200-550. 


p E 


Şi a 3 i m: îi Ki 


i a Set, Tabelul 3 
i ` 3 pa H Š a 5 s Dimensiuni liniare normale (Extras din STAS 75-72) 
| f „ |ă INLINE a e e I 10100 an 
Š | i : 
d k : — ; RȚI0 R 20 R 40 Ra 10 Ra 20 Ra 40 
g |F a e Pi i ! 
E Sală l PAE dE E e E 10,0 10,0 10,0 10 10 10 
i 2! jaa [e i 11,2 11,2 11 11 
a: | Ae îi 5 p | 12,5 12,5 A 12,5 12 12 12 
E jp PT Tafafao fal T ) 13,2 13 
EE al - - = - ` 14,0 14,0 14 14 
[=] i „|. 2 A : sl al 
[a ga kà i -15,0 4 15 
5 E m l — : - 16,0 16,0 16,0 16 16 16 
HESE Fi al |z al, II-a 17,0 4 
zea Ti Tia ata aaa 18.0 18,0 18 18 
g| fs a afi GI aj ; 19,0 19 
3 | jij ză f- iz) ERE iri i 20,0 20,0 | = > 20,0 „20 20 20 
“Ha TE = i 21,2 
Gad H Gi fa K è "i ` -2 B A În caca N da , AM e 
PRE H PIRE ep A SII sl 22,4 24 22 22 
Şi E e - ; -= iep 25,0 25,0 25,0 25 | 25 25 
“j sdis) ! rat zel : = El 26,5 S 
2 [el CE HOLE Că IRU ID LE IE A Ma RA E E 250 | -:280: N 28 28 
< JSE - SE s 30,0 : 
SEEPEEE T, 3] El i 31,5 31,5 ! 31,5 32 sa 32 
Pie S dat Hakak aa rh a 3 33,5 z 
$ 3 SI EL] E E x 35,5 35,5 36 36 
FE ss |] ASi è z a out = he | e ee pg hr Be 
E e ZI TIPI 3 40,0 40,0 „40. | 40 
å i a i = -- PE i. 42,5 a 42 t 
H E "o o i H o f, |: i ss i ci. 45 45 
ag ela TE lol ai Sl Tal Bi ll ze ek _ 450 4510 |. m a5 i aa 
F| saja El ol- ghal le] 3] 3-8! 3] pl sl-E!. ZI el ak a| Fg ; 47,5 „48 : 
Ej c :5] £] ŞI s'a] 8] 2] ŞI:8| &I:a| 8] &£ HEEE EE 50,0 50,0 50,0 50 50 so 
a |, cS E Nal aj E| F| S| ajig] 3| 2| 2| 8) 39| 3| al S| 3a 53,0 ; 3 A E T- M 
s |: £ | ôl El gl Alel al El Slël ål ól al õi alelă Sl-E HE E S a E EE 53 
z s i i 29 ; 60,0 A 60. 
aha po i -| 38 1: 63,0 63,0 630 z} © sa . 63 63 
g SORS P prana [ESAR aa [ea = | da 67,0 l 
zl 8 = s.j] 3 a 8 [ia E i na 71.0 “710 71 a 
=] 6 a Sa 3 z 2 ip “ i : 
aj g E; 53| 8 fa zi E£] g3 75,0 i i a| Es 
Ş |i aiw aa l- al E AI ii „5 80,0 z 80,0 80,0 i 0 a | 80 80. i. 
af i a SESA gE 85,0 - : 85 
$ji Soo ES at 8 - AL: i 90,0 „90,0 ʻ 90 „90 
EHI EEE E a) E EEs) 100,0 | AO -= [i 100 100 
S e VEI i, “die - |âg e | oo | sono | aoo 
Sij: plit Da aE AiE . ; TEE —- “Tabelul 4 
Ea îi B- i [=] i & E >! 5 5 e Constanto fizice ale unor materiale z aE. i 
„ls 3 E 33 z) | SE > | %6 
z i 3 ZE F i gB EES] bic „Grohtati ifică - ri ficientul de dilat: 
E EA e Aa ma hope A 3E + Materiala) 4 Greătatea specifici- > ;| j « Coetzientu de dilatare 
žig E B: : desene 
ESENE E 3 - Ei [ae EEEE = — y 
B; |2- 2 ! 5 ; SE Oțel, oţel turnat ` - |. i: 7,85 11*10-6-—12-10%5 
g „age al ie i Rt Fontă ero EEE 7,25 | __i___ 10:10 E 
BE: : ; a ! PpP Cupru = 89 17100 
„| PE pn ic N Bronz — ` : ss i 18106 
A me e m e n e Alamă T 19105 
| Aluminiu E DI 256-275 25106. 
j Lemn de brad*) 0,37—0,75 210—510 
| 716. Lemn de stejar*) 0,69—1,03 7 2:10-5—5.10€6 
Beton 2,2 12-10 i 
* Uscat la aer cu 20% umiditate 


i it dă N să PE: F PER. Tabelul 5 
a îti A iii 


“OTEL CORNIER CU ARIPI EGALE 
„(după STAS 424-71) 


ut. Z — moment de: inerție A 
| Ma podul de rezistență - | „aportate Ia axă de încovoiere | i 
i AS J+- rază de inerție | respectivă f ' 


RE i ___ Mărimile statice pentru axele de încovoiere 


Dimėnsiunile secţiunii i Distanţa axelor, cm - 
“Denumirea aie Secţiunea | Masa £ Aa | e cae Diez PU i fai 
A e fa ka ee p eaat ee aa o E 
POEN SERIE A AEN E OEE „Pai ADR RE E 
| 20 x20%3 3 -112 0,88 0,60 i 0;84 | 0,70 |- 0,39 |..028 |.. 0,59 0,61 0,74 l 016 | 019 | 0,38 
i 2 |- 35| 2 [= - Tai _ = 
x4 4 11,45 114 0,64 -d 090 | 0,71 |= 041 |. 0,36 0,58 0,77 0,73 021 _| 0,23 | 0,38 
| 25x25x3 : 3 142 111 072 |: -1,02 | 0,87- |.: 0,80 045 | ' 075 1,26 0,54 0,33 | 0,32 | 0,48 
XA „| 25 4 3,5 2 | 1,85 1,45 0,76 1,77 1,08 | 0,89] 1,01 0,58 | ..0,74: 1,60 0,63 0,43 0,40: | 0,48 
fie- pi E a 8 a | 2 Za | Lm | 080 113 | 0,91 | -1,20 | 0,71 |: 0,73 1,89 0,91 0,52 | 0,46 | 0,48 
30x30x8*) i 1418 | 1,04 | 1,40 0,65 ‘|. 0,90 '2,23 143 0,58 | 0,49 | 0,58 
| ae e e 1,24: 1,05 | 1,80 |. 0,85 0,89 2,85 112 0,75 | 0,61 | 0,58 
-x57 1,30 | 1,07 [..:246 104 |> 088 | 341 141| 082| 0470 | 0,57 
35x35x34) 1.36 | 1,28 | 2,29 "1,06 |. 3,63 1,34 095 | 0,70 | 0,68: 
SRR 142 | 1,24 |> 2,95 105 | aes ass | 128 „0,86 | 0,68 
sai 149 | 1.01 


Denumirea 
L 


40 x 40x3%) 
x4 
x5 

45 X45x4%) 
x5 


x6 


aE 


Dimensiunile secțiunii 


aai Di 


45 


50 x50x 4%) 
x5 


ELER 


em Mei e ariei = | sa 


60x60x5' 


miza Xe aa a 


5,82 7 


Tabelul 5 (urmare) 


—6,91-—|- 


p 19,63 


runo X8i 
Riu 
70 x70x 6 .— 


"a 


111; 


8.43 


"9,40 


7.10,60 


î_i! 
usi i Pisa 


Mărimile statice pentru axele de încovoiere 
axelor, çm sele 
U- U vV-y 
r a a a S S S A 
1,32 | 1,40 |- 5,46 
` 1,58 | 1,40 7409, 
1,64 | 1,42 8,60 
1,73 | 1,57 10,2 
1,81 | 1,58 12,4 
1,87 | 1,59 14,5 
1,92 | 1,75 14,2 
1,98 | 1,76 17,4 
2,04 | 1,77 20,4 
3,10. | 1,78 23,1 
2,32 | oa |. 30,7 
„2339 | 211 36,2 
2,30 2,14 46,2 
2,61 | 247 551; 
2,73 | 2,46 53,5 
"2479 | 247 | 67,1 
2,85 [249 |. 75,3 
2,90 | 2,50 "ss 
2,96 | 2,52 90,5. 
3,07 | 2,82 | 88,5 
3,19 | 2,82 115 
3,30..| 2,85. 138 
353 "3,17 | IEC 
3,59 | 3,18 nggeh 
3,65 | 3.26 2204 | 
„3,70 | 3,21 218 
Erih ta ' 
€5—c. 1801 


i ` în pisi Se y | . Tabelul 5 (urmare) 
i T a E: IFRS N: E RI a 0 RR 
Dimensiunile secțiunii Distanţa stii, SI Mărimile statice pentru axele de încovoiere 
j 3 meS Secţiunea Masa Xex Yar v-v v-v 
| Domnita, Ss G În 
è 7 x a D ai Ş N 
aer |n l” pa e v a | a | at | m] a | ate E aa | a | că 
| i ———— 
i 
| e Ș 7 
li 100 x 100%.:8 s 15,5 12,2 2,74 
3x10 | 100 | 10 12 6 19,2 15,0 2,82 7,07 ' 
ig . Pe — iĝ 
io aE KI 12 22,7 17,8, 2,90 
| 
| PIN NI (O DEA PESE ES PRR NNE PANN a o NE CE PEE 
120x120x110 1510 i 23,2 18,2 3,31 | 
120 13 65 8,49 
! x12 e aa |i 27,5 21,6 3,40 : 
i | iz 
| i 139X180x12 saj 30,0 23,6 | 3,64 
| aa XI oa | aa | 7 | 37 272 |: 32|: 949 
l. se 16 16 393 ['::30,9 '|':380 |: f 
140x140x12 i 12 32,5 25,5 -3,90 | 5,50 |_5,04 |. 602. | _ 59,7 | 4,31 |$ 248 
h - d $ A zi i 
| g xi4 140 | 14 15| 75 37,6 29,4 -3,98 |: 9,90 | 5,61 | 5,07 689 - | 68;8 7|- -4,30 1094 5,42 284 50,5 |274 
| x16 :16 ef 422 37,3 | 420 5,30 | 5,09 772 79,1 4,28 1230! 5,40 314 61,5 | 2,72 
i 150 x 150 x12%) 13 |. 34,8 273 |0412 "5,83 | 5,29 [737 -| 67,7 f 4,60 11170 5,807 | "308 [7520 [2,95 
| x14 14 i -40,3 31,6 4,21 i 505| 531| "sa | 7s2 | 458 |'.1340: | :5,77 347- | 583 | 2,94 
| |. 150 16 8 i 10,6 ? E tf zi | 
l x16 16 45,7 35,9 4,29 i 6,07 | 5,34 | 949 88,7, | 4,56 1510 5,74 |. 391 | 64,4 | 2,93 
| i ixis 18 i 510 | 4041 4,37 617 | 5,38 | 1050 98,7 4,54 | 1670. 5,71 435 70,4 | 2,92 
160 x 160 x 12 12 37,4 29,7 4,39 6,19 | 5,74 913 75,6 494 |" 1450|' 6:23 376 60,5 317 
xid 14 H 43,3 34,0 4,47 a 6,30 | 5,77 1046 90,8, 4,92 „1662 i 6,20 431 68,1 3,16 
: i 160 17 8,5 =3 11,3 Ă i ( E ora . > 
i ' x16 "16 , 49,1 38,5 4,55 _ 6,42 | 5,79 | 1175 |. 103 „4.89 1866..| 6417 |. 485 f 7548 | 314 
ag 13 548 | 430 4,63 5,82 | 1299 14| ger. | 2o61 | eas | 537 | s21 j 313 
A í k Ea AS [8 ? | 
*) Se laminoază în limita posibilităților uzinelor producătoare ; livrarea acestora se va `i D a ei : fit ' - 
înce numai cu avizul prealabil al Ministerului Industriei Metalurgice,. n f | E 
í . »*) Se livrează numai pentru podurile metalice de cale ferată. Pt f E 
| OBSERVAȚII: f! i 7 s : : zoi ] 
| — Momentul de inerție (1), raza de giraţie (i) şi modulul de rezistență (W) sint raportate su i g 4 i A eu Poi | 
l ła axa de încovoiere respectivă. .- se a e ; P Apa Ri E : 
— Masa este calculată pentru dimensiunile nominale, pe baza densităţii de 7,85 kg/dm?, is o pai 
122. 723 


— OȚEL „CORNIER 


= 2. (după 
io 
sa i 
H i Diemeasiuuile sec- i Distanţa axelor, cm ` 
Denumiri 4 mm „Secti- | atasa j 
S = 
aN l alsls = r cm? kgjm |; ez ey m wa v vs 
20 x20x3+ 2,05 
T xat 2,02 
|T40x20x3* 261 
sixa 2,58 
4x30 x»? 3.06 
: x5 -3,04 
ox 30x5 Să 3,89. 
n i xot 3,86 
Dots (e rm] 10; 
aa -4,08 |. 
sea pe DCI Ja, 4.06 KAA 
65x50x6 4,52 2,15 | 2,39 
x? 4,50 | 3,62 | 2,19 | 2,39 
x8 449 | 3,64 | 2,23 | 2,39 
x9 448 | 3,63 | 2,28 | 2,36 


CU ARIPI NEEGALE. 0 St s „~ Tabelul 8 
STAS 425-70} a 
I — momentide inerție ' Ă 
wz modal de it Aa raportate la axa de încovoiere 
Ei i= |+ — rază de giraţie respectiva 
x ' A s 4 e ! 3 
NN îi í ? die EE TA trb ar : 
fa e hifi i ru r i i i 
EE ; ; Kepet 
Mărimile statice pentru axele de încovoiere 
E Iai 1 xix © Y-Y u-u v-v 
E „nare F 7 > a 7 . E 
Va a axelor l" |: Wa 5s Ij” Wy iy e AR îi: Te iv 
is « cmi |! cm3 cm cm cm? em cmt cm cmi em 
0,56: | 0427 |! 


„+ [in 0,569 


EA 


Denumire 
LL 


PODEA NN E PI | 0 


80 x 60xX7* 80| 60| 


PIINE SN A E Pe 


80x65x 6 6 


75 X50X7* 75| 50| 7 [6,5 


JE 


Dimensiunile secţiunii Distanţa axelor, em +: lte 


em? kg/m ez cy m w n Va 


3, 
4 


x10 10 13,6 [10,7 | 2,55 | 1,81 | 5,56 | 4,68 | 2,90 | 2,95 
90x 60 x6* 6 8,69 | 6,82 | 2,89 | 141 | 6,14 | 4,50 | 2,46 | 3,16 
90| 60 7 [3,5 
x8 8 11,4 | 8,96 | 2,97 | 1,49 į 6,11 | 454 | 2,56 | 3,15 
100x50x 8* 8 11,4 | 8,99 | 3,59 | 1,12 | 6,49 | 444 | 2,00 | 2,96 
100| 50 9 [45 
x10% 10. 14,1. |11,1_|_.3,67 | 1,20 |_6,43 | 4,40 | 2,08 | 2,93 
100x75x 7 7 


x 9 [100| 75| 9 [10 


Paul "lu 


120 x80 X:'8% 8 


x10* i20 sol 10lr4 


x12* “2 


150 X 90x 10* 
f 


ia š 150| 90 
x 


150 X 100 X 10% 


X 12*|150|100) 


BHs x14*|.. 


» Se lamincază în limita p 


O OBSERVAȚII; > at 


-— Momentul de inerție ' (0, raz 
Ja razele de încovoiere respective. 


numai cuiavizul prealabil-al Ministerului Industriei Metalurgice.' T 


osibilitäților uzinelor producătoare ; Jivrarėi acestora se va face 


n, zi gas ' 


a de, gtrație (i) și modulul de rezistentă (W) sînt raportate 


— Masa este calculată pentru dimensiunile noriiiitale, pe baza“ densități de 7,85 kgjdm?. 


726: 


Tabelul 6 (urmare) 


Mărimile statice pentru axele de incovoiere 


Vaeniul "Es -Y u-u v-v 
de incli- x-xX Y 
nare ; 3 - 
v: a axelor I W, i I wW, iy u în v $y 
i a | da | ua | a | ot | om | cm | omt | cm | omt | om 


2,11 0,640 82,2 | 15,1 | 246 | 48,3 | 10,3 | 1,89 | 106 | 2,79 24,8 | 1,35 
1,60 0,442 714,7 | 11,7. | 2,87 | 25,8] "561 1,72 | 82,8 | 5,09 | 14,6 | 1,30 
1,69 0,437 92,5 i 15,4 | 2,85 | 33,0 7.31 | 1,70 1107 3,06 | 19,0 | 1,29 
1,18 0,257 |116 18,4 | 3,18 | 19,5 i 5,04 i 1,31 123 3,28 | 12,7 | 1,05 
1,22 0,253 į |141 22,2 |. 3,16 | 23,4 617| 1,29 [149 Ă 3,25 15,4 | 1,05 
2,18 0,553 |f18 17,0 |: 3,15 | 56,9 | 10.0 | 2,19 145 3,49.| 20,1 | 1,59 
- -2,22 0,549 . |148 i 21,5-|.3,13-|-71,0-] 12,7 E 2,17 isi 3,47- | 37,8 | 1,59 
2,27 0,545 |176. 84,0 | 15,3- 2,15 j 214 3,44 | 45,4 | 1,58 
2,16 0,437 |226 27,6. 3,82 | 80,8 13, 21| 228 260 4,10 l 46,6 | 1,73 
2,19 0;435 |276 34,1 | 3,80 | 93,1 i 16,2 | 2,26 317 4,07 | 56,8 | 1,72 


“OEL U 
(după STAS 564-71) 


Tabelul 7 
EE EENE 
. 5, PP ui "a pio ce Bia za Di 
SECI PAR a ` h — măițimea profilului ' 
b — lățimea profilului t ă 
RIR dr n Să d — grosimea inimii ȘI Actii -> 
, | 1 — grosimea medie a tălpilor | i 
o: 


R — raza de rotunjire interioară a tălpilor 
r — raza de rotunjire a tălpilor la virf.. į 

I — moment de inerție 
W-— modul de rezistenţă 


Fi 
i — J4 — raza de girație 


S — momentul! static al semisecţiunii 
ej = distanţa axei y —-y-de-la--marginea ext 


Vii t Tia ) i 
— Mărimi statice 'pentru axele de încovoiere 
Li AR ‘Masa me e Free ce om Pe e E EEES | 2 
a S; Simbol 
Simbol | H I= iu arag i Eo ae TE m |. ch t 
ue, oop a (N R ome cm em a f a% , em m i 
| -3600'_ |. 300.1: |.. 9,22 j° 248 {0 39,600 242 '|ir179 = 2,23 |424 
| -- 4820 371! 9,99 317 C 47,7: | 2,56 |: 221 2,36 26 
8036! 535 11,7 495 "678|! 2,90 316 =: 2,70 30 
ati : E 
— OBSERVAȚII: z SIR) E _ 
— Masa teoretică este calculată cu densitatea 7,85 kg/dm? $ F F PEE d d 
— La cererea beneficiarului și cu acordul producătorului se pot executa și alte dimensiuni. 


a ti Daia e TE o EE] 


OŢEL 1 
(după STAS 565-71) 


Sraa EE e 1 hasr] EA N-a 
s 80 42 5,90 3,9 2,3 7,58 ` 5,95 
10 100 50. 6,80 4,5 2,7 10,6 8,32 
12 120 58 7,10 51 i 3,1 14,2 11,2 
14 “140 66 8,60 57 3,4 18.3 14,4 
i6 i 160 74 9,50 6,3 3,8 22,8 17,9 
18 180 82 10,40 6,9 41 27,9 2,9 > 
20 200 90 11,30 7,5- 45 33,5 268 
22 220 98 12,20 sr | 49 39,6 sii 
24 240 106 13,10 8&7 | -52 46,1 36,2 
26 260 | 113 14,10 g4 | 56 53,4 41,9 
28 280 „119 15,20 | _ 10,1 61 61,1 48,0 
30 300 125 16,20 | 10,8 6,5 69,1 54,2 
32 320 131 17,30 |” 11,5 6,9 78 | _ 6 
36 360 143 19,50 | 13,0 7,8 97,1 76,2 
40 < 400 155 21,60 | 14,4 8,6 118 92,6 
OBSERVAȚII 


— Masa teoretică este calculată cu densitatea 7,85 kg/dm?. 


— La cererea berieficiarului şi cu acordul producătorul 


mi se pot executa și alte dimensiuni. 


Tabelul $ 
h — înălțimea profilului 
b -= lăţimea tălpilor 
d — grosimea inimii 
i — grosimea medie a tălpilor 
r — raza de rotunjire a tălpilor la virf 
I — momentul de inerție 
W — modulul de rezistenţă 
E raportate la axa de încovoiere respectivă 
i — jf — — raza de girație 
A 
S — momentul static al semisecțiunii 
R — raza de rotunjire interioară a tălpilor 
Märimi statice pentru axele de încovoiere 
X-X ` Y-Y 5, 
omt Simbol 1 
Ir Wg iz Iy Wy iy 
cmi cm? cm cmt cms cm 
77,8 19,5 i 3,20 š 6,29 3,00 0,91 11,4 8 
> 
171 34,2 4,01 12,2 4,38 1,07 19,9 10 
328 54,7 4,81 21,5 741 1,23 31,8 12 
573 181,9 5,61 36,2 10,71 1,40 47,7 14 
935 117 6,40 54,7 14,8 1,55 68,0 16 
1450 161 7,20 81,3 19,8 1,71 93,4 18 
2140 214 8,00 117 26,0 1,87 125 20: 
3060 278 8,80 162 33,1 2,02 162 22 
4250 354 9,59 221 41,7 2,20 ` 206 24 
5740 442 10,4 288 51,0 2,32 257 L 26 
7590 542 11,1 364 61,2 2,45 316 28 
9800 653 11,9 451 72,2 2,56 381 30 
-12510 782 12,7 555 84,7 2,67 457 32 
19610 1090 14,2 818 114,0 2,90 638 36 
29210 1460 15,7 -| 1160 149,0 3,13 857 40 
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n 


— clicoidal cu spire ștrinse 1 


Jaai: e o sjnjiibes uqta! venita ati L 
iia? 


athugi 


into ie s 


ih pasjega 


—_ repartiției si 
Analizor 575 ta per 
Analogie cu membrana 243 
Arcul de foi; t à 


oaia thosa perb a 5 


Articulație plastică 540. 
Autofretajul tuburilor cu, 
Bară 13 


— cotită 103 
— cu console 96 


— — rază de curbură mare 157 ` 
— — — mică de curbură'158-1: 
— — secţiune neomogenă 54: Pon 
— — variații dese 
— curbă 150 

— de egală iai ia la compré: 
_ întindere S1iit.oiia = 
Bimoment de înicovoit 


inici y 


Bloc 676 


Cadre 296 
— plane 304 fitze iat 
Cadru statie nedeterminat.jexterio, 296 
— ~ — înterior'298 olosa lati 


47 — e. 1801 


plasati sl 


eb: ouei op atit 


Caracteristici geometrice sectoriale 
—  meeanice'ăle materialului 
Cedarea piesei'625: ©" 
“Centru” de îndâvoiere 4741: 

Ciclu alternant 656 Dah 
— — simetrie 656: n | 


Sk asim eitie 656 


— ondulant 656 

— —' negativy t656 i>! 
— — pozitiv 656 e 
— pulsant 656 


— simetrie 656" pi dale Sici, 
Cilindri fretați 573 
JCiocan.:pendul 4609, sut ibamu’ 


Clasificarea plăcilor 420 Ri: 


“Coeticient ode :ăsimetrie,.656 ` 
— — calitate 671 


— — flambaj 376 

— — sensibilitate 667 . . 
— = siguranţă, 37 pa 
— — — probabilistic ;701, nr, Be 
— — — în raport cu limita de.curgere :37 
_——— — rezistența: la> oboseală: :684 


— — — la îlambaj 374 

Coelicient de stare a suprafeţei 670 

Coeficient de subţirime 367 

— — tasare 343 

— — zvelteţe 367. 

— efectiv de concentrare la solicitări varia- 
bile 666 

Colectiv 676 

Componentele tensorului efortului unitar 207 

Compresiune 40 

— excentrică 142 

Concentrarea eforturilor unitare 583 

Concentrator 583 

Condiţii de plasticitate'550 


— — rezistenţă 36 i Eee di 


— — rigiditate. 38 

— — stabilitate 38 fe : 

Constanța traductorului tensometric 568 

Contracția transversală : 32, 

Criteriul de. plasticitate Huber- citi 
Mises 551 

— — — Saint—Vénant 550 

Cumularea deteriorărilor-698 

Curba caracteristică a oţelului la compre- 
siune 28 

= răsucire 28 

— — convenţională 27 
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